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Premiere partie

GeoGebra Quickstart
Un guide de référence rapide
pour (GGeoGebra






Géométrie dynamique, algebre et calculs s’associent comme des parte-
naires d’égale importance pour former GeoGebra.

De la maniere la plus simple, vous pouvez faire des constructions contenant
des points, des vecteurs, des segments, des droites, et des coniques aussi
bien que des fonctions, qui peuvent étre modifiées ensuite dynamiquement
a la souris. D’une autre maniere, la saisie telle que : g : 3x +4y = 7 ou :
¢ (x—2)%*+(y—3)% = 25 est possible, et une gamme de commandes contenant
différentiation et intégration est a votre disposition. La caractéristique la
plus remarquable de GeoGebra est la double perception des objets : chaque
expression de la Fenétre Algebre correspond a un objet dans la Feuille de
Travail et vice versa.

Dans ce qui suit, vous allez vous familiariser avec GeoGebra en examinant
trois exemples. Vous devriez les travailler I'un apres I’autre et ne pas oublier
d’essayer, en plus, les astuces données.

— Exemple 1 : Cercle circonscrit a un triangle
— Exemple 2 : Tangentes a un cercle
— Exemple 3 : Dérivée et tangente a une courbe représentative de fonction
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Apres démarrage de GeoGebra, la fenétre représentée ci-apres apparait.
Au moyen des outils de construction (modes) dans la barre d’outils vous pou-
vez faire des constructions sur la feuille de travail a la souris. Simultanément,
les coordonnées ou équations associées sont affichées dans la fenétre algebre.
Le champ de saisie est utilisé pour entrer les coordonnées, les équations, les
commandes et les fonctions directement ; elles sont affichées immédiatement
dans la feuille de travail des que la touche « entrée »est pressée.

Géométrie et algebre cote a cote :

Fichier Editer Affichage Options Fenétre  Aide

L Ohjets lipres
| Objets dépendants
1 Ohjets auxiliaires

Barre doutils >
% 104

Fenetre
Algébre
Feuille de travail

MWode: Deplacer Hiy=1:1

@ [(sase ]| champ de saisie I

FIGURE 1 — Les fenétres de GeoGebra
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Chapitre 1

Cercle circonscrit a un triangle

Objectif : Construire un triangle ABC et son cercle circonscrit en utili-
sant GeoGebra.

GeoGebra - 01_CercleCirconscrit.ggb
Fichier Editer Affichage Cptions Fenétre Aide

i

Mode: Déplacer e
[ 1 all [ |
l Saisie: ]i ||= ¥ a ¥ Commande >

FIGURE 1.1 — cercle circonscrit a un triangle



Construction en utilisant la souris.

Choisissez le mode « Polygone » dans la barre d’outils (clic sur
la petite fleche de la troisiéme icone a partir de la gauche). Main-
| & | tenant cliquez dans la feuille de travail trois fois pour créer les
sommets A, B, et C. Fermez le triangle en cliquant de nouveau
sur A .

Ensuite, choisissez le mode « Médiatrice » (clic sur la petite fleche
sur la quatrieme icone a partir de la gauche) et construisez deux
médiatrices en cliquant sur deux cotés du triangle.

Dans le mode « Intersection entre deux objets » (clic sur la petite
fleche sur la deuxiéme icone a partir de la gauche) vous pouvez

iy
y
Y
l\.\I\.'\'\.
X cliquer sur les deux médiatrices pour obtenir le centre du cercle

circonscrit a votre triangle. Pour le nommer « M », cliquez dessus
avec le bouton droit de la souris et choisissez « Renommer » dans
le menu qui apparait.

Pour finir la construction, vous devez choisir le « Cercle (centre-
point) » (clic sur la cinquieme icéne & partir de la gauche) et
cliquez d’abord sur le centre, puis sur un sommet quelconque du
triangle.

Maintenant choisissez le mode « Déplacer » (clic sur la premiere
icone a partir de la gauche) et utilisez la souris pour changer la
position d'un sommet quelconque. Vous expérimentez de cette
maniere la « géométrie dynamique ».

Quelques astuces.

— L’item « Annuler »du menu « Editer »est un outil tres utile pour reculer
d’une étape.

— Vous pouvez rendre des objets invisibles puis de nouveau visibles en
cliquant dessus avec le bouton droit de la souris et en cochant ou non
« Afficher I'objet ». L’objet disparait ou réapparait dans la feuille de
travail.

— L’aspect des objets (couleur, style du trait, etc. ..) peut étre facilement
modifié : utilisez a nouveau le clic droit de la souris sur I'objet désiré
et choisissez « Propriétés » dans le menu contextuel.

— Dans le menu « Affichage » la fenétre algebre, les axes et la grille
peuvent étre cachés ou affichés.
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— Pour modifier la position de la feuille de travail, choisissez le mode
« Déplacer la feuille de travail » et déplacer la souris en appuyant sur
le bouton gauche.

— Le menu « Affichage - Protocole de construction » dresse la liste de
toutes les étapes de votre construction. Il vous permet de reconstituer
votre construction étape par étape en utilisant les fleches haut et bas
du clavier, et aussi de modifier I’ordre de certaines étapes (voir le menu
« Aide » du Protocole de construction). De plus, le menu « Affichage »
permet de ne pas afficher certaines colonnes.

— Des informations complémentaires sur la réalisation de constructions a
la souris peuvent étre obtenues dans le menu « Aide », section « Saisie
géométrique ».

Construction en utilisant le champ de saisie.

Nous allons réaliser la méme construction que ci-dessus en utilisant le
champ de saisie. Commencez par ouvrir une nouvelle feuille de travail (menu
« Fichier - Nouveau »). Saisissez les commandes suivantes dans le champ de
saisie située au bas de I’écran en prenant soin de taper « Entrée » a la fin de
chaque ligne.

A=(21)
B = (12,5)
C = (8,11)

Polygone[A, B, C]

lo = Médiatrice[a)

Iy, = Médiatrice|b]

M = Intersection[l,, ]
Cercle[M, A

Quelques astuces.

— Auto complétion de commandes : apres avoir saisi les deux premieres
lettres d’'une commande, une suggestion apparait. Si cela correspond,
tapez sur « Entrée », sinon continuez a saisir le nom de la commande.
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— Il n’est pas nécessaire de saisir chaque commande : il est possible de
les sélectionner dans la liste Commandes située a droite du champ de
saisie.

— En cliquant sur le bouton « Saisie » (a gauche), on active le mode
« Champ de saisie ». Dans ce mode, il est possible de faire directement
appel a un objet en cliquant simplement dessus dans la fenétre Algebre
ou dans la feuille de travail.

— Pour une aide complémentaire, cliquer sur le point d’interrogation situé
tout a gauche du champ de saisie.

Vous obtiendrez de bons résultats avec GeoGebra en combinant les avan-
tages des deux formes de saisie : avec la souris et avec la saisie des com-
mandes.
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Chapitre 2

Tangentes a un cercle

ses tangentes passant par le point A de coordonnées (11,4).

GeoGebra - 02_tangentes_cercle.ggb
Fichier Editer Affichage Options Fenétre Aide

A 0bjets libres

~ @ A=(11,4)

L@ (x-3)P+{y-2P2=25
A Objets dépendants

2 C=(3,2)

@ a: 2.50x +6.02y = 52.61
“@ b:65.12x -4.09y = 3996

x E
104

Mode: Deplacer

wy=1:1

l Saisie: ”

|‘a V||Commande . v

FIGURE 2.1 — Tangentes a un cercle



Construction en utilisant le champ de saisie et la souris.

Insérez 1'équation du cercle ¢ : (z — 3)% + (y — 2)? = 25 dans le
champ de saisie et appuyez sur « entrée » (astuce : le signe ? est
accessible dans la liste déroulante située a droite du champ de
saisie)

Entrez la commande C' = Centre[c] dans le champ de saisie.
Construisez le point A en tapant A = (11,4).

{:} Maintenant, choisissez le mode « Tangentes » et cliquez sur le
) point A puis sur le cercle c.

Apres avoir choisi le mode « Déplacer », déplacez le point A avec
% la souris et observez le mouvement des tangentes. Vous devriez

aussi essayer de déplacer le cercle ¢ et observer son équation dans
la fenétre Algebre.

Quelques astuces.

— Zoomez en plus ou moins : cliquez sur un emplacement vierge de la
feuille de travail avec le bouton droit et choisissez le facteur de zoom
désiré, ou maintenez pressé le bouton droit en déplacant la souris pour
obtenir une fenétre de zoom.

— 1II est possible de changer I’équation du cercle directement dans la fe-
nétre Algebre en double-cliquant dessus.

— Plus d’informations sur les possibilités du champ de saisie se trouvent
dans le menu « Aide », section « Saisie numérique ».
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Chapitre 3

Dérivée et tangente d’une
fonction

Objectif : Construire la courbe représentative de la fonction sinus, sa
dérivée et sa tangente en un point ainsi que le triangle illustrant la pente.

GeoGebra - 03_Pente_derivee.ggb
Fichier Editer Affichage Options Fenétre Aide

x ]

4 Objets libres
@ A= (539, 0.78)
@ f(x) = sin(x)

4 Objets dépendants
i@ B = (5.39,0.63)
@ f'(x) = cos(x)

9 s5=0863

Lt y=063% -4.16

Mode: Deplacer ¥oy=1:1

@|| saisie I- Bz ¥l[commande v
= &l &

FIGURE 3.1 — Dérivée et tangente d’une fonction
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Version 1 : Le point est sur la courbe représentative de la fonc-
tion.

Tapez la fonction f(z) = sin(x) dans le champ de saisie et ap-
puyez sur Entrée.

Choisissez le mode « Nouveau point » et cliquez sur la courbe
® représentative de la fonction f. Cela crée un point A sur la courbe
représentative de f.

Ensuite choisissez le mode « Tangentes » et cliquez sur le point
O A et sur la courbe représentative de la fonction f. Renommez la
tangente ¢ (clic droit de la souris, « Renommer »).

Tapez la commande s = Pentelt].

% Choisissez le mode « Déplacer » et déplacez A avec la souris et
observez le mouvement de la tangente.

Tapez B = (x(A), s) et activez la trace de ce point (cliquez sur
B avec le bouton droit et choisissez « Trace activée »).

L\\s Choisissez le mode « Déplacer » et déplacez A avec la souris. Le
point B laissera une trace.

Tapez la commande Dérivée[f].

Quelques astuces.

— Insérez une fonction différente, par exemple f(x) = 23 — 22? dans
le champ de saisie; immédiatement, sa dérivée et sa tangente vont
apparaitre.

— Choisissez le mode « Déplacer » et déplacez la courbe a l'aide de la
souris. Observez la modification des équations de la fonction et de sa
dérivée.
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Version 2 : Point en £ =«

Nous allons faire une autre version de la derniere construction. Donc, choi-
sissez d’abord « Fichier - Nouveau » pour ouvrir une nouvelle feuille de tra-
vail. Ensuite, saisissez les commandes suivantes dans le champ de saisie en
validant chaque ligne par Entrée.

f(z) = sin(z)

a=2

T = (a, f(a))

t = Tangente|a, f]
s = Pentelt]

B = (z(T),s)

Dérivéel f]
Quelques astuces.

Choisissez le mode « Déplacer »et cliquez sur le nombre a. Vous pouvez
le modifier en pressant les touches fleches. En méme temps, le point T et la
tangente vont se déplacer le long de la courbe représentative de la fonction f.

Curseurs : Vous pouvez aussi modifier le nombre a en utilisant un cur-
seur : clic droit sur a dans la fenétre algebre et choisissez « Afficher I'objet ».

Astuce : les curseurs et les touches fleches sont trés utiles pour examiner
des parametres, par exemple p et ¢ dans l'équation du second degré y =
2 + pr +q.

Tangente sans la commande fournie.

GeoGebra est capable de travailler avec des vecteurs et aussi des représen-
tations paramétriques de droites. Donc il est possible de construire une tan-
gente t sans la commande T'angente[]. Pour essayer cela, supprimez d’abord
la tangente de votre construction en cliquant dessus avec le bouton droit
de la souris et en choisissant « Effacer ». Saisissez ensuite les commandes
suivantes :

v=(1,f"(a))
t: X=T+rv
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v est un vecteur directeur de la tangente ¢t. A la place de r, vous pouvez
aussi utiliser n’importe quelle autre lettre comme parametre.

Quelques astuces.

— Il y a une possibilité supplémentaire pour construire la tangente a I'aide
du vecteur directeur : t = Droite[T), v].

— Essayez aussi la commande Intégrale|f].

— Davantage d’astuces concernant les commandes de GeoGebra peuvent
étre trouvées dans « Aide », section « Saisie numérique - commandes ».
Le fichier, au format pdf, d’aide GeoGebra peut aussi étre téléchargé
depuis www.geogebra.at.
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Deuxieme partie

Trigonométrie
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Chapitre 4

Les fonctions sinus et cosinus

4.1 La fonction sinus

"I" Déplacer
- Déplacer ou sélectionner un ou des objetsi(Cir) (Raccourci=Esc)

BEERANE

2

FIGURE 4.1 — Construction point par point de la fonction sinus

Sur un cercle de rayon unité, I'abscisse curviligne ¢ — en rouge dans la
figure 4.1 — a exactement la méme valeur que 'angle au centre, exprimé
en radians, qui I'intercepte. Le sinus du nombre t est alors, tout simplement,
I’ordonnée du point du cercle — en vert dans la figure 4.1 — qui a pour abscisse
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curviligne ce nombre ¢. Etant entendu que ’abscisse curviligne 0 correspond
a l'intersection du cercle avec la partie positive de 'axe x.

Nous cherchons a construire une courte animation visant a montrer de
quelle facon le graphe de la fonction sinus se construit, point par point, sur
une période allant de 0 a 2.

Les différentes étapes de la construction.

Deés 'ouverture de GeoGebra, veillez a activer la grille et les axes.
Pour ces derniers, on prendra une échelle 1 : 1 et on représentera
I'axe x sur l'intervalle [—3.5,7].

A | A Taide de T'outil ci-contre, créez deux nouveaux points en
(—2,0) et (—1,0). Nommez les respectivement O et I.

@ Tracez le cercle ¢ de centre O et passant par I. Enlevez 1’étiquette
du cercle.

e Placez un point sur le cercle. Désignez le par la lettre P.

‘/' Représentez le segment OP en prenant soin d’enlever son éti-
quette.

Représentez 1’arc de cercle IP. Donnez lui une belle couleur
rouge et une épaisseur du trait égale a 4. Nommez le t.

Représentez la droite perpendiculaire a 'axe des x et passant
par le point P.

)
»
.—F"'_*_F'_
X Représentez le point A, intersection de la droite précédente avec
I'axe des x.

Désactivez ensuite 'affichage de I'objet pour la droite évoquée
ci-dessus.

Tous droits réservés © JP Franc — 2008 18



Représentez le segment AP en prenant soin d’enlever son éti-
‘/. quette. Donnez lui une couleur verte bien visible et une épaisseur
du trait égale a 4.

Construisez le point M de coordonnée (¢, O). Pour cela, dans la
ligne de saisie, tapez : M = (t,0). Construisez ensuite le point
N d’abscisse t et dont 'ordonnée est celle du point P, a savoir
sin(t). Pour cela, dans la ligne de saisie, tapez : N = M +
(0, sin(t)).

Représentez le segment M N en prenant soin d’enlever son éti-
‘/. quette. Donnez lui la méme couleur verte que celle du segment
AP et une épaisseur du trait égale a 4.

X Représentez le point B, intersection des axes x et y.

Représentez le segment BM en prenant soin d’enlever son éti-
‘/. quette. Donnez lui la méme couleur rouge que celle de I'arc de
cercle I P et une épaisseur du trait égale a 4.

Activez la trace pour le point N. Pour cela, faites un clic droit
sur le point N et cliquez sur « Trace activée ».

Enlevez les étiquettes des points A, B, M et N.

Graduez 'axe des  de —7 & 7 par pas de 7/2.

Placez les points (0, —1) et (0,1). Enlevez les étiquettes.

Tracez les droites paralleles a I’axe dex = et passant par ces deux
points. Mettez les en pointillés et enlevez les étiquettes.

Avec l'outil « Déplacer », faite tourner le point P le long du
% cercle. Le graphe de la fonction sinus se construit alors point par
point sur [0, 27].

Nous nous contenterons ici de présenter le protocole de construction —
figure 4.2 — correspondant au travail que nous venons de réaliser. Celui-ci est
disponible dans le menu « Affichage — Protocole de construction ».

Il n’est pas bien difficile de voir les liens étroits existants entre la construc-
tion que nous venons de terminer et les instructions qui apparaissent dans
le protocole de construction. Ce dernier est utile lorsque vous allez chercher,
sur internet, un fichier GeoGebra directement exploitable. Si vous voulez
reconstruire le méme fichier en introduisant 'une ou l'autre modification,
le protocole de construction vous permet, souvent, de retrouver la méthode
utilisée pour créer le fichier initial.
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Ho. Hom

1 Foint &

2 FPaint |

3 Cerclec

4 PointP

5  Segmentr
B Arct

7 Droite a

2  PointA

9  Segmenth
10 Angle alpha
11 Point M

12 Paint M

13 Segmente
14 Droite

15 Droite g
16 FPointB

17 Segmenth

Définition

Foint sur axex

Foint sur axex

Cercle avec centre O passant par |
Foint sur ¢

Segment[D, P

Arcle, |, P

Droite passant par P perpendiculaire 8 axe
point diintersection de axex, a
Segment[s, P

Angle entre |, O, F

falpha, 0}

M+ {0, sinfalphal

Segrmenth, M)

point diintersection de axeX, axe
Segment[B, M)

FIGURE 4.2 — La fonction sinus, le protocole de construction

4.2 La fonction cosinus

Exercice : construire une animation similaire visant a montrer de quelle
fagon le graphe de la fonction cosinus se construit, point par point, sur une
période allant de 0 a 27. Vous devez obtenir une construction semblable a

celle de la figure 4.3.

FI1GURE 4.3 — Construction point par point de la fonction cosinus

4.3 Transformations de la fonction cosinus

Partant de la connaissance de la fonction f(¢) = cos(t), on applique
diverses transformations qui doivent étre, en principe, maitrisées par les ap-
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prenants. Nous voulons construire la fonction ¢(t) = a cos[k(z — )] + ¢, dans
laquelle les nombres a, b, ¢ et k peuvent prendre différentes valeurs. Ce sera,
pour nous, l'occasion d’introduire 'outil « curseur » qui permet, aisément,
de modifier la valeur d’un parametre ?

f(x) = cos(x) g(x) = a cos{k(x{bj}+c

_10_
a=4 b=-419 c=7 k=05

FIGURE 4.4 — Les transformations de la fonction cosinus

Commencons par construire un curseur pour les valeurs de a.
Pour cela, cliquez sur 'outil « Curseur » puis, a un endroit quel-
conque sur la feuille de travail. La boite de dialogue « Curseur »
s’ouvre. Cochez « Nombre ». Dans « Intervalle », mettez le mini-
mum a —7, le maximum a 7. Choisissez 0.5 pour « Incrément ».
Ne cochez pas la case « fixé », laissez le curseur en position ho-
rizontale et choisissez 100 pour « Largeur ». Cliquez sur « Ap-
pliquer ». La boite de dialogue se ferme et le curseur apparait
sur la feuille de travail. Avec 'outil « Déplacer », faites un clic
gauche sur le curseur en gardant le bouton de la souris enfoncé.
Placez le curseur a I’endroit qui vous convient.

Procédez de la méme facon pour construire les curseurs b, ¢ et k. Pour
ma part, j’ai choisi pour b 'intervalle [—6.5,6.5], pour ¢ 'intervalle [—8, 8] et
pour k l'intervalle [0, 27].
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Dans la ligne de commande, tapez f(x) = cos(z). Faites « Enter », la
fonction cosinus apparait a ’écran. Introduisez maintenant la fonction g(x) =
acos(k(x — b)) + c et faites « Enter ».

Construisez ensuite deux droites d et e en introduisant dans la ligne de
commande respectivement y = ¢+ a et y = ¢ — a. Mettez ces deux droites
en pointillé par un clic droit puis en utilisant « Propriétés — Style — Style du
trait.

Avec Doutil « Insérer un texte », introduisez la formule mathématique
pour f(z) et pour g(z).

Avec Toutil « Déplacer », donnez différentes valeurs a vos curseurs et
observez ce qui se passe.

4.4 Les angles associés

Exercice : Avec les outils qui sont maintenant en votre possesion et apres
avoir observé a I’écran I'animation proposée, reconstruisez celle-ci telle qu’elle
est présentée sur la figure 4.5.

Comparaison des nombres trigonométriques de t et de t + I

t=26
L] Abscisse curviligne :
cos(t)=0.65 sin(t) =0.76
T )
4 sin(t+)=0.65 cos(t+;)=-0.76
i NN TN NS N
kA LY
/ 0 s 15 3 K l
6 | -4 2 P 2, % [} 10 12 PRI 18 5 24 3
2 i PR vt F WoORA LY Y
LY F 0 T i O ; 3 ,:v_.
-4
*

\ /\-'/\" .-‘/-\":A'. At/'\ £ :"/\)f/\ %

FIGURE 4.5 — Les angles associés

Si nécessaire, le protocole de construction est fourni a la figure 4.6.

Tous droits réservés © JP Franc — 2008 22



|No.\ Nom

Deéfinition

1 |F‘o|n?_ O |P-::|in'r sur axex

|2 |Cen:Ee C |Cen:fe de centre O et de rayon 3

|3 |POFnt B |P0int d'intersection de c et axeX

|4 |N0mbret |

|5 |P0int cC |Image de B dans la rotation d'angle t
l6  [Angle a |Angle BOC

|? |Segment a |Segment [OC]

|8 |Point D |Image de B dans la rotation d'angle t + 3.14 / 2
|9 |Angle B |Angle BOD

|1O |Segment b |Segment [0D]

[11 [Point M It 0)

[12 [Point N |(x(M), 3 cos(t))

[13 [Point P It -7)

[14 [Poirt Q [x(P), 3 sin(t+ 3.14/2)-7)

[15 |Droite d |

|16 |N0mbre Cos

|cos(u)

[17 [Nombre sinpidemi [sin(B)

|1 8 |Texie T1 |"::os{t} ="+ Cos

[19 [Texte T2 ["sin(t + \frac{ipi 42}) = " + sinpidemi
|20 [Texte T3 |

[21 [Point L l(x(m), 3 sin(t))

E|N0mbre sin

|s'm{u}

E|N0mbre cospidemi |::05{|3}

[24 [PointR

|‘:K{P], 3 cos(t+3.14/2) - 7)

[25 [Texte T4

"sin(t) =" +sin

[26 [Texte T5

|"c05{t + \frac{ \pi H2} ) =" + cospidemi

[27 [Texte T6

[28 [Texte T7

@Lﬂ\rc e

|ArcCercle[O, B, CJ

FI1GURE 4.6 — Les angles associés, le protocole de construction
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4.5 Le phénomeéene de battements

Lorsque deux notes pures, de fréquences voisines sont jouées simultané-
ment, les deux ondes sonores interferent pour produire des battements.
L’onde sonore résultante présente, physiologiquement, une alternance de
I’augmentation et de la diminution de l'intensité sonore, ce qui, physique-
ment, se traduit par une variation périodique de I'amplitude de 'onde. Si
les deux notes sont données par fi(t) = cos(11t) et fo(t) = cos(13t) 'onde
résultante a pour équation f(t) = fi(t) + fa(t).

1. Représentez graphiquement la fonction f(t).
2. Vérifiez que f(t) = 2cos(t)cos(12t).

3. Sur le méme graphique, représentez les fonctions hy(t) = 2cos(t) et
ha(t) = —2cos(t). Comment ces deux derniers graphes permettent-ils
de décrire les variations de l'intensité sonore ?

De tels problemes graphiques sont faciles a traiter avec GeoGebra comme
on peut le voir a la figure 4.7.

FO=A(0)+5(0)=2eos(t)cos(12e)

) r‘?.;(z)zzms(z)

FI1GURE 4.7 — Le phénomene de battements

Les fonctions fi(t), fa(t), f(t), hi(t) et ha(t) sont représentées a la figure
4.7.
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Chapitre 5

Les fonctions trigonomeétriques
inverses

5.1 La fonction arcsinus

La fonction arcsinus est la fonction réciproque de la restriction de la
fonction sinus a intervalle [—m/2,7/2]. Cest-a-dire, si ¢ € [—7/2,7/2] et
y € [—1,1] alors : y = sin(z) <= x = arcsin(y). Une copie d’écran du
fichier permettant de construire cette fonction est présenté a la figure 5.1.

054

054

FIGURE 5.1 — La fonction arcsinus
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Construction de ’animation
Nous donnons, a la figure 5.2, en tant qu’aide a la réalisation, le protocole
de construction de ’animation.

2

000 - D h foo L) Pl e o

Morn

Paint O
Pairit |
Paint C
Paint O
Ao d
Mombre t
Pairt P
Segment 3
Droite b
Point A
Segment o
Puaint b
Pairt M
Paint B
Segment e
Segment f
Draite g
Draite b
Droite i
Paint E
Aok

Definition

Poirt sur axel

Point sur axel

| tauné d'un angle de 90° autour da 0
| taume d'un angle de 270° autour de O
demi-cercle passant par Cet O

I touma d'un angle de t autour de O
Segment[0, P]

Droite paszant par P parpendiculaire 3 axeX
point dintersection de a=zel, b

Segment[A, P]

(zinit), 03

b + (0, 1)

point dintersection de azel, age
Segment[B, hi]

Segment [, M]

Bizsectrice de [, O, P
point dintersection de d, i
Ao CercleCirconscrt[l, E, P]

[TRRNLLEN | e

e A R R A T

-
o
n :l;___.‘ ':B

: 1

D01 +0.7 1y =-2.12
E=1-2.29,-0.71)
k=147

FIGURE 5.2 — La fonction arcsinus, le protocole de construction

Nous donnons, également, la suite détaillée des instructions nécessaire
a cette construction. Avant toute chose, mettez le logiciel en mode radians
(Options — Unité d’angles — Radians).

A
e

En prenant soin de les renommer, placez un point O en (—3,0)
et un point I en (—2,0).

Dans la ligne de commande, tapez C = rotation[I,7/2,0] ce
qui a pour effet de placer le point C' en (—3,1). Tapez ensuite,
toujours dans la ligne de commande, D = rotation[I, —7/2,O].
On obtient un point D en (—3,—1).

Avec 'outil — Arc de cercle créé par 3 points — cliquez dans 'ordre
sur les points D, I et C'. Nommez-le d.

Cliquez sur l'outil — Curseur — puis dans la feuille de travail.
Dans — Nom — introduire ¢. Dans — Intervalle — mettez —m /2
dans Min, 7/2 dans Max et 0.01 dans Incrément. Donnez une
valeur de 350 a — Largeur — puis, cliquez sur — Appliquer.

Tous droits réservés © JP Franc — 2008
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Dans la ligne de commande, tapez P = rotation[I,t, O] ce qui a
pour effet de placer le point P sur le cercle avec t pour abscisse
curviligne.

Avec 'outil — Segment — tracez le segment OP.

Avec I'outil — Droite perpendiculaire — tracez la droite b (renom-
mez si nécessaire) passant par P et perpendiculaire a I'axe x.

Avec T'outil — Intersection entre deux objets — placez un point
A a lintersection de la droite d et de 'axe z. N’affichez plus la
droite d en veillant & ne pas l'effacer (ce sont deux instructions
différentes).

NESEIR

Avec l'outil — Segment — tracez le segment AP.

Dans la ligne de commande, tapez M = (sin(t),0) ce qui a pour
effet de placer le point M sur l'axe x avec sin(t) pour abscisse.
Tapez maintenant N = M + (0,t) dans la ligne de commande,
on obtient ainsi le point N de coordonnées (sin(t),t). Faites un
clic droit sur ce dernier point et activez sa trace.

Avec T'outil — Nouveau point — placez un point B a l'origine des
axes.

Avec 'outil — Segment — tracez le segment BM, puis le segment
MN.

Représentez, en pointillé les droites + = —1 et x = 1 en in-
troduisant, respectivement les deux équations dans la ligne de
commande.

Dans le champ de saisie, tapez i : Bissectricell,O, P]. Avec
I'outil — Intersection entre deux objets — placez, ensuite, un point
E & lintersection de la droite 7 et de 'arc d. N’affichez plus la
droite 7.

Avec Toutil — Arc de cercle créé par trois points — cliquez dans
I’ordre sur les points I, E et P. Donnez a cet arc la méme couleur
que celle du segment M N et augmentez 'épaisseur de ces deux
traits.

Donnez la méme couleur aux segments BM et AP et augmentez
I’épaisseur de ces deux traits. Utilisez maintenant le curseur t.
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5.2 La fonction arctangente

Exercice : Avec les outils qui sont maintenant en votre possesion et apres
avoir observé a I’écran ’animation proposée, reconstruisez celle-ci telle qu’elle
est présentée sur la figure 5.3.

0s

35 3 25 b EE A 05 0 05 1 15 T2 25 3 35 3

054

s
saon®
S L

-ne
- .-

FIGURE 5.3 — La fonction arctangente
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Chapitre 6

Modélisation de problemes

6.1 Exemple

Une gouttiere servant a 1’écoulement des eaux de pluie est fabriquée a
partir d’une feuille métallique de 30 cm de large en la pliant comme sur la
figure 6.1.

Déplacer le point G
2

G -~ . H
.
3
N
, s
h ~
‘ 5
A \
/ \
. "
/ .
' “
i v
f v
d \
Fi v
h '
) 1
' 1
f '
h \
f '
' '
. / 1
(L L

Aire de la section= 128 627

Angle a=1.001 rad

FIGURE 6.1 — Présentation du probleme

1. Montrez que I'aire d’une section de cette gouttiere est modélisée par la
fonction A(a) = 100sin(«) + 100sin(a)cos(a).
2. Représentez graphiquement la fonction A pour 0 < o < 7/2.

3. Pour quelle valeur de « I'aire de la section est-elle la plus grande ?

L’image placée au sein de I’énoncé est la figure GeoGebra qui modélise le
probleme. En déplacant le point G, a ’aide de I'outil « Déplacer », on modifie
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I’angle « ainsi que 'aire ombrée ce qui induit, évidemment, la variation du
volume d’eau maximum que peut contenir la gouttiere. L utilisation de cette
modélisation devant les éleves leur permet d’appréhender plus facilement
I’enjeu du probleme. La valeur de I’aire ombrée varie avec 'angle . Les deux
valeurs apparaissent a I’écran ce qui permet de constater qu’il existe bien une
valeur de I'angle qui maximise la section de cette gouttiere.

Comment construire ce modele ?

A
@

On commence par placer deux points A et B sur 'axe des z, par
exemple en z = —6 et x = 6. En ajouter deux autres en xr = —12
et v =12

Tapez ensuite E = Rotation|C, -pi/2, A] et ensuite F = Rota-
tion[D, pi/2, B] dans la ligne de commande.

Avec Toutil « Arc de cercle (centre — deux points) », cliquez,
dans 'ordre, sur les points A, E, C, puis sur les points B, D, F.
L’importance de 'ordre tient au fait qu’un arc est dessiné dans
le sens opposé au sens de rotation des aiguilles d’'une montre.
Par un clic droit sur I'un des arcs, vous accédez a « Propriétés ».
Choisissez l'onglet « Style »puis « Style de trait ». Mettez les
deux arcs en trait pointillé.

Avec l'outil « Nouveau point », placez un point GG sur l'arc qui
se trouve du coté gauche de la figure.

Avec l'outil « Angle », cliquez sur ce nouveau point puis sur les
points A et C, pris dans cet ordre (angle mesuré dans le sens
positif).

Tapez H = Rotation[D, «, B| dans la ligne de commande. Vous
obtenez un point H sur I’arc de droite qui est le symétrique de G
par rapport a ’axe des y. Vous pouvez vérifier a l'aide de I'outil
« Déplacer » qu’en déplacant le point G sur 'arc de gauche, le
point H se déplace pour conserver la symétrie bilatérale.

Avec loutil « Segment », tracez les segments joignant les points
A et G ainsi que les points B et H.

Avec Toutil « Polygone », cliquez sur les points A, G, H, B et
A, de maniere a fermer le polygone. Faites un clic droit sur la
surface ombrée du polygone obtenu et modifiez sa couleur dans
« Propriétés ».

Faites un clic droit sur un des segments du polygone et modifiez
I’épaisseur des traits (par exemple 5).
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Dans le menu « Options — unité d’angle », choisissez « radians ».

Pour tous les points ayant servi a la construction, sauf le point GG, choisis-
sez 'option « ne pas afficher 'objet » comme nous I'avons déja fait aupara-
vant. Faites un clic droit sur 'angle «, choisissez « Propriétés » dans le menu,
ensuite 'onglet « Basique ». A c6té d’afficher I’étiquette, choisissez « Nom »
ce qui permet d’afficher I’étiquette o sans sa valeur. Remarquez, au passage,
que vous avez la possibilité d’afficher I'étiquette de ’angle avec ou sans sa
valeur, ou encore de n’afficher que la valeur de I'angle.

Cliquez sur l'outil « Insérer un texte » et cliquez ensuite sur
la feuille de travail. Une boite de dialogue s’ouvre. Cochez la
case située a gauche de « Formule IXTEX ». Dans le rectangle
AEC | ¢ Texte », tapez — " = " + «. Cliquez sur « Appliquer ». Re-
commencez la méme opération mais en introduisant dans le rec-
tangle « Texte »— "Aire de la section = " + polyl — dans laquelle
polyl est le nom donné au polygone que vous pouvez trouvé dans
votre construction en ouvrant la fenétre algebre.

Cliquez sur l'outil « Insérer un texte » et cliquez ensuite sur la
ABC | feuille de travail. Une boite de dialogue s’ouvre. Dans le rectangle
« Texte », tapez — Déplacez le point G.

Disposez les trois boites de texte sur la feuille de travail aux
endroits de votre choix. Il suffit de faire un clic gauche sur une
boite, de maintenir ce clic et de déplacer la boite.

Il est aussi possible de représenter graphiquement la fonction A(a) =
100sin(a) 4+ 100sin(a)cos(a) — figure 6.2. Pour cela, ouvrez une nouvelle
fenétre GeoGebra dans laquelle vous affichez les axes et la grille. Faites un
clic droit sur la feuille de travail et choisissez I'option « axeX : axeY — 1 :
100 ». Avec un nouveau clic droit, choisissez « Zoom 400 % ».

Avec Doutil « Déplacer la feuille de travail », ramenez 1'origine
'%' des axes a l’endroit ou elle se trouve sur la figure 6.2.

Dans la ligne de commande, tapez A(x) = 100sin(z) + 100sin(z)cos(z)
— on utilise la variable x, GeoGebra ne connailt pas la variable o — et
faites « Enter ». La graphe de la fonction apparait sur la feuille de travail.
Ici, le domaine de définition de la fonction est [0,7/2]. GeoGebra permet
de restreindre le graphe d’une fonction a un intervalle donné. Dans la ligne
de commande, tapez B(x) = fonction[A,0,7/2] et faites « Enter ». Faites
ensuite un clic droit sur la fonction A(x) en dehors de l'intervalle [0, 7/2]
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et choisissez de ne plus afficher 'objet. Seul la restriction du graphe de la
fonction a 'intervalle qui nous intéresse reste affichée sur la feuille de travail.

Sur le graphe, il est facile de voir que le maximum de l'aire se pré-
sente pour une valeur de « voisine de 1,05 radian. GeoGebra peut calcu-
ler la valeur d’un extremum d’une fonction polynoémiale. Un polynome de
Taylor du second degré se confond avec la fonction A(«) dans un voisi-
nage de o = 1,05 radian. Pour 'obtenir, tapez dans la ligne de commande
f(x) = PolynomeT aylor[A, 1.05, 2] dans laquelle le dernier chiffre représente
le degré du polynome. Faites « Enter ». Le polynéome de Taylor apparait sur
la feuille de travail. Mettez ce dernier graphe en pointillé. Pour cela, faites
un clic droit sur le graphe, puis « Propriétés — Style — Style du trait »,
choisissez le trait pointillé. Pour obtenir les coordonnées du maximum, il suf-
fit de taper dans la ligne de commande Max = extremum/|f] puis de faire
« Enter ».

Max=(1.05, 129.9)

120 |
100 |
80 |

&0 |

20 | !

FIGURE 6.2 — Graphe de la fonction. Recherche du maximum

Nous sortons du cadre du programme mais 1’occasion d’initier, de facon
intuitive, nos éleves a la notion de développement en série d'une fonction
peut éveiller leur intérét.
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Troisieme partie

Géométrie plane
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Chapitre 7

Exemples proposés sur le site

de GeoGebra

7.1 Le cercle et son équation

Une courte animation qui met en évidence le lien entre 1’équation d’un
cercle, son centre et son rayon.
A la figure 7.1, vous avez un cercle d’équation x? + y?> = 25, son centre
M = (0,0) et son rayon r = 5.

Ohjets libres
LD eI xT+y =25
Objets dépendants
..... 2 M=(0,0)
LD r=5
Ohjets auxiliaires

FI1GURE 7.1 — Le cercle et son équation
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Sur l'illustration, vous voyez, dans la « fenétre algebre », que le cercle est
défini comme un objet libre alors que son centre et son rayon sont les objets
dépendants. Cela signifie que le centre comme le rayon ont été défini par
rapport au cercle et non 'inverse. Pour y parvenir, il suffit d’introduire, dans
la ligne de commande, I'instruction ¢ : 2% 4 y? = 25. Pour obtenir le centre
du cercle, on tape, dans la ligne de commande M = centre[c]. On obtient,
de la méme fagon, le rayon avec r = rayon|c|. La construction est terminée.

Exemple d’utilisation de ce fichier.

1.

Faites un clic double sur I’équation ¢ : 22 + y? = 25 dans la « fenétre
algebre ». Modifier le membre de droite de 1’équation et appuyez sur
« Enter ». Qu’observez-vous ? Renouvelez 1'opération plusieurs fois et
notez vos conclusions.

Essayez, maintenant de modifier le membre de droite de cette équation
de fagon a obtenir

-r=4
—r=>5
-r=7

Quelle serait, selon vous 1’équation du cercle pour un rayon r quel-
conque.

Dans la fenétre de travail, cliquez sur le cercle et déplacez le tout en
observant 1’évolution de son équation ainsi que des coordonnées de
son centre. Voyez-vous un lien entre 1’équation et les coordonnées du
centre ?

Utilisez le clavier pour modifier I’équation du cercle de maniére a ob-
tenir

- M =(4,2)
- M =(3,-2)
- M = (-2,-1)

Quelle serait, selon vous, ’équation d’un cercle de centre M = (m,n)
et de rayon r 7
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7.2 Le théoreme de Pythagore

Dans la figure 7.2, il y a quatre triangles rectangles égaux de coté a, b et
¢ pour I'hypothénuse.

FIGURE 7.2 — La figure de base

1. Quelle est l'aire du carré formé par ces quatre triangles — y compris le
petit carré du milieu —? Faites un croquis de la situation et notez votre
solution.

2. Avec la souris, déplacez le point bleu — N — en sens inverse des aiguilles
d’une montre. Apres une rotation de 3/4 de tour — figure 7.3 — quelle
est l'aire du petit carré rouge et quelle est celle du grand carré bleu?
Faites, a nouveau, un croquis de la situation et notez vos solutions.

FIGURE 7.3 — Apres rotation du point N

3. Voyez-vous un lien entre vos réponses au point 1 et celle du point 27
Notez vos conjectures.
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Construction du fichier.

Activez la grille. Avec I'outil — Polygone régulier — placez deux
points A et B sur une méme horizontale (séparés, par exemple,
par quatre carrés. Apres avoir positionné le deuxiéme point, la
boite de dialogue — Polygone régulier s’ouvre — donnez la valeur 4
a l'option — Points (le nombre de sommets du Polygone). Le carré
ABCD apparait. Enlevez les étiquettes de chacun des cotés.

Avec I'outil — Milieu ou centre — cliquez dans 'ordre sur les seg-
ments AB, BC, CD et DA. Vous créez ainsi, les mileux F, F,
G et H de chacun de ces segments.

Avec l'outil — Droite passant par deux points — construisez les
droites passant par C' et H, par A et F', par B et G ainsi que
par D et E.

Avec l'outil — Droite paralléle — construisez les droites passant
respectivement par C' et parallele a la droite DFE et celle passant
par B et parallele a la droite C'H.

Avec I'outil — Intersection entre deux objets — construisez le point
d’intersection I des droites DE et C'H. Construisez, ensuite, le
point d’intersetion J de la droites DFE avec la parallele a C'H
passant par B ainsi que le point d’intersection K de cette der-
niere avec la parallele a DFE passant par C.

I:h Avec 'outil — Polygone — construisez le carré IJKC.
Avec l'outil — Intersection entre deux objets — construisez les
X points d’intersection L et M, respectivement entre les droites
AF et BG ainsi qu’entre les droites BG et C'H.
. Avec I'outil — Polygone — construisez les triangles ABL et BC'M.
‘Ir___“:i Ce sont les triangles fixes dans la construction qui vous a été

présentée.

©

Avec loutil — Cercle (centre - point) — construisez le cercle de
centre A passant par D ainsi que le cercle de centre C' passant
par D.

P

Avec l'outil — Arc de cercle (centre - deux points) — construisez
I'arc de centre A passant par D et B (dans cet ordre) puis l'arc
de centre C' passant par B et D (dans cet ordre). Ne gardez que
les arcs en cessant d’afficher les cercles.

Avec 'outil — Angle — construisez I'angle ADFE.
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Avec l'outil — Nouveau point — placez un point N sur 'arc de
centre A allant de D a B.

Avec I'outil — Segment entre deux points — tracez le segment AN.

Construire le point Z, image de A par la rotation d’angle «
autour de N. Pour cela, tapez Z = Rotation[A, o, N| dans la
ligne de saisie.

Avec 'outil — Droite passant par deux points — tracez la droite ¢
passant par les points N et Z.

Avec I'outil — Droite perpendiculaire — tracez la droite passant
par A, perpendiculaire a la précédente.

Avec l'outil — Intersection entre deux objets — placez le point O
a l'intersection des deux droites précédentes.

XN

'3

L

»

Avec 'outil — Polygone — tracez le triangle N AO.

Avec T'outil — Droite passant par deux points — tracez la droite
passant par les points D et B.

N

Avec l'outil — Symétrie axiale (objet - axe) — placez le point N’
symétrique de N par rapport a la droite DB.

Construire le point Z’, image de N’ par la rotation d’angle «
autour de C. Pour cela, tapez Z' = Rotation|[N’, v, C| dans la
ligne de saisie.

Avec T'outil — Droite passant par deux points — tracez la droite
passant par les points C' et Z’.

Avec l'outil — Droite perpendiculaire — tracez la droite passant
par N', perpendiculaire a la précédente.

Avec V'outil — Intersection entre deux objets — placez le point P
a l'intersection des deux droites précédentes.

XN

v

%

.

Avec 'outil — Polygone — tracez le triangle N'CP.

2%
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11 suffit de déplacer le point N pour faire fonctionner votre construction.

Nettoyer votre construction en cessant d’afficher les objets devenus in-
utiles pour l'utilisation finale du fichier. Il s’agit simplement de conserver
le point NV ainsi que son étiquette. Nous garderons aussi les étiquettes des
segments a, b et ¢ (renommez éventuellement les segments en fonction de ce
qui est attendu (voir les illustrations données en exemple).
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Quatrieme partie

Lieux géométriques
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Chapitre 8

Lieux géométriques. Exemples

8.1 L’échelle contre un mur

Un probleme devenu traditionnel, trouvez la forme de la trajectoire du
centre de masse d’une échelle qui glisse contre un mur. Une fois le fichier
construit, il est facile de le modifier pour observer la trajectoire de n’importe
quel point de ’échelle dans les mémes conditions.

Déplacez le point P

Distancep;.y _pur = 5-73

Hauteurg, ..ot go =178

2 2
) +{HauteurSummet_s°l:| =6

\I(Dista\ni.':tapied_l,.,Iur

FIGURE 8.1 — L’échelle contre un mur
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Construction du fichier.

Des I'ouverture de GeoGebra, veillez a activer la grille.

A T'aide de I'outil — Nouveau point — créez deux nouveaux points
A | sur une méme horizontale en vous aidant de la grille. Placez

® les a douze unités I'un de l'autre. Créez un troisieme point a la

verticale de celui de droite et a douze unité de celui-ci.

A Taide de l'outil — Segment entre deux points — tracez les deux
‘/. segments perpendiculaires a et b ayant ces points pour extrémi-
tés.

A | ATaide de l'outil - Nouveau point — créez un point D a l'intérieur
du segment horizontal. Nommez le P.

Dans la ligne de commande, tracez le cercle centré sur le der-
nier point construit et ayant pour rayon la longueur d'un des
segments. Tapez ¢ = cercle[P, al.

A T’aide de 'outil — Intersection entre deux objets — cliquez sur
>'\/ I'intersection du cercle avec le segment vertical pour obtenir le
point E. Vous venez de représenter 1’échelle.

Lancons-nous dans une premiére initiation au traitement de
texte INTEX. Faites un clic droit sur 1’échelle, choisissez 1’option
— Renommer — et introduisez L_ {échelle}. Qu’observez-vous?
Essayez de supprimer les accolades. A quoi servent-elles ici?

Faites un clic droit sur le cercle et choisissez de ne plus I'afficher.
Faites de méme pour les points A, B et C'. Enlevez les étiquettes
de tous les objets.

A T'aide de I'outil — Segment entre deux points — tracez les seg-
ments PB et BE. Le premier représente la distance séparant
/’/. le pied de I’échelle du mur. Le second représente la hauteur sé-
parant l'extrémité supérieure de I’échelle du sol. Renommez les
respectivement d et h. Enlevez les étiquettes correspondantes.

A T’aide de l'outil — Milieu ou centre — cliquez sur 1’échelle, le
e | point marquant le milieu apparait. Nommez le M. Faites un

. ® clic droit sur ce point et choisissez 1'option — Trace activée. En
choisissant la couleur de ce point, vous choisissez la couleur de
la trace.

Faites un clic droit sur ’échelle. Choisissez — Propriétés — Style
— Epaisseur du trait — et portez la valeur a 7. Faites de méme
pour les segments a et b qui représentent, respectivement, le sol
et le mur.
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Le gros du fichier est terminé. Il suffit de déplacer le point P pour observer
le lieu géométrique du point M.

Améliorer la présentation de notre construction.

Les zones grisées sous le sol et a droite du mur s’obtiennent avec
I’outil — Polygone —. Faites un clic droit a l'intérieur du polygone,
L dans — Propriétés — couleur — choisissez le noir. Ensuite dans —
Propriétés — Style — Remplisage — portez la valeur a 35.

Avec I'outil — Insérer un texte — cliquez dans la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue, tapez a l'intérieur de la zone de texte
ARC | ¢ Déplacez le point P. Pour ce texte, comme pour les suivants,
il est possible de regler la taille de la police de caractere et de
mettre le texte en gras — clic droit sur le texte — Propriétés —
Texte.

Avec l'outil — Insérer un texte — cliquez dans la feuille de travail.
Une boite de dialogue s’ouvre. Dans la zone réservée au texte,
ABC | tapez : "Distance_{Pied - Mur} = " + d. Entre les guillemets,
nous insérons du texte. Ensuite, le signe + indique a GeoGebra
qu’on insere la valeur numérique de la variable d.
Recommencez la méme opération pour la hauteur séparant le
sommet de 1’échelle du sol.

Avec I'outil — Insérer un texte — cliquez dans la feuille de travail.
ABC Dans la boite de dialogue, cochez la case « Formule KTEX. Dans
la zone réservée au texte, tapez l'instruction placée juste apres
le tableau.

"\sqrt{(Distance_{Pied - Mur})"2 + (Hauteur_{Sommet - Sol})~"2} = " + L_{échelle}.
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8.2 Lieu géométrique et homothétie

Un triangle ABC' est inscrit dans un cercle
donné, sa base BC est fixe et le sommet
A parcourt le cercle. Déterminez le lieu du
centre de gravité de ce triangle en suivant les
instructions ci-dessous.

1. Tracez la médiane AM du triangle.

2. Situez le centre de gravité du triangle
sur cette médiane.

3. Utilisez une homothétie pour obtenir le
lieu géométrique cherché.

Construction du fichier.

Activez la grille.

A | On commence par placer deux points O et Z séparés par une
distance qui sera le rayon de notre cercle.

@ Tracez le cercle ¢ de centre O, passant par Z.

A | Placez un point A sur le cercle. Placez ensuite deux points 1" et
U sur une méme horizontale coupant le cercle.

On place deux points B et C' aux intersections du cercle avec la

droite TU.
. , .
| ~a | Représentez le triangle ABC.
*.-
L ]
® Représentez les points M et N, respectivement milieux de BC
. et de AC.
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Avec T'outil — Segment entre deux points — tracez les médianes

AM et BN.

On place le point G, centre de gravité du triangle, a I'intersection
des deux médianes.

Activez la trace du point G.

Dans la ligne de saisie, tapez lieu = Homothétie|c,1/3, M]. Le
lieu géométrique — le cercle lieu — apparait.

Il est aussi possible de construire le lieu a partir de l'outil —
Homothétie (objet, centre) —. Pour cela, cliquez sur I'icone, puis
sur le cercle ¢ et ensuite sur le point M. La boite de dialogue
— Homothétie (objet, centre) — s’ouvre. Introduisez 1/3 dans la
fenétre — Nombre — puis, cliquez sur OK.

La trace de G étant activée, déplacez le point A sur le cercle c.
Vous dessinez, de cette fagon, le lieu cherché point par point. On
vérifie que ce tracé coincide avec le lieu obtenu par homothétie.

Déplacez le point A

FIGURE 8.2 — Lieu géométrique et homothétie
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Chapitre 9

Construction de coniques

9.1 La parabole

La parabole est le lieu géométrique des points dont la distance a un certain
point fixe du plan, appelé foyer, est égale a la distance a une droite fixe,
appelée directrice pour autant que la directrice ne passe pas par le foyer.

Avec T'outil — Droite passant par deux points — construisez une
/ droite AB. Nommez-la « directrice » et n’affichez pas les points

A et B.

A | Avec 'outil — Nouveau point — placez deux points F' et Mobile
en dehors de la directrice.

On calcule la distance entre le point Mobile et la Directrice.
Pour cela, dans le champ de saisie, introduisez maintenant d =
Distance[Mobile, Directrice]. On construit, ensuite, le cercle de
centre F' et de rayon d. Introduisez ¢ = cercle|F,d], dans le
champ de saisie. Enlevez I’étiquette du cercle.
Avec 'outil — Droite parallele — cliquez sur le point Mobile puis
sur la droite directrice pour construire la droite a parallele a la
directrice et passant par le point Mobile. Enlevez I’étiquette de
cette droite.
Avec I'outil — Intersection entre deux objets — placez deux points
X aux intersections de la droite a avec le cercle c. Enlevez les éti-
quettes de ces deux points, choisissez leur couleur et activez leur
trace.

\

Le fichier est terminé. Pour I'utiliser, il suffit de déplacer le point Mobile
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perpendiculairement a la Directrice. On obtient une image semblable a celle
de la figure 9.1.

Mobile

Directrice,

F1GURE 9.1 — Construction de la parabole a partir de sa définition

9.2 L’ellipse

L’ellipse est le lieu géométrique des points dont la somme des distances a
deux points fixes du plan, appelés foyers, est constante.

FIGURE 9.2 — Construction de 1'ellipse
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I=

Avec T'outil — Nouveau point — placez deux points — les foyers
— F} et F; sur la feuille de travail. Ajoutez un point A a une
distance supérieure a celle entre les foyers des deux autres.

On construit, ensuite, le cercle de centre F; passant par A. In-
troduisez ¢ = cercle[F, A], dans le champ de saisie. Enlevez 1’éti-
quette du cercle. N’affichez plus le point A.

A
e

Avec 'outil — Nouveau point — placez un point G sur le cercle c.

Avec T'outil — Segment entre deux points — tracez les segments
GF1 et GFQ

Avec l'outil — Médiatrice — tracez la médiatrice du segment GF,
en cliquant sur celui-ci.

.
X
N

Avec T'outil — Intersection entre deux objets — placez un point
a 'intersection du segment GF} et de la médiatrice du segment
GF5. Activez la trace de ce point.

Déplacez le point G pour tracer 'ellipse.

Vous obtenez une image semblable a celle de la figure 9.2.

9.3 Construction a la souris des coniques

A partir des pré-versions de la version 3.2 de GeoGebra, nous disposons
de nouveaux outils de construction des coniques.

L’outil — Conique passant par cing points — cliquez, sur la feuille
de travail, aux cinq endroits ou vous souhaitez placer les points.

L’outil — Ellipse — cliquez aux deux endroits ot vous voulez placer
les foyers et une troisieme fois, la ou vous voulez placer un point
de ellipse.

L’outil — Hyperbole — cliquez aux deux endroits ot vous voulez
placer les foyers et une troisieme fois, 1la ou vous voulez placer
un point de I'hyperbole.
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Apres avoir tracé la droite directrice souhaitée, cliquez sur I’outil
.~ | — Parabole — cliquez ensuite a I’endroit ou vous voulez placer le
= | foyer, puis sur la directrice.

FiGURE 9.3 — Coniques par FiGURE 9.4 — Coniques par
cing points (a) cing points (b)
FiGURE 9.5 — Ellipse, deux FI1GURE 9.6 — Hyperbole, deux
foyers, un point foyers, un point

FIGURE 9.7 — Parabole, un foyer, une directrice
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Chapitre 10

Graphes de fonctions et
domaine de définition

10.1 Graphe d’une fonction

Nous commencerons par la représentation du graphe d’'une fonction trigo-
nométrique et de sa dérivée. Soit la fonction f(x) = sin(z) — sin?(z).
Activez les axes, si nécessaire. Nous tapons simplement, dans la ligne
de saisie, £(x) = sin(x) - sin"2(x) et nous appuyons sur la touche « Enter ».
Dans la méme ligne de saisie, tapez ensuite f'(z) et faites « Enter ». Les deux
fonctions apparaissent. Dans la — fenétre algebre — vous voyez la fonction f(z)
parmi les objets libres. La dérivée a, automatiquement, pris le nom de g(z) et son
équation se trouve parmi les objets dépendants.

3 f{x) = sin(x) - sin(x)" /\ N /\

Objets dépendants / \ /

3 gix) = -2 cos{x) sin(x) + cos{x) / \ / \
/ i \ /

F1GURE 10.1 — Graphe d’une fonction trigonométrique et de sa dérivée

95



Pour mieux distinguer les deux graphes I'un de l’autre, nous choisissons d’ac-
centuer I’épaisseur du trait pour la fonction f et de dessiner la dérivée en rouge.
Pour cela, faites un clic droit sur la fonction dans la fenétre algebre. Cliquez sur —
Propriétés — et ensuite sur 'onglet — Style. Portez ’épaisseur du trait a la valeur
que vous souhaitez. Dans la boite de dialogue — Propriétés — cliquez maintenant
sur la fonction g, puis sur 'onglet — couleur. Choisissez une couleur rouge et fermez
la boite de dialogue. Les fonctions sont dessinées avec les modifications apportées,
comme dans la figure 10.1.

Puisqu’il s’agit de fonctions trigonométriques, nous souhaitons graduer ’axe
des abscisses en unité de 7/2. Pour cela, nous faisons un clic droit sur la feuille
de travail. Cliquez sur — Propriétés — Axes — Axe x. Cochez la case « distance »
et, & la droite de celle-ci, a 'aide de la petite fleche, choisissez 7/2 dans le menu
déroulant.

La syntaxe des différentes fonctions sont données en annexe du présent ma-
nuel et, se trouve, également, dans ’aide de GeoGebra sous la rubrique — Saisie
numérique — Saisie directe — Opérations arithmétiques.

10.2 Graphe d’une fonction définie par mor-
ceaux

Nous présentons deux fonctions définies par morceaux dans 'unique but de
donner la syntaxe des instructions a introduire pour en obtenir la représentation
graphique. Il s’agit des fonctions :

f(x):{x2_2 si <2

r+1 sinon

e sio x<1/2
g(x) =4 sin(2x) si 1/2<2<6
—cos(x) sinon
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n\'\//\ﬁ £ S
/\/ N\

F1GURE 10.2 — Graphes de fonctions définies par morceaux

Pour la premiere, on introduit, dans la ligne de saisie,

f(x) = Silx <=2, x"2 - 2, x + 1]

Pour la seconde, on introduit,
g(x) = Silx <=1/ 2, e"(-x), Silx <= 6, sin(2 x), -cos(x)]]

ce qui montre que pour plus de deux morceaux, il suffit d’introduire plusieurs
« Si[] » consécutifs.

10.3 Etude d’une fonction polynomiale

Tracez un graphe significatif de la fonction f(x) = 23 — 922 — 48z + 52.

Puisque f est un polynéme cubique, on s’attend & ce que le graphe ait ap-
proximativement la forme d’'un S. En tracant le graphe de cette fonction pour
—10 <z <15 et —6 <y < 6, on obtient trois droites presque verticales, comme
sur la figure 10.3.

F1GURE 10.3 — Fonction polynomiale et dimensions de la fenétre graphique
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Plutét que de procéder par tatonnement pour trouver la bonne taille de la fe-
nétre d’affichage, on utilise la commande « Extremum ». Dans la fenétre de saisie,
on introduit E = Extremum|f], puis « Enter ». On voit apparaitre deux extre-
mums dans la fenétre d’algebre, Ey = (—2,104) et Eo = (8, —396). Nous savons, de
suite, que pour —10 < z < 15, nous devons choisir —400 < y < 150 pour obtenir
une fenétre d’affichage qui donne un graphe significatif.

En introduisant R = Racine[f] puis I = PointInflection[f] dans la barre
de saisie, on obtient respectivement les trois racines de la fonction ainsi que son
unique point d’inflexion comme on peut le voir sur le graphique de la figure 10.4
ou dans la fenétre d’algebre.

Les dérivées premiere et seconde de f sont tout a fait intéressantes lors de
I’étude d’une fonction. Vous pouvez les obtenir en saisissant les lignes suivantes
dans la barre de saisie en validant chaque ligne par « Entrée ».

Dérivée|[f]
Dérivéelf, 2]

Objets libres x
3 1) =% -9 x° - 48X+ 52
Objets dépendants

o =2 108

1 E,=(8-396)

D 1=(3,-146)

-G R=(444,0)

13 Ry=(0.94,0)

13 Ry=(1251,0)

4G 10 =35 - 18X-48
I T =6x-18

F1GURE 10.4 — Fonction polynomiale, racines, points critiques et d’inflexion

10.4 Etude de fonctions

Utilisez le graphe de la fonction f(x) = ﬁ pour ob-
server son extremum local. Expliquez votre observation
de maniére analytique.

Le graphe de la fonction s’obtient en introduisant £(x) = 1/(x (x - 1)) dans
la ligne de saisie. L’explication analytique sort du propos de cet ouvrage, néan-
moins, I'utilisation de la dérivée premiere avec le logiciel peut éclairer la démarche.
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Pour obtenir le graphe de f’(x), il suffit d’introduire Dérivée[f] dans la ligne
de saisie. En plus du graphe, I’équation de la fonction dérivée apparait dans la
fenétre d’algébre. Donnez au graphe de f’ une autre couleur que celle du graphe
de f. Avec I'outil — Intersection entre deux objets — placez un point A & I'ntersection
du graphe de f’ avec I'axe z. Avec 'outil — Droite perpendiculaire — cliquez sur
le point A, puis sur I'axe des abscisses. Vous obtenez la droite passant par A,
perpendiculaire a ’axe x. Avec 'outil — Intersection entre deux objets — cliquez
sur l'intersection de cette droite avec le graphe de f. Vous obtenez un point que
I’on renomme M qui est le maximum local cherché. Faites un clic droit sur le point
M, puis choisissez — Propriétés — Basique — cochez la case — Afficher ’étiquette —
et a l’aide de la petite fleche située a droite, prenez ’option — Nom & Valeur. vous
affichez ainsi le point M et ses coordonnées.

Objets libres X
PRy =1i(x(x-1))

Objets dépendants

@ A=(05,0)

@ M=(0.5,.4) o]
P arx=05

PPR) =(2X+ 1) [(x*-2%° +X7)

F1GURE 10.5 — Graphe de la fonction f(z) = m et de sa dérivée

Trouvez les points critiques et les points d’inflexion de
la fonction f(z) = ze ™ et tracez le graphe de f pour
x> 0.

Pour tracez le graphe, on introduit £ (x) = x e~ (-x"2), dans la ligne de saisie.
I est alors facile de représenter la restriction g(x) de la fonction f aux valeurs
positives de x & l'aide de linstruction g(z) = Fonction[f,0,6] dans laquelle le
6 est une valeur positive de la variable x qui se trouve en dehors de la fenétre
d’affichage. Donnez au trait une épaisseur de 7.

Les instructions — Extremum|[] — et — Racine[] — ne s’appliquent qu’aux fonctions
polynomiales. Pour pallier a cela, on représente les dérivées premiére et seconde
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de f en utilisant successivement les instructions Dérivée[f] et Dérivée[f,?2]. Les
équations correspondantes apparaissent dans la fenétre d’algebre. Mettez f’(z) en
rouge et en trait pointillé et représentez f”(z) en bleu et en pointillé. Augmentez
I’épaisseur des traits pour ces deux fonctions. Avec I'outil — Intersection entre deux
objets — cliquez sur les zéros de f’. Vous obtenez un seul point A. Recommencez la
méme opération avec les zéros de f”. Vous obtenez un seul point B. Avec 'outil —
Droite perpendiculaire — représentez les droites perpendiculaires a I’axe x passant
par ces points.

Avec 'outil — Intersection entre deux objets — cliquez sur I'intersetion du graphe
de f avec la droite, passant par A et perpendiculaire a I'axe x. Vous obtenez le
maximum de la fonction. Faites de méme avec 'autre droite passant par B, vous
obtenez le point d’inflexion.

Améliorer votre présentation selon vos propres criteéres ou, faites en sorte d’ob-
tenir une construction semblable & celle présentée a la figure 10.6.

Objets libres x i ] a b
L0 T(x) = x eAx) 1 " )
Objets dépendants
@ R=(0.71,0) \
@ B=(122.0) bs
0 1=(1.22,027) '
O M=(071,043)
@ ax=011
O hx=122
DT = (2% 4 1) e
0 P = (47 -6 %) e8x)

H Point srifiqus
1
1}

D g = x erxd) e

' Maximumlocal 1 :
i M= (071,043 1
' i '

'
i

T déctpissariie

Gonegve vefs le bas
v

'
1 Paiit dinflexion

eronvat 1= (:‘\.2‘. 0.27)

Concave Yers le bas,
]

1

LH

i

'

Y 1
f décroissante

Concave vers fe haut

oz o b2 o4 ey 08 1 |
" |
y

2

FIGURE 10.6 — Points critiques et d’inflexion de la fonction f(x) = ze™*

Tracez le graphe de f(x) = = + cos(x) et déterminez les
points ou f croit le plus rapidement et le moins rapide-
ment.

Les graphes de f et de f'(x) = 1 — sin(z) sont représentés a la figure 10.7.

Ou f croit-elle le plus rapidement 7 Aux points pour lesquels

T =..,—bn/2,—m/2,31w/2, /2, ....
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puisque ces points sont les maximums locaux de f’, et f’ a la méme valeur en
chacun de ces points. On constate également que f croit le moins vite aux points
pour lesquels

T = ., —37/2,7/2,5m/2, ...

car ces points sont les minimums locaux de f’.
Notons que les points ou f croit le plus rapidement et ceux ou elle croit le
moins rapidement sont les points d’inflexion de f.

Point d'inflexion

Point d'inflexion Pente maximale

4| pente minimale

T s
3z 2 amiz

FIGURE 10.7 — Graphe de f(z) = x + cos(z)

10.5 Domaine de définition

Déterminez le domaine de définition de la fonction f(x) &

~ 3Bsin(z)+1

La condition d’existence est, ici, 3sin(z) + 1 # 0 ce qui conduit & rejeter les
valeurs suivantes :
r # —0.34 + k27

x # —2.8016 4+ k27
dans lesquelles k € Z.
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Construction du fichier

On commence par introduire, dans la ligne de saisie, f(z) =
x/(3sin(x) + 1).

Cliquez sur 'outil — Curseur — et cliquez ensuite sur la feuille de
travail. Une boite de dialogue s’ouvre. Dans — Nom — mettez k.
Choisissez 'option — Nombre — puis, prenez un intervalle allant
de —3 a 3 avec un incrément de 1. Mettez 300 comme largeur du
curseur. Cliquez sur « Appliquer ».

Dans la ligne de saisie, tapez © = —0.34 4 k27. Faites « Enter ».
Mettez cette droite en rouge et en pointillé.

Dans la ligne de saisie, tapez x = —2.8016+k27. Faites « Enter ».
Mettez cette droite en bleu et en pointillé.

i e

A

FIGURE 10.8 — Domaine de définition de la fonction f(z) = ST
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Chapitre 11

Dérivée d’une fonction

11.1 Principe de la construction point par
point de la dérivée d’une fonction.

11.1.1 Exemple 1

Soit a construire, point par point, la fonction dérivée de f(z) = % — 2z + 8.

La figure 11.1 montre le fichier terminé avec le tracé de la fonction dérivée, en
cours de réalisation.

FiGURrE 11.1 — Construction, point par point, de la dérivée d’une fonction
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Construction du fichier.

Dans la ligne de saisie, tapez f(z) = 2%/6 — 2z + 8. Faites « En-
ter ». Le graphe de la fonction apparait a 1’écran. Faites un clic
droit sur le graphe puis, sélectionnez — Propriétés — Basique — Af-
ficher I’étiquette. Pour cette derniere, choisissez 1'option — Nom
& Valeur. L’étiquette sera alors f(z) = 22/6 — 2z + 8.

Cliquez sur l'outil — Nouveau point — et placez le point T sur le
graphe de f.

Cliquez sur l'outil — Tangentes — cliquez sur le point T puis,
sur le graphe de f. La droite tangente a la fonction au point T'
apparalt. Nommez-la t.

Dans le champ de saisie, tapez s = pente[t]. Un triangle rec-
tangle apparait, le coté de I’angle droit disposé horizontalement
débute en T et a pour longueur 1. L’autre coté de 'angle droit
est évidemment orienté selon la verticale et a pour longueur la
pente de la droite ¢.

Construisez un point N sur I'axe x ayant la méme abscisse que
celle du point T'. Pour cela, introduisez dans le champ de saisie
N = (z(T),0).

Construisez un point () ayant la méme abscisse que celle du point
T et pour ordonnée la valeur s de la pente de la droite t. Pour
cela, introduisez dans le champ de saisie Q = N + (0, s).

Avec l'outil — Segment entre deux points — dessinez le segment
NQ. N’affichez pas son étiquette.

ABC

Avec 'outil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
dans la boite de dialogue, tapez "s = " + s.

Faites un clic droit sur le texte que vous venez d’introduire, choi-
sissez — Propriétés — Position — Point de départ — et sélectionnez
Q. Ceci a pour effet de lier le texte au point (). Avec 'outil —
Déplacer — amenez ce texte & mi-hauteur du segment NQ.

11.1.2 Exemple 2

Soit & construire, point par point, la fonction dérivée de f(x) = cos(z).
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La figure 11.2 montre le fichier terminé avec le tracé de la fonction dérivée.

FIGURE 11.2 — Construction de la dérivée de la fonction cosinus

Construction du fichier.

Dans la ligne de saisie, tapez f(z) = cos(z). Faites « Enter ». Le
graphe de la fonction apparait a I’écran.

Cliquez sur l'outil — Curseur — nommez le ¢. Donnez-lui un in-
tervalle de variation allant de —7 a 7 avec un incrément de 0.01.
Affichez-le avec une largeur de 400.

Dans le champ de saisie, définissez un point P sur le graphe en in-
troduisant P = (¢, cos(t)), n’affichez pas son étiquette. Construi-
sez ensuite la droite tangente en P au graphe de f en introdui-
sant, dans le champ de saisie, u = T'angente[P, f]. Toujours dans
le champ de saisie, tapez maintenant k = Pente[u]. Introduisez
enfin un point 7' = (¢, k), changez sa couleur et affichez sa trace.

Le fichier est terminé. Avec une construction de ce type, il est possible de re-
présenter, point par point, le graphe de n’importe quelle fonction dérivable. En
particulier, pour montrer que la dérivée de f(x) = e” est la fonction f'(z) = f(x).
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Chapitre 12

Intégrale définie
Primitives.

12.1 Sommes de Riemann d’une fonction

Estimations inférieure et supérieure

Il s’agit d’obtenir une valeur approchée de

7
/ Re—42/10 4,
0

en utilisant le concept de somme de gauche et de somme de droite.

Les figures 12.1 et 12.2 montrent ’évolution des sommes de gauche et de droite
lorsqu’on passe de 10 sous-intervalles a 40. Les rectangles situés a droite des figures
représentent la différence des estimations.

Are durectangle = 1.31

o] Enmods dplacer, modifier lavaleur de n
n=10

FIGURE 12.1 — Avec n =10 FIGURE 12.2 — Avec n = 40

On sait que l'intégrale définie est définie comme étant la limite lorsque le
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nombre de sous-intervalles tend vers 'infini des sommes de Riemann. La figure
12.3 illustre cette idée avec un nombre de sous-intervalles qui atteint la valeur de
200.

a En mode 'déplacer, modifier la valeur de n
n=200

Aire du rectangle = 0.26
Somme inférieure = Somme de droite = 18.65

Somme supérieure = Somme de gauche = 18.92

Différence des estimations = 0.26

FIGURE 12.3 — Estimations inférieures et supérieures avec n = 200

Construction du fichier.

Introduisez la fonction f(x) = 8¢~**/10 dans la fenétre de saisie.
Dans la méme fenétre, tapez g(z) = Fonction[f,0,10] qui est
la restriction du graphe de f a lintervalle [0,10]. Choisissez,
ensuite, de ne plus afficher le graphe de f.

Avec l'outil — Curseur — cliquez sur la feuille de travail. Dans
la boite de dialogue, choisissez 1’option — Nombre — et nommez
votre curseur n. Dans intervalle, mettez 2 pour le minimum et
200 pour le maximum. Donnez la valeur 2 a — Incrément — et 300
a — Largeur — puis, cliquez sur « Appliquer ».

Dans la fenétre de saisie, créer la somme inférieure sur 'inter-
valle [0,7] avec n — la valeur du curseur — sous-intervalles en
introduisant S_i = SommeInférieurel[f, 0, 7, n].
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Dans la fenétre de saisie, créer, de méme la somme supérieure en
introduisant S_s = SommeSupérieure[f, 0, 7, n].

Pour construire le rectangle qui représente la différence des es-
timations, on introduit, successivement, dans la fenétre de sai-
sie les instructions suivantes qui mettent en place les 4 som-
mets : A = (8, f(0)), B = (8,f(7), C = (84 7/n, f(0)) et
D= (8+7/n f(7))

Avec T'outil — Polygone — cliquez sur les points A, B, C', D et A
| *» | pour tracer le rectangle. Choisissez, ensuite, de ne plus afficher
les points ainsi que les segments qui forment le polygone.

Avec l'outil — Insérer un texte — nous introduisons simplement
"S_ i = "+ S_i. Procédez de la méme facon pour la somme su-
ABC | périeure avec "S_s = " + S_s, la différence des estimations avec
"Différence des estimations = "+ S_s - S_i et l'aire du rec-
tangle avec "Aire = "+ Aire.

Le fichier est terminé. Pour s’en servir, utilisez ’outil — Déplacer — et le curseur
pour donner a n différentes valeurs. Le fait que les sommes inférieure et supérieure
convergent vers une méme valeur, qui est la surface sous la courbe, lorsque le
nombre de sous-intervalles dépasse la centaine devient une évidence pour nos étu-
diants.

Estimations inférieure et supérieure
Bornes d’intégration variables.

Valeur approchee de

b
[ (ae

| aveca=-25
eth=15

-4 el 2 -1 0 1 2

Somme inférienre = 9.13

Sorme supérieure - 10.54
rme Supsrienrs “ valeur exacte de I'intégrale = 9,89

Différence des estimations = 1.42

@
flx)=-3+3

FI1GURE 12.4 — Estimations avec le choix des bornes d’intégration
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La construction du fichier est, en grande partie, semblable & celle de I'exemple
précédent. La seule différence apparait dans la maniere dont on construit les bornes
d’intégration. Nous nous contenterons, ici, de donner le protocole de construction
correspondant a l'illustration de la figure 12.4.

1 |Fonctionf
2 Nombren
3 [Texte T1
4 |Point r«1in‘a
5 |PointM ax,
g

Segment ¢

9 Mombre a

10 Mombre b

11 |Mombre Sinf
12 |Mombre Ssup
13 Mombre |

14 Texte T2

15 [Texte T3

16 Texte T4

17 Texte TS

18 Texte textl

19 |Texte text2

20 Texte text3
Texte text4
Paint C
PaintD
PointE
PaintF
Quadrilatére polyl
Segment €y

YR

@ |

P B[ B2 B2 B2 R 2
£~

=

=1

Segment d
Segment e
Segment f1

P | B P
o

=

Point d'intersection de f et axeX
Point dintersection de f et axeX

Segment [MinsMaxb]

X(A)
%(B)
Sommelnférieureff, a, b, n]

SommeSupérisure[f, 3, b, n]

Intégrale def deaahb

"Somme inférieure =" + Sinf

"Somme supérieure =" + Ssup

"Différence des estimations =" + (Ssup - Sinf)
"valeur exacte de lintégrale="+1

"aveca="+a
"eth="+b

Polygone C, D, E, F

Seagment [GD] de Quadrilatére polyl
Seament [DE] de Quadrilatére polyt
Segment [EF] de Quadrilatére palyl
Seagment [FC] de Quadrilatéra palyt

) =-¥13+3

n=4a

T1="f)=- frac{ &} 3} + 3"
ru1in‘a =(-3,0

Maxb =(3,0)

=-25

bh=15

Sinf=9.13

Ssup=10.54

|=5.84

T2 ="Somme inférieure = 9.13"

w

T3="Somme supérieure = 10.54"

T4 ="Différence des estimations =1.42"
T5="valeur exacte de l'intégrale = 9.59"
text1 = "int_{alb}fix) dx)’

text2 ="Valeur approchée de"

text3 ="avec a=-2.5"

textd ="eth=1.5"

C=(-378,379)

D=(378,222

E={209 222

F={-209 379

polyl = 2.66

¢, =157

1

[

=%
I

=

@
1]

1
;1
1

5 | i

o)
=]

FIGURE 12.5 — Estimations avec choix des bornes. Protocole de construction

Nous constatons, a la ligne 13 de ce protocole, qu’il est possible de faire calculer
par GeoGebra la valeur exacte de 'intégrale d’une fonction f sur un intervalle
[a,b] en introduisant dans la ligne de saisie l'instruction I = Intégrale[f,a,b].
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12.2 Applications de ’intégrale définie

12.2.1 Exercice résolu

1. Estimez Daire de la région comprise entre y = 22 et y = 22 pour 0 < z < 1.
2. Estimez l'aire de la région comprise entre y = y/z et y = /z pour 0 < z < 1.

3. Expliquez pourquoi vous devriez prévoir que les deux aires seront égales.

Solution du point 1.

Vous avez, maintenant, une connaissance suffisante du logiciel, pour obtenir un
fichier semblable a celui de la figure 12.6.

Ajouton simplement que ’aire entre les courbes s’obtient en introduisant dans
la fenétre de saisie I'instruction

Aire = Intégralel[f, 0, 1] - Intégralelg, 0, 1]

dans laquelle f(x) = 22 et g(z) = 23. Pensez aussi & utiliser la restriction d’une
fonction & un intervalle, ici, [0, 1].

Pour obtenir les textes superposés a la figure, on utilise, dans certains cas, la
puissance du langage IATEX. Ainsi, apreés avoir coché, dans la boite de dialogue —
Texte — 'option — Formule IXTEX— on introduira,

Aire = \int_{0} " {1}{x"2 dx} - \int_{0}"{1}{x"3 dx}.

pour obtenir

1 1
Aire :/ 22dx —/ 22dx.
0 0

Pour obtenir — Aire entre les courbes = 0.0833 — on introduira, sans cocher
I’option — Formule A TEX—

"Aire entre les courbes = " + Aire.
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0.0 |

0.2 |

1 1

2 3

Aire=fx dx-fx dx

0 ]
06 Aire entre les courbes = 0.0833
05|
0.4 f(x):xz
03| g(x)=x3

0.2

0.1]

FIGURE 12.6 — aire comprise entre y = 2% et y = 23 pour 0 <z < 1

Solution du point 2.

Ici, I'aire entre les courbes s’obtient en introduisant dans la fenétre de saisie
I’instruction

Aire = Intégrale[f, 0, 1] - Intégralelg, 0, 1]

dans laquelle f(z) = J/z et g(x) = /x.

Pour obtenir un des textes superposés a la figure, apreés avoir coché, dans la
boite de dialogue — Texte — 'option — Formule XTEX— on introduira,

Aire = \int_{0}"{1}{\sqrt [3]1{x} dx} - \int_{0}"{1}{\sqrt{x} dx}.

pour obtenir
1 1
Aire:/ %dw—/ Vadz.
0 0
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0.

0.

0.6 |

0.4

Aire= [ Vxdx- S \ax

0.3

Aire entre les courbes = 0.0833

0.z

i)

FIGURE 12.7 — aire comprise entre y = /r et y = /z pour 0 <z < 1

Solution du point 3.

Comme on le voit sur la figure 12.8, nous avons deux couples de fonctions
réciproques, symétriques 'une de 'autre par une symétrie orthogonale d’axe y = .
L’égalité des deux aires entre les courbes est alors évidente.

FiGURE 12.8 — Egalité des aires précédentes et symétrie
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12.2.2 Solution de probleme

Une barre de métal refroidit, passant de 1000 °C & la température ambiante
de 20 °C. La température T de la barre, t minutes apres avoir coupé 'apport de
chaleur, est donné en degrés Celsius par

T =20 + 980e /1.

1. Trouvez la température de la barre 1A plus tard.
2. Trouvez la valeur moyenne de la température durant la premiere heure.

3. Votre réponse a la partie (b) est-elle supérieure ou inférieure a la moyenne
des températures au début et a la fin de I’heure ? Expliquez ce résultat en
fonction de la concavité du graphe de T

La figure 12.9, montre la résolution complete de ce probleme a l’aide des fonc-
tionnalités de GeoGebra.

(a) T(60) = 22.43

(b) Valeur moyenne de Ia température durant la premiére heure.

60
=1 -t/10
-t/10 - . L
T(t)=20+980e i ﬁ“{(20+980 e ydi=182.93

1000+22.43
= T:Sllll

() any_

moy

400,

= 200

T e e e e e e e o

FI1GURE 12.9 — Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle donné

Dans la figure 12.9, nous savons que le rectangle en gris a une surface identique
a celle de l'aire sous la courbe pour 'intervalle [0, 60]. Sachant cela, il est facile de
voir que la concavité de cette exponentielle décroissante permettait de prévoir une
valeur de T nettement inférieur a celle de Trnoy-
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12.3 La courbe de Laplace-Gauss

La courbe de Laplace-Gauss, encore appelée courbe en cloche, est utilisée en sta-
tistique. L’aire sous la courbe étant égale a I'unité, elle permet d’associer le graphe
d’une fonction & un histogramme normalisé puisqu’elle dépend d’un parametre de
position représentant la valeur moyenne m de la distribution statistique et d’un
parametre de dispersion qui correspond a ’écart-type o de celle-ci.

Sur lillustration de la figure 12.10, on a utilisé deux curseurs. Le premier pour
le parametre de position m montre qu’il est possible d’amener ’axe de symétrie de
la courbe en cloche a I’endroit ou se trouve la valeur moyenne de la distribution.
Le second pour le parametre de dispersion ¢ montre qu’il est possible de donner a
la courbe en cloche une largeur telle que la surface sous la courbe comprise entre
les droites y = m — o et y = m + o représente 68% de la surface totale sous la
cloche.

Ce fichier ne pose pas de difficulté nouvelle, aussi, nous allons le créer en guise
d’exercices. Nous donnons simplement la syntaxe IXTEX qui permet d’écrire

1 —(@=m)?

v= oV 2

Il s’agit de

y = \frac{ 1 }{\sigma \sqrt{ 2p } 1} \cdot e~ \frac{ -(x - m)"2 }{2 \sigma™2 }

e c=02

® 4

2
1 -{x-m) /20*
——-e
oy2n 35

[}

0a

0
t35 ! -2.5 =2 =18 -1 0.5 1] 0.5 15 2 25 3 3E

Courbe de Laplace-gauss ou courbe en cloche} L'aire sous la courbe a pour valeur 1.

FIGURE 12.10 — La courbe de Gauss ou courbe « en cloche »
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Le fichier suivant permet de convaincre les étudiants du fait que la surface sous la
courbe en cloche est bien égale a I'unité. Il suffit de déplacer les bornes d’intégration
pour couvrir la totalité de la surface sous la courbe de Laplace-Gauss. Nous avons
donné a m la valeur 0 et a ¢ la valeur 1. On peut aussi utiliser ce fichier pour
vérifier que la surface sous la courbe entre les droites y = m —oc et y =m+o
représente bien 68% de la surface totale sous la cloche.

Ce fichier est aussi présenté en tant qu’exercice. Nous donnons la syntaxe I TEX
suivante :

"\int_{a} " {bI\frac{i}{\sqrt{2{\pi}}}\cdot e~ {-x"2/2}dx = " + Intégrale

qui permet d’obtenir

ey = Intégrale

/

¥~
)

b 2
1 =X /2
[ —-e"” “dx=09532
2 V2 0.5

FIGURE 12.11 — L’aire sous la courbe de Gauss a pour valeur 1

12.4 Recherche graphique des primitives

12.4.1 Exemple 1

Le graphe de f’(z) est présenté & la figure 12.12. Tracez un graphe de f(x) si
f(0)=0etsi f(0)=1.
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FIGURE 12.12 — Graphe de [/  FIGURE 12.13 — Deux fonctions f
ayant la méme dérivée f’

Pour 0 < x <2, f a une pente constante de valeur 1. Le graphe de f est alors
une droite. Pour 2 < x < 4, f a une pente positive mais de plus en plus petite.
Le graphe de f augmente mais de plus en plus lentement, pour atteindre sa valeur
maximum en x = 4. Pour x > 4, le graphe de f diminue. Les solutions avec
f(0) =0et f(0) =1 sont paralleles comme on peut le voir a la figure 12.13.

Construction du fichier.

Avec 'outil — Curseur — créez un premier curseur nommé ¢ qui
=72 | va de 0 a 7 par pas de 0,01. Créez ensuite un second curseur
nommé « OrdonnéeOrigine » qui va de —1 a 1 par pas de 0, 25.

On définit ensuite un nombre ¢d en tapant dans la ligne de saisie :

id = Si[t<2, Intégrale[l, 0, t], 2 + Intégrale[-x/2 + 2, 2, t]]

Une primitive f(z) de f’, peut alors étre définie, dans la fenétre de saisie, en
introduisant :

£7(x) = Silx < 0, 0, Silx < 2, 1, -x/2 + 2]]

Il suffit maintenant de définir, toujours dans la fenétre de saisie, un point
P = (t,OrdonnéeOrigine + id), de choisir sa couleur et d’activer sa trace.

12.4.2 Exemple 2

Construisez un fichier permettant de tracer une primitive f(z) de la fonction
f!(x) = e~ qui satisfait & f(0) = k ol k varie de 0 & 1 par pas de 0, 1.
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La figure 12.14 montre le graphe de f’(x) ainsi que la primitive f(z) qui satisfait
a f(0)=0.

Flxy=e

-1

FIGURE 12.14 — Le graphe de f'(z) = e~ et d’une de ses primitives
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Sixieme partie

Vecteurs dans le plan
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Chapitre 13

La loi d’addition des vecteurs

La simple loi d’addition de deux vecteurs peut s’effectuer de deux fagons dif-
férentes que nous cherchons a illustrer ici. La figure 13.1 présente le probleme. Il
s’agit de construire le vecteur i + j.

Deux curseurs, nommés respectivement — Premiere métode et Deuxieme mé-
thode — permettent a 'utilisateur de choisir la méthode d’addition. Un dernier
curseur — Voir les coordonnées — permet d’afficher ou non les coordonnées des
vecteurs.

Premiére méthode w=sissscmsissssannnsnsssnsnrssssssmannsss

Denxiéme méthode #==reamemeremeer e e r e m =

s A

Voir les coordonnées e——

F1GURE 13.1 — Addition vectorielle. Présentation du probleme.

Dans la premiére méthode, le vecteur i est translaté de sorte que son origine
vienne se placer a 'origine du vecteur j Par l'extrémité de j’, on trace alors une
parallele a i. De méme par lextrémité du vecteur i obtenu apres translation, on
trace une parallele a ] L’intersection de ces deux paralleles sera Iextrémité du
vecteur somme % + j et son origine sera confondue avec celle de j
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Construction du fichier

Il est recommandé d’ouvrir la fenétre algebre de maniére a pouvoir suivre
construction pas a pas.

Les axes et la grille étant activés, placez un point A a ’origine des
axes en introduisant A = (0,0) dans le champ de saisie. Placez,
de la méme fagon un point B en (1,2.5), un point C'en (2.5, —1.5)
et un point D en (7.5,—2). Les valeurs des coordonnées sont
données a titre indicatif. Désactivez les axes et la grille.

Avec l’outll — Vecteur créé par deux points — construisez le vec-
teur 7 = C'D et le vecteur Jj = AB. Renommez les si nécessaire
pour garder les notations utilisées dans la construction.

Avec l'outil — Curseur — construisez deux curseurs nommeés, res-
pectivement, a et b dont l'intervalle de variation va de 0 a 3.1
par pas de 0.01. Donnez leur une largeur de 400, mettez les en
traits pointillés avec une épaisseur de 4. Toujours avec le méme
outil, créez un troisieme curseur ayant le méme style de traits,
nommé curseur dont l'intervalle de variation va de 0 a 1 par pas
de 1. La largeur de ce dernier sera de 40. Disposez les différents
curseurs comme sur la figure 13.1.

ABC

Avec Toutil — Insérer un texte — créez les trois textes qui ac-
compagnent les curseurs sur la figure 13.1. Par un clic droit sur
chacun de ces textes, allez dans — Propriétés — Texte — choisissez
la police « Serif, 16 pt, gras et italique ». Disposez les face aux
curseurs comme on le voit sur l'illustration.

ABC

Avec Doutil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, cochez 'option « Formule
ETEX ». Tapez ensuite \vec{j} et cliquez sur « OK ». Par un clic
droit sur le texte obtenu, mettez le en « Serif, 16 pt, gras et italique ».
Disposez le comme sur la figure 13.1. Faites de méme pour le vecteur
i. Pour ce dernier, dans — Propriétés — Position — tapez (z(C) +
3,y(C) —0.3) dans « Point de départ ».

Dans le champ de saisie, tapez Sifa < 1,a, 1] et faites « Enter ».
vous venez de créer un nombre ¢ (vérifiez le nom et renommez si
nécessaire) qui variera sur [0, 1]. Tapez ensuite £ = C'+c¢(A—C)
pour créer un point E. Observez son mouvement lorsque vous
agissez sur le curseur a. Tapez maintenant F' = F + ¢ pour créer
le point F.
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/ Avec 'outil — Vecteur créé par deux points — construisez le vec-
teur E'F' qui représente lui aussi le vecteur i.

Avec 'outil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, cochez 'option « Formule
KTEX ». Tapez ensuite \vec{i} et cliquez sur « OK ». Par un clic
ABC | droit sur le texte obtenu, mettez le en « Serif, 16 pt, gras et ita-
lique ». Dans — Propriétés — Position — tapez (x(E) + 3,y(E) — 0.3)
dans « Point de départ ». Observez, ensuite, la translation de ce re-
présentant du vecteur 7 lorsque vous agissez sur le curseur a.
Dans le champ de saisie, tapez Sija <= 1,0, Si[a <= 2.1,a —
1,1.1]] et faites « Enter ». vous venez de créer un nombre d
(renommez si nécessaire) qui variera sur [0, 1.1]. Tapez ensuite
G = B+d(D—-C), puis H= F+d(B— A) pour créer les points
G et H. Observez les mouvements de ces deux points lorsque
vous agissez sur le curseur a.
Avec T'outil — Segments entre deux points — construisez les seg-
‘/. ments BG et F'H. Donnez leur la couleur bleue et représentez
les en traits pointillés.
Dans le champ de saisie, tapez Sifa <= 2.1,0,a — 2.1] et faites
« Enter ». vous venez de créer un nombre g (renommez si néces-
saire) qui variera sur [0, 1]. Tapez ensuite I = E + gi + gj pour
créer le point 1.
Avec I'outil — Vecteur créé par deux points — construisez le vec-
./‘.P teur BT qui représente la somme vectorielle de i et de j Donnez
lui une couleur rouge et une épaisseur de trait de 7. Observez
maintenant ce qui se passe quand vous agissez sur le curseur a.
Avec l'outil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, cochez l'option « For-
mule KETEX ». Tapez ensuite \vec{i} + \vec{j} et cliquez sur
« OK ». Par un clic droit sur ce texte, allez dans — Propriétés — Texte
— choisissez la police « Serif, 16 pt, gras et italique ». Dans 'onglet
— couleur — choisissez un rouge. Dans 'onglet — Position — tapez
(3.4 +3000(1 — g),1.1) ce qui aura pour effet de n’afficher ce texte
que lorsque le nombre e atteindra la valeur 1.

ABEC

Nettoyez votre fichier en n’affichant que ce qui est nécessaire. Lorsque a atteint
sa valeur maximale, vous obtenez a ’écran 1’équivalent de la figure 13.2.

La suite de la construction, n’offrant pas de nouvelle difficulté, sera décrite plus
brievement.
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Premidre méthorle - ==<sssssesscdisanatadosssasnmastasasamas .

Dexiéne méthode & —-c-c o e e e e e ccc i cm e ———————

Voir les coordonnées e—

FIGURE 13.2 — Addition vectorielle. Premiere méthode.

Suite de la construction. Deuxiéme méthode.

Dans la ligne de saisie, tapez Si[b < 1,b,1]. Vous obtenez un
nombre h (renommez si nécessaire) qui varie sur l'intervalle [0, 1].
Tapez ensuite J = C' + h(B — C), puis K = J + i pour obtenir
les points J et K.

Avec I’ outll — Vecteur créé par deux points — construisez le vec-
teur JK qui représente lui aussi le vecteur i

ABC

Avec 'outil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, cochez 'option « Formule
KETEX ». Tapez ensuite \vec{i} et cliquez sur « OK ». Par un clic
droit sur ce texte, allez dans — Propriétés — Texte — choisissez la police
« Serif, 16 pt, gras et italique ». Dans 'onglet — couleur — choisissez
un rouge. Dans l'onglet — Position — tapez (z(J) + 3,y(J) — 0.3).

Dans la ligne de saisie, tapez Si[b <= 2.1, 0, b—2.1]. Vous obtenez
un nombre k (renommez si nécessaire) qui varie sur l'intervalle
[0, 1]. Tapez ensuite L = A + ki + kj pour obtenir un point L.

L

Avec I’ outll — Vecteur créé par deux points — construisez le vec-
teur AL qui représente la somme vectorielle de i+ j
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Avec l'outil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, cochez l'option « For-
mule ETEX ». Tapez ensuite \vec{i} + \vec{j} et cliquez sur
« OK ». Par un clic droit sur ce texte, allez dans — Propriétés — Texte
— choisissez la police « Serif, 16 pt, gras et italique ». Dans 'onglet
— couleur — choisissez un rouge. Dans 'onglet — Position — tapez
(3.4 + 3000(1 — k),1.1) ce qui aura pour effet de n’afficher ce texte
que lorsque le nombre g atteindra la valeur 1.

ABC

Afficher ou masquer les coordonnées des vecteurs.

Avec 'outil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, tapez " = " + i et cli-
quez sur « OK ». Par un clic droit sur ce texte, allez dans — Proprié-
tés — Texte — choisissez la police « Serif, 16 pt, gras et italique ».
Avec Doutil — Déplacer — mettez les coordonnées de i & lendroit
qui convient (voir figure 13.3). Dans le fichier de l'auteur, la posi-
tion de ce texte est (5.61,—2.29). Dans 'onglet — Position — tapez
(5.61 4+ 3000curseur,—2.29) ce qui aura pour effet de n’afficher ce
texte que lorsque le nombre curseur aura pour valeur 0.

ABC

Avec Doutil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de tra-
vail. Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, tapez " = " + j et
cliquez sur « OK ». Par un clic droit sur ce texte, allez dans — Pro-
priétés — Texte — choisissez la police « Serif, 16 pt, gras et italique ».
Avec Doutil — Déplacer — mettez les coordonnées de ; a l'endroit
qui convient (voir figure 13.3). Dans le fichier de lauteur, la posi-
tion de ce texte est (0.53,1.27). Dans l'onglet — Position — tapez
(0.53 +3000curseur, 1.27) ce qui aura pour effet de n’afficher ce texte
que lorsque le nombre curseur aura pour valeur 0.

ABC

Tapez Si[curseur < 1, Sila >= 3.1, 1, Si[b >= 3.1, 1,0]], 0] dans
le champ de saisie, ce qui aura pour effet de produire un nombre
m (renommez si nécessaire) qui aura pour valeur 0 ou 1. La
valeur 1 n’apparait que si le nombre curseur vaut 0 et si a ou b
atteint la valeur 1.

Avec l'outil — Insérer un texte — cliquez sur la feuille de travail.
Dans la boite de dialogue qui s’ouvre, tapez " = " + (i + j) et
cliquez sur « OK ». Par un clic droit sur ce texte, allez dans — Pro-
priétés — Texte — choisissez la police « Serif, 16 pt, gras et italique ».
Dans 'onglet — couleur — choisissez un rouge. Dans ’'onglet — Position
— tapez (3.93 4+ 3000(1 —m), 0.56) ce qui aura pour effet de n’afficher
ce texte que lorsque le nombre m atteindra la valeur 1.

ABEC
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Premiére méthode #====smecncnssesneescn e e e e e

Detrxiéme méthode ===memmcmccccncscccncecesreneesresesnaa -

T
i+ = (6 2)

i=(.03

Voir les coordonnees g

F1GURE 13.3 — Addition vectorielle. Deuxiéme méthode.
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Septieme partie

Géométrie dans ’espace

87






Chapitre 14

Solides réguliers en perspective

14.1 Une base f, ;', k de I’espace a 3 D

Nous commengons cette bréve incursion dans la géométrie a 3 dimensions par
construire, en perspective, une base de 3 vecteurs perpendiculaires deux & deux.
Pour ce faire, nous partons de la base traditionnelle du plan formée des vecteurs
@ =(1,0) et = (0,1) & laquelle nous appliquons la transformation suivante :

i = sin(¢)@ — cos(¢)sin(0)v
j = cos(¢)d + sin(¢)sin(0)T
k = cos(0)7
® =307°
6=21°

=l

0.5]

(=]

l05_— | 05 | T 1.5

FI1GURE 14.1 — Une base de I’espace a 3 dimensions

89



Construction du fichier

A Les axes étant activés, avec I'outil — Nouveau point — placez un
® point O a lorigine des axes, un point U en (1,0) et un point V/
en (0,1).

/ Avec l'outil — Vecteur créé par deux points — construisez le vec-
teur u = (0,U) et le vecteur v = (0, V).

Avec 'outil — Curseur — construisez deux curseurs nommé, res-
pectivement, ¢ et § dont l'intervalle de variation va de 0° a 360°
par pas de 1°.

Dans le champ de saisie, tapez [ = sin(¢)u — cos(¢)sin(6)v.
Faites « Enter » puis tapez J = cos(¢)u + sin(¢)sin(f)v. Faites
« Enter » puis tapez K = cos(f)v. Faites « Enter ».

./‘r' Avec l'outil — Vecteur créé par deux points — construisez le vec-
teur i = (0, ), le vecteur j = (0, J) et le vecteur k = (0, K).

Vous avez, maintenant, trois vecteurs de base i, j, k a partir desquels il est aisé
de construire divers solides — cube, pyramide, ... — en perspectives.

14.2 Le cube en perspective

Nous allons construire un cube en perspective a partir de la base {;, 7, E} de la
section précédente.

@ =307°

-

FIGURE 14.2 — Le cube et la base i,f, k de I’espace
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Construction du fichier

Ouvrez le fichier précédent pour accéder a la base {i,j,k} de 'espace a trois
dimensions.

Avec l'outil — Curseur — ajoutez un nombre L. Donnez lui un
5=7 | intervalle de variations entre 1 et 2 par pas de 0, 1. Ce curseur,
que vous disposerez verticalement, représente la longueur d’'une
aréte du cube.
On place les points A, B, C' et D qui représentent les sommets
de la base du cube. Pour ce faire, tapez, dans le champ de saisie
A= éz — %j — %k et faites « Enter ». Procédez de la méme
facon pour les points suivants en introduisant B = %z + % J— %k,
C=-Lit+Lj—LketD=—-Li—Lj— Lk

s | Avec loutil — Symétrie centrale (objet - centre) — cliquez sur le
. point A puis sur O pour obtenir C”. De la méme fagon, on obtient

* D' & partir de B, A" a partir de C' et B’ a partir de D.

Avec I'outil — Polygone — cliquez, successivement sur les points A,
'I.h“:: B, C, D et A pour représenter la face inférieure du cube. Faites
- de méme avec les points A’, B', C', D' et A’ pour représenter la

face supérieure du cube.

‘/' Avec l'outil — Segment entre deux points — représentez les seg-
ments AA’, BB', CC" et DD'.

Dans — Editer — Propriétés — choisissez de ne plus afficher le point
O ainsi que les vecteurs 1, j, k. Votre fichier est terminé.

®=307°

FIGURE 14.3 — Le cube en perspective
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Il suffit maintenant d’utiliser les curseurs pour changer la taille du cube — curseur
L — ou pour I'observer sous différents angles — curseurs ¢ et 6.

14.3 Section d’un cube par un plan

Soit & chercher la section du cube par le plan passant par les points E, F' et G
disposés comme dans la figure 14.4.

p=307°

FIGURE 14.4 — Section du cube par un plan passant par 3 points

La construction de la section cherchée est décrite brievement ci-apres et illus-
trée a la figure 14.5.

Les points E et F étant dans un méme plan, il en est de méme de tous les
points de la droite EF. Le point H, intersection de la droite EF avec la droite
DD’, est un point qui est dans le méme plan que le point G. Tous les points de
la droite GH appartiennent donc au plan EFG. Le point M = GH N C'D’ est,
des lors, un point du cube qui se trouve dans le plan FFG. Soit N = GH N DC
et R = FEF N AD, deux points qui se trouvent dans le plan FF'G et dans le plan
ABCD. La droite RN coupe alors le segment AB en T et le segment BC en W.

Avec 'outil — Polygone — cliquez successivement sur les points EFMGWTE.
Vous venez de représenter la section du cube par le plan FF'G. Faites un clic droit
sur la section obtenue et choisissez — Propriétés — Style — Remplissage — portez
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cette derniére valeur a 40. Vous pouvez aussi modifier la couleur dans l'onglet
correspondant.

\ 9=307"
L=3

g=21" H

FIGURE 14.5 — Construction de la section

Apres avoir éliminé de la figure les droites et les points ayant servis a la
construction, on obtient I'image donnée a la figure 14.6.

¢ =307°
. elL=3

FIGURE 14.6 — La section cherchée
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14.4 Un prisme hexagonal en perspective

La construction d’un prisme hexagonal semblable & celui de la figure 14.7 est
laissée, au lecteur, a titre d’exercice.

=3 =307

=
\
\
—
(2]

Tm
|

FI1GURE 14.7 — Un prisme hexagonal en perspective
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14.5 Les sections coniques d’Appolonius

Pour le plaisir de travailler une fois de plus avec la perspective, nous montrons
comment créer un fichier capable de simuler les différentes formes géométriques
observées en coupant un cone par un plan de section. Les illustrations des figures
14.8 & 14.10 donnent une idée des résultats obtenus.

FI1GURE 14.8 — L’ellipse en tant que section conique

Les points A et B sur la figure 14.8 peuvent étre déplacés, a 'aide de deux
curseurs, le long du parallélogramme en pointillé, ce qui permet de modifier I'in-
clinaison du plan de section. Le point M se déplace le long de I’ellipse en pointillé
ce qui permet d’observer la section conique sous différents angles. Le point S est
placé sur 'ellipse du bas de la figure qui représente la base circulaire du cone vue
en perspective. Le point Z est la projection du point S dans le plan de section. I
suffit alors de demander a GeoGebra de tracer le lieu de Z quand S parcourt le
cercle de base. La section du cone apparait alors sur la figure. Il ne reste plus qu’a
déplacer les points A, B et M pour redécouvrir les différentes sections coniques.
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FI1GURE 14.9 — L’hyperbole F1GURE 14.10 — La parabole

Construction du fichier.
Les différentes étapes de la construction

On cherche a construire la section d’un double cone inverse par un plan.
On souhaite pouvoir modifier I'inclinaison du plan de section et avoir la
possibilité d’observer la section conique sous différents angles.

La construction du cone en perspective

Nous désirons construire un cone circulaire droit en perspective, la base
de celui-ci étant un cercle en perspective — une ellipse. Nous commencons
par définir le plan de la base en construisant un parallélogramme dans lequel
viendra s’inscrire une ellipse.

Pour ce faire une méthode, peu orthodoxe mais qui a le mérite d’étre
rapide, consiste a utiliser ’outil — Conique passant par cinq points. On com-
mence par dessiner un parallélogramme avec 1’outil — Polygone. On prend
ensuite le milieu des quatre cotés avec 'outil — Milieu ou centre. Avec I'outil
— Segment entre deux points — on trace les diagonales du parallélogramme
et on place un point sur I'une de celles-ci. Ce dernier point ainsi que les
milieux des cOtés sont les cing points avec lesquels nous construisons notre
ellipse. Il suffit maintenant de déplacer le point sur la diagonale pour inscrire
exactement 'ellipse dans le parallélogramme (figure 14.11).
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F1GURE 14.11 — Inscrire une ellipse dans un parallélogramme

On définit ensuite le sommet du cone en construisant un point K sur
la droite verticale passant par le point O, intersection des diagonales du
parallélogramme. Par symétrie on obtient la deuxieme base du cone. Il suffit
alors de choisir deux points sur la base ainsi que leurs symétriques par une
symétrie centrale de centre K puis de tracer les génératrices du cone.

97 Tous droits réservés © JP Franc — 2008



La construction du plan de section

Nous commencgons par définir un point
qui tourne autour de la base inférieure,
ceci pour nous permettre de controler les
différents points de vue horizontaux. A
partir de ce point, nous allons construire
deux plans perpendiculaires, le premier
contenant la hauteur du cone, le second
sera notre plan de section.

On construit une nouvelle ellipse par
une homothétie de lellipse de départ,
de centre O et de rapport supérieur a
I'unité, par exemple 1,4. Sur cette der-
niere, on place un point M qui tournera
autour du centre.

Prenons le symétrique de M par rapport au centre de 'ellipse, il est main-
tenant possible de construire un diametre de 'ellipse. Ensuite, en prenant le
symétrique de ce diametre par rapport au point K, nous pouvons construire
un parallélogramme M M’ M| M" représentant le plan qui contient la hauteur
du double cone.

Nous allons détailler, plus en profondeur, la construction des deux cur-
seurs permettant de déplacer les points A et B sur le parallélogramme. On
commence par placer deux points W et W', sur une méme horizontale de la
feuille de travail comme sur la figure 14.12. Les points Wy, W{, Wy et W)
sont, ensuite, définis par les instructions suivantes :

W.1= (x(W), y(W - Distance[M’’, M] / 4)

w1

(x(W?), y(W?) - Distance[M’_1, M’] / 4)

W2

(x(W_1), y(W_1) - Distance[M, M’] / 4)

W 2= (x(W_1), y(W>_1) - Distance[M’’, M’_1] / 4).

Le chiffre 4 qui apparait dans ces expressions est arbitraire et a pour seule
et unique fonction de donner une taille suffisante & nos deux curseurs.
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Curssury

W. W"1

Curseurg

B W, Wy

AW
B ]

FIGURE 14.12 — Les curseurs et les points A et B.

Avec 'outil — Segment entre deux points — nous tracons les segments W,
et W'Wj. Avec 'outil — Nouveau point — nous plagons un point sur chacun
de ces segments. Le premier est renommé Curseur 4, le second Curseurs.

Avant de placer différents points sur le parallélogramme, on définit quatre
rapports d’homothétie k1, ko, k3 et k4 a partir des instructions suivantes :

k 1 = Distance[Curseur A, W] / Distancel[W, W_1]

k 2 = Distance[Curseur A, W 1] / Distance[W 1, W_2]
k 3 = Distance[Curseur B, W’] / Distancel[W’, W’ _1]

k 4 = Distance[Curseur B, W’ 1] / Distance[W’_ 1, W’ _2].

Nous définissons un point H; sur le coté M’ M du parallélogramme & 1'aide
de I'instruction suivante :

H_1 = Homothétie[M, k_1, M’].

Nous définissons aussi un point Hj sur le segment M M”, un point Hz sur le
segment M"” M et un point Hy sur le segment M{M’. Les instructions étant

H 2 = Homothétie[M’’, k_2, M]
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H_3 = Homothétie[M’ 1, k 3, M’’]

H 4 = Homothétie[M’, k 4, M’ _1].

Pour ces quatre derniers points, nous n’affichons pas 'objet.

Venons-en, enfin, aux points A et B. Nous les plagons sur le parallélo-
gramme a ’aide des instructions suivantes :

A = Si[y(Curseur_A) > y(W_1), H_1, H_2]

B = Si[y(Curseur_B) > y(W’_1), H_3, H_4].

Vous pouvez observez, en utilisant les deux curseurs avec l'outil — Dé-
placer —, que les points A et B parcourent chacun une moitié différente du
parallélogramme représentant le plan vertical, ils nous permettront de modi-
fier 'inclinaison du plan de section.

Nous avons maintenant la possibilité de revenir a notre construction du
plan de section.

Afin d’assurer l'orthogonalité du second plan avec celui contenant la hau-
teur, nous devons trouver le diametre conjugué du diametre contenant M.
Pour ce faire, nous utilisons une propriété des coniques selon laquelle des
cordes paralleles ont leurs milieux sur un diametre.

Ainsi, si nous construisons une droite
parallele a MO passant par un point
V' de lellipse, elle coupera l'ellipse en
deuxieme point V', le milieu Vj; de V'V’
est sur le diametre conjugue de MO. Il
ne reste qu’a tracer la droite OV, qui
est perpendiculaire a MO dans le plan
de base.
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On construit le point milieu de O A ainsi
que le point milieu de OB, et par symé-
trie on transforme le diametre conjugue
de OM respectivement sur A et B. Nous
pouvons maintenant tracer le parallélo-
gramme correspondant au plan de sec-
tion. Nous avons maintenant le double
cone, le plan de la section avec la possi-
bilité de changer ’angle de vue horizontal
en déplacant le point M, et 'inclinaison
du plan de section en déplacant les points

A et B.

Construction de la section du céne

Pour parvenir a représenter la section dé-
sirée, nous prenons une génératrice du
cone et nous cherchons son intersection
avec le plan de section. Pour ce faire,
nous construisons la projection O =
AB N OK du point O sur le plan de
section. Prenons donc un point P sur le
cercle — ellipse — de la base inférieure.
Ce point définit un diameétre du cercle
passant par le centre O. La droite PK
est alors une génératrice du céne. Nous
pouvons alors construire une droite qui
se trouve dans le plan de section, et qui
coupe la génératrice.

Nous voulons maintenant projeter le point P dans le plan de section,
pour cela, nous prolongeons les segments AB et M’'M, et nous construisons
la parallele au diametre conjugué de M M’ passant par l'intersection de ces
deux droites. Nous tragons ensuite une parallele & M M’ passant par P, une
parallele a AB passant par Y, et une parallele & O K passant par P on trouve
le point P’ projeté de P sur le plan de section (figure 14.13).
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FI1GURE 14.13 — Construction de la section conique.

La droite P'O" est la projection de la génératrice PK dans le plan de
section. Il suffit alors de construire I'intersection P”” de la droite P'O’" avec
la génératrice PK. Nous utilisons alors 'outil — Lieu — pour tracer le lieu
de P"” quand P parcourt le cercle de base (cliquer sur l'outil — Lieu — puis
sur les points P” et P) . On voit ainsi apparaitre la section du cone (figure
14.13). 11 ne reste plus qu’a jouer avec A, B et M et redécouvrir, ainsi, les
différentes sections coniques.

Nous cessons d’afficher les objets ayant servi a la construction pour ter-
miner notre fichier (figure 14.14).
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FIGURE 14.14 — La section conique.
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Annexe A

La syntaxe des fonctions dans
GeoGebra

Les opérations suivantes sont disponibles dans GeoGebra :

Opération Saisie
addition +
soustraction —
multiplication * ou espace
produit scalaire * ou espace
division /
exponentiation ~ou 2
factorielle |

fonction Gamma gamma( )
abscisse x()
ordonnée y()

valeur absolue abs( )

signe sgn( )
racine carrée sqrt( )
racine cubique cbrt( )
nombre aléatoire entre 0 et 1 random( )
exponentielle exp( ) ou e”
logarithme naturel (base e) In( ) ou log( )
logarithme de base deux 1d( )
logarithme décimal (base 10) lg( )
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cosinus cos( )
sinus sin( )
tangente tan( )
arc cosinus acos( )
arc sinus asin( )
arc tangente atan( )
cosinus hyperbolique cosh( )
sinus hyperbolique sinh( )
tangente hyperbolique tanh( )
arc cosinus hyperbolique acosh( )
arc sinus hyperbolique asinh( )
arc tangente hyperbolique atanh( )
plus grand entier inférieur ou égal | floor( )
plus petit entier supérieur ou égal | ceil( )
arrondi round( )
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Annexe B

Reéglages des axes et de la grille

En effectuant un clic droit sur la | reiede s L=
feuille de travail, vous ouvrez un Couleurd'arriére—plan.C]

menu. Allez sur — Propriétés — cela Aes [ Grite]

vous donne acces a une boite de dia- WAwes Couleur | W | Stledutrait |~ ~
logue qui vous permet de controler la areX |axey]

présentation des axes et de la grille. V] Affcher axeX  Graduations: | | ' | ' | ~|

La figure ci-contre montre les dif- ¥ Nombres [7] Distance: | -
férents réglages possibles pour l'axe Unite: .

x. L’onglet — axeY — autorise les Label -

mémes actions pour l'axe des ordon- min: [-7 «| max: [7 -

nées. Ainsi, il est possible d’imposer T 1 15381

la taille de la fenétre d’affichage avec "
« min et maz » sur chacun des axes.

Avec « Distance », vous pouvez choisir la valeur numérique de vos gradua-
tions ou encore graduer I’axe en multiples de 7 ou de 7/2. Il est aussi possible
de modifier la couleur de l'axe, le style du trait, le type de graduation, de
placer des unités, de donner un nom a l’axe ou de ne placer qu'un seul axe
sur la feuille de travail. Certaines commandes sont communes aux deux axes,
comme — Couleur. D’autres sont indépendantes, comme — Label — ou — Unité.

Dans la méme boite de dialogue, l'onglet — Grille — permet essentiellement
de renforcer ou non la visibilité de la grille a 'aide de commandes comme —
Gras — Couleur — ou — Style du trait (figure B.1).
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I -
Feuille de travail |£|

Couleur d'arriére—plan: D
@ Grille

@ Grille [ Gras [ Isométrique Couleur:@

'] Distance: x: 1 v y )

Style AU TR - oo - !

Fermer

F1GURE B.1 — L'onglet grille.
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Annexe C

Reéférences IANTEX utiles

Le logiciel GeoGebra est capable de gérer un certain nombre de syntaxe
ETEXpour vous permettre d’écrire de belles formules mathématiques. Le pré-
sent manuel contient, déja, bon nombre d’exemples sur ce sujet. Pour ceux
qui souhaite en savoir plus, nous recommandons le site internet suivant qui
fournit la plupart des syntaxes utiles.

http ://www.tuteurs.ens.fr/logiciels/latex /maths.html

Le manuel que vous avez sous les yeux est, entierement, écrit en ETEX.
Pour les courageux qui veulent utiliser ce qui, aujourd’hui encore, est le
meilleur des traitements de texte, il reste a se lancer dans 'aventure. A notre
connaissance, le meilleur livre existant en langue frangaise sur KTEX est :

EIEX
Apprentissage, guide et référence.
Bernard Desgraupes

2¢ Edition Vuibert, 2003
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Annexe D

Tableur et droite de régression

Les derniéres versions de GeoGebra, qui annoncent la future version stable
« 3.2 », contiennent un tableur ainsi qu’un nouvel outil offrant la possibilité
de tracer une droite de régression.

Nous prendrons I’exemple de données relatives a une  t | f | log(f)
datation au carbone 14. Les résultats transmis sont 5| 0,54 | -0.62
inscrits dans le tableau ci-contre dans lequel ¢t est en 6 | 0,47 | -0,76
milliers d’années et ou f est le pourcentage de car- 7| 0,42 | -0,87
bone 14 restant. La colonne de droite donne le loga- 8 | 0,37 | -0,99
rithme naturel de f, noté « log(f) » conformément & 9 | 0,33 | -1,1
la syntaxe utilisée au sein du logiciel.
lag(f) ol f est |a fraction restante A B
6 -0.76
il t (milliers d'arinées) 7 -0.87
o i1 i2 ia fa s ie  iwx is  ig’ 8 -0.99
9 -1.1

-0.2

04 10

-0.6

08 17

FIGURE D.1 — Décroissance radioactive
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Dans le menu — Affichage — cliquez sur — Tableur — ce qui ouvre une grille
de calcul classique dans la partie droite de I’écran (figure D.1). Introduisez
les données des colonnes ¢ et log(f) comme vous le feriez dans un tableur or-
dinaire. Cliquez sur la case en haut a gauche, maintenir le bouton de la souris
enfoncé et allez vers la case, contenant des données, en bas, a droite. Rela-
chez le bouton de la souris. Vos données sont sélectionnées et apparaissent en
surbrillance. Faites un clic droit a 'intérieur de la zone sélectionnée et cliquez
sur — Créer une liste de points. Apres réglage de la fenétre d’affichage, les
mesures expérimentales apparaissent sur le graphique. Pour ce réglage, nous
utilisons, ici, les parametres suivants :

1. pour l'axe x
(a) min = —1 et max = 10
(b) Label = ¢ (milliers d’années)
2. pour 'axe y
(a) min = —1.2 et max = 0.2
(b) Label = log(f) ou f est la fraction restante

Cliquez sur l'outil — Droite de régression — puis cliquez, a nou-
veau, dans la feuille de travail en maintenant le bouton de la
souris enfoncé. Sélectionnez les points a 'aide du rectangle de
sélection. Relachez le bouton de la souris, la droite de régression
apparait sur votre graphique. L’équation de cette droite peut
étre trouvée dans la — Fenétre Algebre.
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