Un joli probleme d’Erdos

Michel BENAIM*

Soit0<a<1letY? =), a0, la série aléatoire obtenue en choisissant les 6, € {—1,1} au hasard.
L'étude de la fonction de répartition F*(r) = P(Y* < t) révele quelques connexions étonnantes entre la
théorie des chaines de Markov, I'analyse harmonique, la théorie des nombres algébriques,
et la théorie géométrique de la mesure.

Introduction

Si la définition d’un probleme de mathématiques est relativement consensuelle, celle d’un joli probleme de mathé-
matiques est nécessairement beaucoup plus subjective. Pourtant je ne doute pas que les lecteurs de cet article
s’accorderont avec moi a trouver que le probleme que les éditeurs des images 2005 m’ont demandé de présenter ici
possede tous les ingrédients d’un joli probleme de mathématiques :

(1) 1II est tres facile a décrire ;
(i1) Il n’est toujours pas (complétement) résolu ;
(iii) Son analyse fait appel a des outils empruntés a des domaines particulierement variés des mathématiques.

Soit Q = {—1,1}N et a €]0,1[. Pour toute suite de signes # € €2, nous notons
n 0
Yi0) = d0c et YO) =) a6
k=0 k=0

L’objet qui va nous intéresser ici est la fonction, ou comme disent les probabilistes, la variable aléatoire
Y% : Q+ R lorsque les 6, sont choisis au hasard en jouant a pile ou face. Plus précisément, munissons 2 de la
probabilité P du jeu de pile ou face :

1
YVoeQ,VneN, PH{0eQ:0)=uwy,....00_1 =wy_1}) = o

La loi de Y“ est la probabilité 1/, image de P par Y :

M(B) =P{0 e Q:YH e B},

et sa fonction de répartition est I’application F* : R — [0,1] définie par

Fi(t) =11 —o0,1]) =P(Y* <1).

* Institut de Mathématiques, Rue E-Argand 11, CH-2007 Neuchdtel Suisse.

11



,,,,,,

révele des connexions remarquables entre 1’analyse harmonique, la théorie des nombres algébriques, les systemes
dynamiques ou encore la théorie géométrique de la mesure.

Auto-similarité
Soit (X,,) la suite récurrente aléatoire définie par
Xn+l =aX, + 9n+1,n > —1, (1)

ol les 6, sont tirés a pile ou face et X_; est une condition initiale arbitraire indépendante des 6,,. Pour tout n > 0,

n
Xu(0) = "' X_1 + ) a0y
k=0

de sorte que les variables X, et a"*!'X_| + Y ont la méme loi car les vecteurs (6y,...,0,) et (0,,...,00) ont la
méme loi. Ainsi, si v, désigne la loi de X,, et ® une fonction « test » continue bornée,

/@dunZ/eboxndP:/q>o(Y,f+a"+1X_1)d7>—>/cboY“dP:/cbdu“ 2)
R Q Q Q R

quand n — oo. Par ailleurs, d’apres (1), la suite (v,) vérifie la relation de récurrence
Ung1 = T () ©)

ou 7% est I’operateur qui transforme une mesure v de fonction de répartion F (i.e F(t) = v(] — 00,t])) en une
mesure 7“(v) de fonction de répartition

1 r—1 t+1
Ta(F)(f)ZE[F(T)'i‘F( P ):| “)

De (2) et (3) on déduit la propriété d’autosimilarité suivante.

Tter. =4 a=025

1.0

0.9 o
0.8 o
0.7 4

0.6

0.5 o
04 o
0.3 ;
0.2 o

0.1 o

0.0 T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T
-1.333 -1.067 -0.800 -0.533 -0.267 0.000 0.267 0.533 0.800 1.067 1.333

Figure 1 - Graphe de F, pour a = 0,25.
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Figure 2 = Graphe de F, pour a = 0,75.

0.5297

0.4768

0.4238

0.3708

0.3178

0.2649

0.2119

0.1589

0.1059

0.0530

0.0000

Iter.=22  a=0.6180340

T T T T T T T T T T T T T T T T T
-2.09 -1.57 -1.05 -0.52 0.00 0.52 1.05 1.57 2.09 2.62

Figure 3 - Graphe de f», pour a = 0,6180340.

Proposition 1. 1/ est ['unique probabilité solution de v = T (v). C’est la probabilité invariante de (1).

Simulations

La fonction de répartition F, de v, vérifie F,, = T,(F,_1). Si, par ailleurs, v_; admet une densité, alors v, admet

une densité f, et f, = —T,(f,—1). L'itération de ces formules est a la base des programmes informatiques réalisés
a

par Michel Delasnerie pour représenter le graphe des fonctions F), et f,,. Les figures données ici sont obtenues pour
différentes valeurs de a et différentes valeurs de n lorsque X _; suit une loi uniforme sur [0, 1]. Pour en comprendre
la diversité il faut lire les sections suivantes.
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Loi des types purs

Rappelons qu’une mesure v sur R de fonction de répartition F'(t) = v(] — oo,t]) est dite absolument continue, si
F(@) = ff ~ J (w)du ou fest une fonction positive intégrable (appel€e densit€) ; et singuliére si il existe un ensemble
N C R de mesure de Lebesgue nulle et tel que (R \ N) = 0. En général, une mesure v sur R peut toujours s’écrire
de maniere unique sous la forme v = v, + v5 ol v, est absolument continue et v est singuliere (éventuellement
nulle).

Dans les années 30, le mathématicien Wintner et ses collaborateurs ont cherché a décrire le type de 1#. Jessen et
Wintner démontrent en 1935 le résultat suivant.

Proposition 2 [Jessen et Wintner, 1935]. La fonction F, est continue. De plus, la mesure v* est absolument
continue ou bien continue singuliére.

La seconde partie de cette proposition est une conséquence directe de la proposition 1. En effet, I’opérateur 7¢ lais-
sant invariant les mesures absolument continues et les mesures singulieres, les parties 14 . et 14 sont des points fixes de
T“, et par unicité, une de ces partie doit étre nulle.

1
Les escaliers du diable : ¢ < 5

n+1

1
Pour a < o Y, () prend au plus 2"*! valeurs distinctes et le reste 7, = Y () — Y#(0) aun module < T
a—

La mesure 1 est donc concentrée sur une réunion d’intervalles dont la longueur totale 1, = 2"T!a"*!/(1 — a). tend
vers zéro quand n — 00. Ainsi,

Proposition 3 [Kershner et Wintner, 1935]. Pour a < 1 v est continue singuliere. Plus précisément, le sup-
port de v* est un Cantor de mesure de Lebesgue nulle.

La fonction F¢ est donc un escalier du diable (voir ’encadré 1 et la figure 1).

( Encadré 1 ]

Escalier du diable

Un escalier du diable est une fonction continue croissante mais presque partout constante. Ce type de fonction a été
découvert en 1885 par Ludwig Scheefer éleve de Georg Cantor.

1
Les théoremes d’Erdos et Solomyak : a > —

Pour a = il est facile de vérifier (en utilisant par exemple la proposition 1) que v/, est la loi uniforme sur

1

1
2’
> ,
l—a l—a

1 . : .
Ii)>. Pour a > le support de 1# coincide avec I’intervalle 1, = |:— ] et F'“ est donc une fonction
continue strictement croissante sur /¢. Par ailleurs, Wintner en 1935 prouve que F¢ est dérivable de classe C*~!

: . . 1
pour a = 27"k et k > 2. Ces résultats pourraient laisser supposer que F¢ est absolument continue pour a > X

mais Erdos en 1939 prouve le surprenant résultat suivant.
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Théoreme 1 [Erdoés, 1939]. Soit 1 < ¢ <2 un nombre de Pisot (voir encadré 2) et a = 1/g. Alors v* est
singuliere.

La figure 3 « illustre » ce théoreme lorsque a est I’inverse du nombre d’or.

( Encadré 2 )

Nombre de Pisot

Un nombre de Pisot g est un entier algébrique, c’est-a-dire la racine d’un polynéme unitaire a coefficients dans 7., dont
les conjugués (i.e les autres racines) g»,. .. ,gm sont de module < 1. Par exemple, le nombre d’or g = (/5 + 1)/2 est
un nombre de Pisot car ¢’est la racine du polynéme X* — X — 1 dont le conjugué (1 — ~/5)/2 a un module < 1.

De méme les racines positives 01 ~ 1.32471 de X3 — X — 1 et 0, ~ 1.3802777 de X* — X> — 1 sont des nombres de

Pisot (ce sont d’ailleurs les seuls nombres de Pisot contenus dans 11,+/2[).

Une propriété remarquable des nombres de Pisot est que leurs puissances s’approchent exponentiellement vite des
entiers. En effet, I’expression g" + g5 + ...+ g est un polynome symétrique des racines et peut donc s’écrire comme
un polynéme a coefficients dans 7, des fonctions symétriques élémentaires. Ainsi g" + g5 + ...+ gn € Z et

dist(g",72) < p" (5)

pour un certain 0 < p < 1.

k Encadré 3 ]

La preuve du théoréme d’Erdés
Soit

. va . =N,z ok o0
(YY) = E@E) = / e (dx) =[] 5" + ")) =] Jcos (ta")
R k=0 2 k=0

la fonction caractéristique de Y (i.e la transformée de Fourier de 1*). La preuve du théoreme d’Erdos consiste a mon-
trer que ©,(Y%) ne converge pas vers O quand t — oo, car d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue, la transformée de
Fourier d’une mesure absolument continue tend vers zéro en l'infini. Pour a = 1/g et t(n) = wg",

o0 n o0
Dy (Y = ]_[cos(g"*kw) = l_[cos (g*mC, onC = l—[cos (a*m).
k=0 k=0 k=1
D’apres (5) ||cos(ghm)| — 1] < 7rpk. D’on

o0
Tim |@;,)(Y)] = |C|I ] Tleos(g*m)| > 0.
k=0

Le probleme d’Erdés et le théoreme de Solomyak

Soit § C]%,l[ I’ensemble des valeurs de a pour lesquelles 1# est singuliere. Le théoreme d’Erdos pose le pro-
bleme de la description de S. En 1940 Erdos prouve que a ¢ S pour presque tout a €]a*,1[ pour un certain a*

proche de 1. Kahane et Salem en 1958 obtiennent un critére assurant que 1* posséde une densité L2. En 1962
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Garsia prouve que a ¢ S si a est 'inverse d’un entier algébrique (voir encadré 2) dont les conjugués ont un module
> 1 et tel que le terme constant du polynome unitaire soit 2 ou —2. Un tel polynome étant par exemple
x"TP — x™ — 2 avec p,n > 1 et max p,n > 2. Dans le méme travail, Garsia conjecture que S est de mesure nulle,
mais il faudra attendre 1995 pour que cette conjecture soit prouvée par Solomyak.

[ Théoreme 2 [Solomyak, 1995]. S est de mesure de Lebesgue nulle. J

A ce jour, on ne sait toujours pas si S contient des points qui ne sont pas des inverses de nombres de Pisot.

( Encadré 4 )

La preuve du théoréme de Solomyak

En 1996, Y. Peres et B. Solomyak ont proposé une preuve remarquablement courte du théoréeme de Solomyak dont voici
l’idée générale. Soit

1
D% (x) = liminf —*(Jx — r,x + r[).
r—0 2r

Une application du théoreme de recouvrement de Vitali montre que a ¢ S si et seulement si D?(x) < 0o pour 1** presque

B
tout x. Il suffit donc de prouver que s = / / D (x)'(dx)da < oo pour en déduire que N(SN]a,[[) =0 ou A
a JR

désigne la mesure de Lebesgue. Par le lemme de Fatou, le théoréme de la mesure image et le théoreme de Fubini,

1 [# 1 [* . .
s < liminfz— / / F(x —r,x +r[f(dx)da =limi(§1f2—/ PRP0,0) € Q:|Y O — YD) < r)da
" Ja JR r=> " Ja

r—0

:liminfzi/ Na €]a,[[: |Y*(O)—Y*(@B)| < r) dP©)dP@).
r Jo?

r—0

Le terme |Y*(0) — Y (é)| peut s’écrire sous la forme 2a*|g(a)| otk = |6 A él =min{n : 0, # 0:,} et g est de la forme

gla)=1+ Zb,,a" (6)

n>1
avec b, € {—1,0,1}.
Supposons que pour un certain § > 0, toute fonction de la forme (6) vérifie la propriété, dite de §-transversalité, suivan-
te : Ya €lo, fllg(a)| < 6 = g'(a) < —0. Alors Ma €lo, Bl : |g(a)| < r) <267 'r. Cette inégalité est tautologie pour

2r > 0 et une conséquence de la §-transversalité pour 2r < 0. Ainsi, N(a €]a, ([ : |Y*(0) — Y“(9)| <r)< r(5a9A9)_1.
D’ou

s <27 | @ lap@)dr®@) = (26)7! Za’kP QPO AO=k)= (26)" Z(Za)’k <000
@ 3 3

car2a < 1 et, donc \(SN]a, G) = 0.

L’étape suivante de la preuve de Peres et Solomyak consiste a prouver la propriété de 0-transversalité sur l'intervalle
271,272/, puis, par un argument similaire, a couvrir l’intevalle [272/3,2-12]. Pour conclure, il suffit de remarquer
que, v, etant la convolution de v,» avec une autre mesure, [’absolue continuité de v,» entraine celle de v,. Ce qui per-

met de couvrir tout Uintervalle [27',1[ a partir de [2-1,2-1/2].
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Pour en savoir plus

Ce texte est inspiré du chapitre 1 du livre de
BEnaiM (ML), EL Karoul (N.), Promenade Aléatoire, éditions de 1'école polytechnique, ISBN 2-7302-1168-3 (2004).

Pour plus de détails, de nombreux développements et d'autres références le lecteur intéressé pourra consulter 1'article
de revue de

PERES (Y.), SCHLAG (W.), SOLOMYAK (B.), « Sixty years of Bernoulli convolutions, » in fractal geometry and stochas-
tics 11, 46, 39-65, Prog. Prob. Birkhauser, Basel, (2000).
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