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第一届 TI-Nspire手持技术创新思维解题大赛竞赛试题

学校：乌鲁木齐市第一中学 姓名：冯懿宣

知识逻辑总分 思维创新总分

A 卷
本卷共 6 道题，每题 10分，共计 60分．

1. 解下列方程：

(1) 22 xx = （精确到 0.0001即可）；

(2) 10002 xx = （精确到 0.0001 即可）．
解:
首先我们采用 TI-Nsipre CAS的 Solve 函数尝试对其求解（图 1-1）：

图 1-1

但是对这 2个方程，TI-Nspire CAS 均提示可能存在更多的根，

下面我们利用图像法对根的数量进行探究：

首先我们来探究方程（1）
分别作出 和 的图像，同时进行适当缩放（图 1-2）：

图 1-2

可以很明显的看出只有 3个交点，同时由于数字并不是很大，无需考虑精度问题，充分说

明 TI-Nspire CAS 系统给出的结果是正确的。

同样的，对方程（2）进行探究，

作出 和 f1的图像（图 1-3）：

知识逻辑得分 思维创新得分
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图 1-3
由于 f3 变化太快和精度问题，看上去像一条直线，这样初步来看似乎前面用 solve函数给

出的结果是正确的。

实则不然，由于 f3的函数表达式变化太快，我们可以对方程两边进行取自然对数处理：

，显然 。故可以等价变形如下：

再次尝试用 solve求解(图 1-4):

图 1-4
很明显，在正数上多出了一个根（由于取了对数当然有 ）。

说明前面的计算存在精度问题。再次键入 ans 然后计算，即可显示隐藏的精度（图 1-5）：

图 1-5
由指数函数和幂函数的单调性可知，f1和 f3在 时单调性相反，即变化趋势是相反

的，故最多只可能存在一个交点。

综上所述：对于方程（1）的解为(精确到 0.0001)：
, ， 共 3个根

对于方程（2）的解为（精确到 0.0001）：

, ， ，也是有 3个根。
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2. 有学生在研究函数 与 )1,0(log ≠>= aaxy a 且 图象的交点个数时，居然发现当 a属

于一定范围时，它们可以有三个不同交点．
如果这是真的，你能利用 TI-Nspire图形计

算器尝试找出这个范围吗？ （允许误差 ）

解:
首先，根据对数函数及指数函数图象的性质我们对 a进行如下分类：

①a >１
②0 < a < 1

我们利用 TI Nspire CAS 技术构造函数：

并且插入一个关于常数 a的游标，通过对 a 不同值的变化，分析交点情况。

由于误差允许在千分之二内，下面的所有计算中我们精确到万分之一，来确保误差符合范

围。

先来看第一种情况：

首先我们设置游标范围是 1.0001 到 5.0000，步长是 0.0001。
同时利用求交点功能观察交点的数量。

然后拖动游标，观察图象的变化情况： a = 1.0001（图 2-1）：

图 2-1

a = 1.051(图 2-2)

图 2-2

知识逻辑得分 思维创新得分
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a = 1.4431(图 2-3)，此时交点已经不是十分明显了

图 2-3
a = 1.4447(图 2-4)，图中英文大意为“找不到交点”

图 2-4
a = 2.0000（图 2-5），很明显此时不存在交点

图 2-5

由以上 5张截图和 a 的取值可以看出：

当 1 < a < 1.4446时存在交点，而且最多为 2 个。

当 1.4446 a 时，不存在交点。

综上，当 a >１时，不存在 3 个交点的情况。

另外，如果利用游标的动画功能，令变量 a缓慢以 0.0001 的步长增加，观察图象的动态变

化（也需要进行适当缩放，相对很麻烦，故这里采用逐步扩大取值的方法），同样也可以

得出以上结论，但是速度比较慢，需要有一定耐心。

再来分析第二种情况：

设置游标范围为 0.0001到 0.9999，步长为 0.0001，同时利用求交点功能观察交点的数

量。然后拖动游标，观察图象的变化情况：
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a = 0.0001（图 2-6）

图 2-6

a = 0.0328（图 2-7）

图 2-7
a = 0.0587(图 2-8)

图 2-8
a = 0.0655(图 2-9)

图 2-9



6

a = 0.0665(图 2-10)

图 2-10
a = 0.1389（图 2-11）

图 2-11
a = 0.6985(图 2-12)

图 2-12
综合这 7张图片和 a 的取值来看，可以得出：

当 0 < a < 0.0665时存在交点且最多存在 3 个交点

当 0.0665 a < 1时，存在交点有且只有 1 个

也就是说，存在 3个交点的大致范围是：0 < a < 0.0665
其中 a 的最大值应该在[0.0655, 0.0665)区间内。

然后重新设置游标的参数：范围是从 0.0655 到 0.0665，步长为 0.0001.

取逐个值进行试验，发现：

a = 0.0659 时，图像为（图 2-13），此时存在 3个交点：
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图 2-13
而增加一个步长以后，即 a = 0.0660时（图 2-14），仅存在 1个交点：

图 2-14
另外，如果利用游标的动画功能，令 a 缓慢以 0.0001 的步长增加，观察图象的动态变化，

同样也可以得出以上结论。

综上所述，当 a精确到 0.0001 时，我们可以得出如下结论：

当函数 和 （ ）存在 3 个交点时，常数 a 的范围是：

3. 曲线 )0(22 >= ppxy 与圆 3)2( 22 =+− yx 在

第一象限交于 A、B两点，线段 AB的中点在直线

xy = 上，求实数 p的值．（精确到 0.01）
解:
由题意，利用 TI-Nspire CAS 技术做出草图如图所示(随附的 tns 中可看到，但是由于技术条

件限制，仅能做出大概示意的草图，并不代表真实图形)：

知识逻辑得分 思维创新得分
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则原题目可以做如下的转化：

已知：圆 O 的方程为：

蓝色抛物线代表曲线： (p>0)交于圆 O于第一象限的 A,B 两点。红色直线方程为

y=x。线段 AB 的中点M 在直线 y=x 上。

求 p的值。

设M( ) A( , ), B( , )根据中点坐标公式可得：

………………………..①
由圆的方程可得：

根据韦达定理：

…………………………………..②
……………………………③

分别将 A,B的坐标带入②③，同时联立方程①，得到如下方程组：

利用 TI-Nspire CAS 技术对其进行求解，得（由于 y1,y2带有平方故有两组解，但是 p都是

一样的，由于分辨率缘故这里未能完全显示全部的解）：

故 p = 0.72。
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4. 已知方程： 1)55( )209(2 2

=×− ×−xx ．

（1）找到该方程的实数解；

（2）如何证明该方程没有其他实数解？

解: (1)设 t = , p = ，则 。

那么可能有以下情况:
① t = 1, p ； ② t 0, p = 0

解①得：

解②得：

综上，原方程共有 4个实根

(2)首先我们可以作如下函数的图像，观察交点数量的情况：

利用 TI-Nspire CAS 技术作图，如下图所示，可以发现仅有 4个交点：

这样就很好的证明了原方程根的数量有且仅有 4个。

实际上，如果对原方程两边同时取自然对数，化简可得：

则： 或 此时情况和（1）中的方程一样。

根据二次方程根的性质，最多存在 2+2 = 4个实根。

很明显，2个二次方程的判别式的值均大于 0.
故 2个方程一共有且仅有 4个实根。

证毕。

知识逻辑得分 思维创新得分
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5. 已知正方形 OABC，顶点 O，A，B 坐标分别为（0,0），（2,0）和（2,2）．M 是 CB 的中

点，N是 BA的中点．

（1）证明：OM和 CN垂直，垂足为 K，且 AK 的长度

等于正方形的边长；

（2）分别求出△CKM和四边形 OKNA的外接圆方程．

如果 H是这两个圆的第二个交点，请你分别用代数的

方法和几何的方法去证明直线 HK一定经过 B．
解：首先利用 TI-Nspire CAS 技术作出如下的草图（图 5-1）：

图 5-1
(1)我们利用 TI-Nspire CAS 技术直接测量角 的大小和 AK的长度（图 5-2）：

图 5-2
明显, 。 AK 的长度等于正方形的边长

题中命题得证。

下面再用代数方法证明：

由题可得直线 OM的斜率

直线 CN的斜率

则 故

AK =
AB = = 2
AB=AK AK 的长度等于正方形的边长

证毕。

知识逻辑得分 思维创新得分
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(2)由(1)可知：

则 CM是△CKM的外接圆的直径。

取 CM中点 P，则 P是△CKM的外接圆的圆心。

同理，ON是四边形 OKNA 的外接圆的直径。

取 ON中点 Q，则 Q 是是四边形 OKNA 的外接圆的圆心。

分别作出这两个外接圆，如图 5-3所示：

图 5-3
利用 TI – Nspire CAS 的测量功能，得出 P,Q,H的坐标如图：

明显，CP = 0.5

OQ =

那么，△CKM的外接圆圆 P的方程是 即

四边形 OKNA的外接圆圆 Q 的方程是 即

下面我们分别用几何方法和代数方法证明直线HK 一定过点 B：
几何方法证明如下：

连接 HK，KB。
利用 TI-Nspire 的测量技术测量 HKB 的大小（图 5-4）：
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图 5-4
可以看到， HKB = 180º即 HKB 是平角。

证毕。

代数方法如下：

根据点 H(0.5,1.5)、K(0.8,1.6)可得直线 HK 的两点式方程：

即 HK 方程为：x-3y+4=0

代入 B(2,2)：左边= 2-6+4 = 0 =右边，即点 B 在直线 HK 上

，证毕。

6．我们已经学习过反比例函数

x
xf 1)( = ，它有如下的图象性质:

函数 渐近线 对称中心

x
xf 1)( =

直线 0=x
直线 0=y

)0,0(

类比研究函数 )1,0,0(1)( ≠>>
+

= bba
ab

xf x 的图象性质：

函数 渐近线 对称中心

)(xf

知识逻辑得分 思维创新得分
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解：由于 f(x)为复合函数

根据初等函数的性质，我们可以对 b做如下分类：

可以分为： ①b > 1；②0 < b < 1 共两种情况。

先研究第一种情况的渐近线：

设 a = 1, b = 2：

利用 TI-Nspire CAS 技术作图如图 6-1所示：

图 6-1
可以看出渐近线是 y = 0 和 y = 1这 2条直线。

作出 y = 1 ,如图 6 – 2所示：

图 6-2
从图像上进一步证明了渐近线是 y = 0 和 y = 1这 2条直线

我们再利用极限证明：

图 6-3
故 a = 1， b = 2时 f(x)的渐近线是 y = 0和 y = 1 这 2条直线。

令 b保持不变，a改为 2，作图如图 6-3 所示：

可以看出第一条渐进线是直线 y = 0。

第二条渐进线我们猜测是 y = ,我们再作辅助线 y = 来验证我们的猜想(图 6-4)：
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图 6-4

可以看出渐进线的确是直线 y = . 利用极限计算如下：

故 a = 2, b = 2 时 f(x)的渐近线是直线 y = 0和 y =

下面我们保持 b = 2不变，令 a = ,作图如图 6-5所示：

图 6-5
第一条渐近线依然明显是 y = 0，第二条猜测为 y = 2. 验证如图 6 -6所示：

图 6-6
利用极限计算如下：
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故 a = ，b = 2 时 f(x)的渐近线是 y = 0和 y = 2。

令 a = , b = 3，同时作直线 y = 2,作图如图 6 – 7 所示：

图 6-7
同时取极限如下：

故 a = , b = 3 时 f(x)的渐近线依然为 y = 0和 y = 2。可以看出渐近线只和 a 有关，和 b取值无关。

综上，当 b > 1 时的渐进线是 y = 0和 y = 两条直线。

下面在第一种情况的基础上研究第二种情况的渐近线。

取 a = b = 作图如图 6-8所示：

图 6-8
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同时我们取极限如下：

可以看出，b取倒数以后函数 f(x)仅仅是单调性发生了改变

故 a = b = 时 f(x)的渐进线仍然为 y = 0 和 y = 2

实际上：

由 a > 0 , b >0且 b≠1可知 f(x) >0则 f(x)的一个极限为 0.

而 两边取倒数有 f(x) < 即 f(x)的另一个极限是 .

综上所述， a > 0 , b >0且 b≠1时 f(x) = 的渐近线是 y = 0 和 y = 。

下面我们来确定对称中心：

设对称中心是(m, n)。
那么点(x,y)关于(m, n)中心对称的点应该是(2m – x, 2n - y)且这个点在 f(x)上。

则有：y = ， 2n – y =

联立，得：2n – =

整理，得： + = 2n

即：2n = = =

=

然而，m, n均为常数，故最终化简结果不可能含有未知项。

观察上式，发现只有当 时才可以整个约分变成 1

那么有 ， 两边取以 b为底的对数，得： ，

即： ，

此时 2n = 即 n = 。

利用 TI-Nspire CAS 技术进行验证如下：

假设有点(x, )在 f(x)上，则尝试计算出(2m – x, 2n -y)是否在 f(x)上（图 6-9）：
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图 6-9
如图 6-9所示，第一个式子计算出 2n –y的值。

第二个式子计算 f(2m-x)。
通过第三个式子的 expand函数展开，发现 f(2m-x) = 2n - y，说明我们的计算完全正确。

综上，我们得出如下结论：

当实数 a,b满足 a > 0 , b >0 且 b≠1时

函数 f(x) = 具有如下性质：

渐近线是 y = 0和 y = 两条平行直线，对称中心是点 ( )。

B 卷
本卷共 2 道题，每题 10分，共计 20 分.

7．已知两个不同的正整数 x和 y，且 yx > ．

⑴找到 x和 y，使其平方差是21；
⑵找到 x和 y，使其平方差是329509；
⑶是否存在满足条件的 x和 y，它们的

平方差是210？证明你的判断．

解:
对于题目所给的问题，转化如下：

给定一个正整数 n，求正整数 x, y,使 。

则最终问题应为：给定 2个正整数的和与差的乘积，求 2 个数。

设方程组（a，b 为正整数常数）：

解方程组可得： ，明显有 a > b。

知识逻辑得分 思维创新得分
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那么可以设计算法如下(伪代码,C 语言风格)：
//开始

个数 = 0
输入 n;

for (i= 1; ; ++i)
{

if(n可以被 i 整除)
{

a = n / i;
b = i;
if(a 和 b的奇偶性相同)
{

x = (a + b) / 2;
y = (a - b) / 2;
if(x不等于 y)
{

输出 x,y;
个数增加 1;

}
}

}
}
if(个数是 0)输出“无解”;

//结束

这个算法原理是试图穷举所有合法的常数 b，如果找到合法的常数 a，就试图得到符合要求

的 x与 y并输出。然后统计 x 和 y 的个数，如果是 0 就说明没有找到。

下面对这个算法的正确性给出证明：

首先 显然是成立的。

下面证明 b的范围是 :
，

，

则由 可得

所有我们只需要在 b的范围内穷举 b，而 a 可由 a*b=n计算得出。

但是因为 x 与 y 是正整数，根据

只有 a 和 b奇偶性相同即当 a 和 b 全为奇数或全为偶数时，a 与 b的和以及差才可以是一

个偶数，这样才可以保证 x 和 y 是正整数（很明显，奇数不能被 2 整除）。

而这个算法只有在找到解的情况下我们才给个数增加 1。个数的初值是 0，如果穷举完毕以

后个数仍然为 0，那么就说明不存在符合条件的 a 和 b。
也就是说，不存在符合要求的 x与 y。
证毕。
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另外，对这个算法的性能上的部分改进是：当 n为奇数时，我们只需要在奇数范围内找

b，因为奇数不存在偶因子。

下面进行对该算法时空分析：

由于我们只用了一个计数循环，该算法的任何情况下的渐进时间复杂度（我们确保输入的

正确性）可以估计为：

O ( )，其中 n 表示数据规模。

也就是说这个算法是一个对数级别的算法，能够很快的收敛到解，具有一定的应用价值。

由于仅仅使用了少数几个变量和一个输出内容的缓冲区，空间的开销可以忽略不计，也可

以近似为 O(1)。

我们可以采用 TI-Nspire CAS 技术内置的 TI – Basic 语言对这个算法进行实现：

但是 TI – Basic的效率十分低下，如果数据稍微大一些（比如说一个十位的正整数），在

TI-Nspire CX –C CAS 上的运行时间超过 10 秒甚至 1分钟。

所以我们改用效率更高的 Lua语言进行实现（这里只写出主体代码，完整源代码参见随

附的 7.lua文件,含注释）：



20

行求解：

(1) 输入 21输出为（图 7-1）：
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图 7-1
故 n = 21时,一共有 2组解：

① x = 11 , y = 10
② x = 5, y = 2
(2) 输入 329509 输出（见图 7-2，由于输出较多一个屏幕显示不下。这里给出存储的

answer变量的结果，以便可以在一个屏幕中显示）：

图 7-2
故 n = 329509 时，一共有 4组解：

① x = 164755, y = 164754
② x = 3853, y = 3810
③ x = 2125, y = 2046
④ x = 1747, y = 1650

(3) 输入 210输出（图 7-3）：

图 7-3
说明 n = 210时不存在符合要求的 x, y。有关证明已经在算法的正确性中讨论过，此处不再重

复证明。
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8．长度为 l的梯子靠在墙上，梯子底部离墙的距离为a )0( la << ，一个冒险者站在梯子的

顶端，如下图所示．当冒险者在梯子的顶端时，梯子的底部开始以稳定的速度v滑离其初始位

置，造成梯子的下降．假设梯子一直紧靠着墙，试用代数及图形的方式来描述冒险者随着梯子

下降的路径，并由此决定在什么时候，冒险者跌落的速度最快．

解:
结合实际情况，可能有如下可能：

梯子草图如图 8-1所示：

图 8-1

人可能站在①处，也可能站在②处。故可分为 2种情况：

(1) 站在①处时，由于①处为挡板，在梯子运动过程中人相对于梯子是静止的。

(2) 站在②处时，可将梯子视为刚性板状物体，人站在上面滑下的同时梯子也滑动。

下面我们先来讨论(1)
根据题目中“梯子一直紧靠着墙”可知，在(1)这种情况下人应该是随梯子顶端一

起运动。

如果设题中图片中的墙角处为原点，建立平面直角坐标系。那么人运动的轨迹方程应该

可以看作是直线 x=0（图 8-2）

知识逻辑得分 思维创新得分
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图 8-2

由于梯子和人具有共同的速度，并且梯子是匀速的，所以当人和梯子共同运动到墙角时，

人有最大速度为 v。
下面我们来着重讨论(2)：
为了便于分析，我们假设梯子是光滑的。

设人所受重力为 G，支持力为 N,合力产生的加速度为 A,从运动开始经过的时间为 t，人的

合速度是 ，重力加速度为 g。

那么我们可以做出图 8-2所示的受力分析图：

图 8-2
根据物理学知识可知： A =
按照如图所示的坐标系对合加速度 A 进行正交分解，

则设 x轴方向上的加速是 y 轴上的加速度是

那么有:

而 ,

那么加速度 A和时间 t 的关系是：

A =

由物理学知识可知，速度 与时间 t的图像的斜率就是加速度。故 A-t关系为 -t 关系的导

函数。
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那么可利用不定积分求出原函数，即对进行积分，利用 TI-Nspire CAS 技术计算得(图 8-3)：

图 8-3

即 -t关系为:

由于在运动过程中,梯子与水平面夹角 不断减小，而 必须为锐角，那么 A = 为减函

数，但是恒有 。故整个人的运动是加速度不断减小的加速运动。

所以 -t关系是增函数。

而 t 的极限值应该是最终梯子完全横放在地上时的值，即：

将此极值带入 -t关系，利用 TI-Nspire CAS 技术计算可得(图 8-4)：

图 8-4

所以 在情况②的最大速度是：

下面我们来求轨迹方程：

根据物理学知识可知：位移 S 与时间 t 的图像的斜率是速度 v，同时速度与时间的图像的斜

率是加速度。

因此，可以分别对 x轴方向和 y轴方向上的加速度分别进行两次积分，得出这 2 个方向上位

移与时间的关系(图 8-5):

图 8-5
利用 t作为参量，可以直接利用 x和 y轴方向上位移的方程可设参数方程如下：
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用 TI-Nspire CAS 技术作草图如图 8-6所示(为了能显示出图像我们对题中常数 g,l,v,a进行了合

理的赋值处理)：

图 8-6
很容易看出，轨迹也符合实际情况——人的运动是加速度不断减小的加速运动。
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C 卷
本卷共 2 道题，每题 10分，共计 20 分.

9．饮料罐设计

某个饮料罐的容积大小为 330毫升．这种罐一般是高度约 115 毫米，直径约 66毫米，

这样的一种标准尺寸，是否就是最优的设计呢？

（1） 请计算出你认为的最佳尺寸．列出你的任何假设，并解释你的方案为什么正确；

（2） 如果标准尺寸不是最佳的，请解释为什么现在仍然被采用．

解：(1)一般的，饮料厂生产饮料的成品，体积是一定的。

也就是说，如果仅考虑成本，在饮料体积一定（饮料本身成本一定）的情况下，包装成本

要尽量的低。

而且为了便于抓持，一般大体上设计都是圆柱体。同时由于圆在等周长的平面图形里面面

积最大，相对也会节省材料。

从最低成本的角度来看，应该在保证体积不变的情况下，所用材料最省。

故题目可以转换为：

如果一个圆柱体体积是 330立方厘米，当半径及高为何值时，体积最小。

设半径为 r,高为 h（以下基本单位均为 cm，面积和体积也是以 cm为基准）

那么有：

= = 330

则：S = = =

= = 3

即表面积 S 存在最小值

如上图所示，利用 TI-Nspire CAS 技术可求出当 S 取最小值时，r 的近似值为 3.74494(负根

不符题意，因为长度不可能是负数，舍去)。
带入 = = 330可得此时 h = 7.48987
以上长度单位均为 cm,换算成mm大约为:
高度 h = 74.9mm,直径 d = 74.9mm。

故理论上的最佳尺寸应该是高度 h = 74.9mm,直径 d = 74.9mm的圆柱体饮料罐，此时能保

证用料最省。

知识逻辑得分 思维创新得分
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（2）下面讨论为什么采用标准尺寸而不是最佳的尺寸。

首先我们应该联系实际，饮料罐在很多情况下是用手持去饮用。

所以设计需要考虑到抓持的便利性和舒适程度。

而：74.9-66 = 8.9(mm)接近 1cm的差距会让饮料罐不太好抓持。

而且实际的饮料罐为了便于存放经常是多个摞起来，所以底部需要设计成凹陷进去的样式

以增强稳定性不至于轻易倒塌从而充分利用空间。

这也就是为什么采用标准尺寸计算出体积理论上是：

而不是标称的 330ml 的缘故。

所以采用了牺牲直径换用比较高的高度的设计。从而能够在保证在容积一定的同时，更便

于存放与抓持，充分满足实际需求。

10．过山车挑战

过山车（Roller coaster，又称为云霄飞车），是一种机动游乐设施，常见于游乐园和主题乐

园．一个基本的过山车构造中，包含了爬升、滑落、倒转等．过山车是一项富有刺激性的娱乐工

具，那种风驰电掣、有惊无险的快感令不少人着迷，过山车虽然惊悚恐怖，但却是非常有安全保

障的设施．

你的任务是设计一个超炫的过山车，至少使用 5个函数模型，从以下 5 个类型中选择：

①一次函数；②二次函数；③三次或四次函数；④指数函数；⑤三角函数．

设计要求：

（1） 为了简化问题，过山车只要求设计成平面图形；

（2） 你可以使用任何这些函数类型超过一次，但在你的最终解决方案中，必须包含以上所

有不同的函数类型．您也可以用参数方程来表达你的解决方案；

（3） 虽然是令人兴奋的乘车需要，它也必须是安全的．这意味着，每个不同的函数图形之

间的过渡必须是平滑和连续的，你必须仔细地证明每个过渡达到了这个要求；

（4） 过山车的总长度不得超过 500 米，最大高度小于 120米；

（5） 必须提交一个 tns 格式的图形文件，动态的、清楚的来描述一件事：你的模型是如何

满足以上所有要求的．

解:
首先，规定坐标系中 1 个单位长度为 1 m，以直线 y = 0即 x轴作为地面。

为了充分保证安全，设计时所有曲线之间均采用同时与 2条相邻曲线相切的线段进行连接。

函数列表如下:

知识逻辑得分 思维创新得分
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由于部分表达式过长，具体解析式及定义域请参看随附的”10.tns”文件。

以上函数及参数方程中：

f1 属于辅助函数，用于确定高度范围。

3个参数方程均为圆，而且明显与 y = 0 相切。

f2 为 3次函数，f5为指数函数，f7 为二次函数，f3、f8 均为正弦函数。

f4、f6、f9 均为线段，且均是其中几个函数的切线，起连接作用以保证平滑的过渡。为了保证安

全，每条线段的长度比刚好相切的长度稍微长一些以保证安全。

整体的定义域是: 明显整体长度小于 500m

值域是: 明显高度小于 120m

整个过山车的起点是 f2的最高点,终点是在 f8 的最高点。
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从整个路线来看，过山车出发点具有足够的高度，根据物理学知识，过山车具有足够的能量，可

以充分转化为动能获得足够大的速度。

而最后一段 f8 设计成上升是为了消耗多余的动能使过山车能停下，但是上升高度没有起点高是因

为考虑到整个过程中过山车存在能量的损耗。

f8 之前的几段是一个相对缓慢爬升的过程，然后急速下降为最后一次爬升提供足够的动能，同时

最高点比终点高度高一些确保最后可以到达终点。。

3个圆形轨道则是考虑到过山车基本都有倒转的过程而设计，但是 3个圆半径依次减小是为了保

证每一处均可以完全通过防止发生危险。因为实际可能存在能量损耗。

最终图形如下：

整体效果图：

局部效果图：
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下面证明过渡是平滑和连续的：

过山车是从 f2 的最高点出发的，那么我们就按照过山车的路线依次证明每个过渡是光滑

和连续的，同时说明运行的路线。

以下计算均采用 TI-Nspire CAS 进行。

首先,f2是 3次函数明显只有 1 个零点(图 10-1)：

图 10-1
然后我们计算一下 f2 在 x= -75时的斜率(图 10-2)：

图 10-2
即和 y = 0斜率相同。明显(-75, 0)在 y = 0上，故 y = 0是 f2的切线，切点为零点。

故此处过渡连续且光滑。

然后通过一段距离后，依次通过由 3个参数方程构成的圆(图 10-3)：

图 10-3
3个圆圆心坐标从左到右依次是：(-50, 20) (0, 15) (40, 10)
而半径分别是:20 , 15, 10。即圆心到 y = 0的距离均等于各自的半径。

故 y = 0是 3个圆的公切线。故此处过渡连续且光滑。

通过 3个圆后，过山车继续在 y = 0上运行一段距离后来到 f3(图 10-4)：
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图 10-4

而 f3取最小值时，有：

根据三角函数性质，明显 f3与 y = 0相切。

过山车接下来继续运行在 f3 上，然后到了 f3与 f4的连接处(图 10-5):

图 10-5

下面计算函数 f3在最高处的斜率及直线 f4 的斜率(图 10-6)：

图 10-6

结合图像,明显 f3 的最高处的斜率和 f4 斜率相同。

故此处过渡连续且光滑。

接下来过山车继续运行至 f5(图 10-7)：



32

图 10-7
同样的计算 f5 最低处的斜率(图 10-8)：

图 10-8
即此处 f4和 f5 斜率相同。

故此处过渡连续且光滑。

接下来运行到直线 f6(图 10-9)：

图 10-9
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同样的，计算 f5最高处与 f6的斜率(图 10-10)：

图 10-10

即此处 f5和 f6 斜率相同。

故此处过渡连续且光滑。

接下来运行到抛物线 f7(图 10-11):

图 10-11
采用同样方法计算斜率(图 10-12):
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图 10-12
即此处 f6和 f7 斜率相同。

故此处过渡连续且光滑。

接下来运行至直线 f9(图 10-13):

图 10-13
采用同样方法计算斜率(图 10-14)：
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图 10 - 14
由于表达式过于复杂，可能在内部连续计算过程中累计了误差。故结果存在极小的误差。

但是由于误差为 这样一个极小的值，因此可以忽略不计，认为 f7 和 f9 在此处相切。

故此处过渡连续且光滑。

接下来过山车来到 f8(图 10-15)：

图 10-15

同样计算斜率(图 10-16)：

图 10-16
同前面 f7和 f9 的情况一样，计算出现了误差，但是误差为 这样一个极小的值，因此可

以忽略不计，认为 f7 和 f9 在此处相切。

故此处过渡连续且光滑。

然后过山车在 f8上运行至最高点，到达终点。

证毕。


