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DEVELOPPEMENTS LIMITES

TI-Nspire™ CAS

1. Objectifs

e Découvrir la notion de développement limité.

o Utiliser des développements limités dans I’étude locale des fonctions.

o Les appliquer a I’obtention de I’équation de la tangente et a I’étude de la position relative de la courbe et de
sa tangente.

2. Etude d’un exemple : la fonction exponentielle

Développement limité a I’ordre 1

Exercice
a. Déterminer sous la forme y = b + a.x une équation cartésienne de la tangente a la courbe ( C ) d’équation
y =¢e" au point A d’abscisse 0.
b. On note g la fonction polynéme de degré 1 définie par g(x) = b + a.x.
Vérifier que I’on a f{0) = g(0) et /’(0) = g’ (0).
f(x)—g(x)
. :

c. On pose &(x) =

En utilisant le tableur de la calculatrice, conjecturer la limite en 0 de g(x).
Bilan : I’écriture f{x) = g(x) + x. &(x) est appelée le développement limité de f en zéro a I’ordre 1.

Développement limité a I’ordre 2

On souhaite poursuivre I’étude précédente en cherchant cette fois le développement a I’ordre 2 de f'en 0.
On pose A(x) =c + b.x + a.x?.

En s’inspirant de I’exercice précédent et afin que les courbes représentatives de /et de 4 « se ressemblent »
au voisinage du point A on impose les conditions suivantes : f(0) = #(0), /’(0) = #’(0) et f"’(0) = 2’ (0).

a. Ecrire le systéme d’équations & trois inconnues a, b et ¢ que permettent d’écrire les conditions imposées
ci-dessus et résoudre ce systeme.

b. On pose &(x) = L_zh(x)
X

En utilisant le tableur de la calculatrice, conjecturer la limite en 0 de &(x).

c. Afficher & I’écran de la calculatrice, dans un méme repére, les représentations graphiques des fonctions f
et h.

Bilan : I’écriture f{x) = h(x) + x2. e(x) est appelée le développement limité de f en zéro a I’ordre 2.
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Développement limité a I’ordre 3

En vous inspirant de la méthode mise en place dans I’étude précédente, reprendre les questions a), b) et c)
en les adaptant a un polyndme de degré 3.

Vérification a I’aide la calculatrice

Ouvrir une page de calcul, appuyer sur la touche
(catalogue) et sélectionner la fonction taylor.

Observer en bas de I’écran sa syntaxe :

Expr est I’expression de f(x),

Var est la variable utilisée,

Order est I’ordre du développement limité,

Valeur est la valeur de x en laquelle on cherche le
développement limité de /.

[] = Assistants activés

l | taylor(Expr, Var, Order [, Valeur])

La syntaxe est donc la suivante pour la question posée ici

taylori, e‘r,,\', 3, 0,.‘

3. Développements limités, cas général

Définition
On appelle développement limité en zéro a I’ordre » d’une fonction £, I’écriture :
Sx) = Pu(x) +x". &(x)

ou P,(x) désigne un polyndéme de degré » et ¢ une fonction de x telle que Iirrgg(x) =0.

Propriétés

1. La fonction polyndme x > P,(x) est une approximation de f{x) valable si x est voisin de 0.
2. Plus I’ordre du développement limité est éleve, meilleure est I’approximation.

3. Equation de la tangente a Cj, courbe représentative de f

Si flx)=agtaX +am®+asx’+ ... +a'x"+x". g(x),

y = ap + aiXx est I’equation cartésienne de la tangente a C,au point de C,d’abscisse 0.

4. Position relative courbe et tangente au voisinage du point d’abscisse 0
Afin de connaitre la position de la courbe par rapport a sa tangente pour x voisin de 0, on étudie le signe de la
différence fx) — (a0 + a1x) = a®+ asx* + ... + ax"+ x". &(x).

Le signe de cette différence est le signe de son premier terme non nul.

Casn°l:a,=0

Y 9 o
‘ ‘ 1

a, >0 : la courbe est située au dessus de sa tangente | a,< 0 : la courbe est située en dessous de sa tangente
au voisinage de x = 0. au voisinage de x = 0.
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Casn°2:a,=0

La suite dépend du terme non nul qui suit. On ne traitera ici que le cas ol as = 0.

az;>0 a; <0

lorsque x > 0, la courbe est située au dessus de sa | lorsque x > 0, la courbe est située en dessous de sa
tangente, tangente,

lorsque x < 0, la courbe est située en dessous de sa | lorsque x < 0, la courbe est située au dessus de sa
tangente. tangente.

3. Exercices
Exercice 1
Dans cet exercice, on suppose que le développement limité de f'est connu et que le coefficient a3 est non nul.

En observant les graphiques ci-dessous ou I’on a tracé la représentation graphique de f'et sa tangente au point
d’abscisse 0, quels renseignements peut-on tirer sur les coefficients ao, a1, a, et az dans chacun des cas ?

o /
; (o]

Exercice 2

On considére la fonction numérique f définie pour tout x réel par : f{x) =e* (- x +1) +1.
On désigne par C sa courbe représentative tracée dans un repére orthonormal.

1. Calculer le développement limité de f'a I’ordre 3 en 0.

2. En déduire une équation de la tangente & C au point d’abscisse 0 et la position de C par rapport a la
tangente.
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