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Forord

| en laengere arreekke holdt matematikleererforeningen en raekke velbesggte kurser i Barcelona med fokus
pa arkitekturen i Barcelona, og ikke mindst Gaudis banebrydende og spektakulaere arkitektur fra Barcelona
og omegn. Kurserne blev afholdt under saerdeles kyndig ledelse af Ivan Taftebjerg Jakobsen og Jesper
Matthiasen. Min kone Mette og jeg var selv sa heldige at fa lov til at vaere med pa et af kurserne, dog ikke
uden en vis dramatik: En islandsk vulkan Eyjafjallajokuld forpurrede luftrummet over Europa i 2010 og
umuliggjorde afholdelsen af det fgrste kursus, vi skulle have deltaget i. Ved den naeste gentagelse af kurset
faldt datoerne sa uheldigt at vi lige netop ikke kunne na at komme med pa grund af en anden rejse. Men
tredje gang var lykkens gang!

Ud over matematikleererforeningens kursus har jeg selv afholdt blandt andet studierejser til Barcelona. Sa
Gaudis arkitektur var et keerkomment og yndet tema i matematikundervisningen, ikke mindst nar det kom
til at belyse parablens rolle i arkitekturhistorien. | dette haefte udfoldes dette tema med stgtte fra TI-Nspire
CAS. Det muligggr en geometrisk tilgang kombineret med en symbolsk handtering af ligninger og
parameterfremstillinger, noget der klaeder Gaudis arkitektur.

Hvis man gnsker at supplere denne fremstilling med andre fremstillinger er der iszer to bgger jeg vil
fremhaeve:

| forleengelse af matematiklaererforeningens kursus udgav Ivan Taftebjerg Jakobsen pa
matematiklaererforeningens forlag den flot illustrerede og meget velskrevne bog

Antoni Gaudi: Geometrien bag arkitekturen

med en omfattende gennemgang af teorien bag Gaudis arkitektur, samt et vaeld af interessante
observationer og gvelser.

@nsker man at arbejde med en mere generel tekst om matematikkens rolle i arkitekturen vil jeg ligeledes
kraftigt anbefale

Helmut Pottmann, Andreas Asperl, Michael Hofer og Axel Kilian: Architectural Geometry,
Bentley Institute Press, 2007

Den ligger umiddelbart i forleengelse af det gymnasiale niveau og indeholder en glimrende paedagogisk
gennemgang af den matematik, der ligger bag moderne arkitektur. Her vil elever med en lille arkitekt i
maven kunne se, hvorfor al den matematik de overhovedet kan komme i naerheden af i gymnasiet er yderst

relevant for deres fremtidige virke ©.

Til slut vil jeg gerne takke Texas Instruments for gkonomisk stgtte til at deltage i
matematiklaererforeningens kursus.

Alle fotografier i dette haefte er private fotos. De kan nemt suppleres med de omfattende fotosamlinger,
der findes pa nettet og som kan findes ved at google lgs ©

Denne udgave af haeftet er skrevet til TI-Nspire CAS version 3.6.

Bjgrn Felsager, september2013
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Forste del: Kurver med fokus pa parabler og kadelinjer

Traditionelle buer til porte og lignende bliver udfgrt med cirkelbuer. Der er forskellige muligheder, fx
halvcirkelbuer (rundbuer), eller kombinationer af to cirkelbuer, fx spidsbuer udspaendt af en ligesidet
trekant:

-
- -
.............

Sadanne buer har vaeret benyttet til portabninger, vinduesrammer osv. i arhundreder i bl.a. kirkebyggeri,
hvor rundbuen er typisk for romansk arkitektur og spidsbuen er typisk for gotisk arkitektur.

Gaudi indfgrte imidlertid allerede fra sine unge dage, en helt ny type buer, der er inspireret af parabelbuer,
og derfor under et kaldes parabelformede buer. Til dekorative formal brugte han egentlige parabelbuer,
men til strukturelle formal brugte han omvendte kaedelinjer, der har en endnu bedre stabilitet. Gaudi var
ikke den eneste spanske/catalanske arkitekt, der anvendte de parabelformede buer. Det gjaldt ogsa mange
af hans samtidige kolleger, der som Gaudi fulgte modernismens strgmninger i arkitekturen. | de fglgende
afsnit kigger vi derfor bade pa geometrien bag parabler og kaedelinjer og ser typiske eksempler pa deres
anvendelser i buer og hveelv.
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1. Parablen kommer pa banen

1.1 Det nye hvaelv
Gar du tur i Barcelonas gader vil du falde over de karakteristiske hvaelvede dgre, som den fglgende fra
Carrer del Concili Egarenc i de nordlige forsteeder af Barcelona.

Du kan selv finde dgrabningen med Google Earth, da Barcelona selvfglgelig ogsa er blevet
gennemfotograferet af Google!

Her ses gadehjgrnet fra siden i Google Earths gengivelse: Det er dgrabningen lige bag ved damen!

4
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Spgrgsmalet er sa om du kan genkende kurven? Det er da neertliggende at forsgge sig med en parabel. Har
du ikke prgvet fgr, sa dbner du nu for TI-Nspire CAS og lukker et graf-vaerksted op. | dette graf vaerksted

indszetter du et billede af dgrabningen;

T

Billedet kan godt se lidt skaevt ud, men vi forsgger os med en parabel, idet vi fgrst tillemper
koordinatsystemet ved at traekke i koordinatplanen, sa Origo flyttes op til den gverste kant af hvaelvingen:

10

Derefter treekker du forsigtigt i parablens grene og forsgger at tilpasse den til dgrabningen. Konklusion?
Parablen er en standardgraf, som du kan traekke i for at tilpasse den. Du kan enten traekke i parablens
toppunkt, hvorved du forskyder den, eller du kan traekke i grenene, hvorved du spreder eller samler de to

grene, inklusive at du vender og ned pa parablen.
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Det er den simpleste made at afggre visuelt om du kan modellere med et andengradspolynomium. | dette
tilfeelde vil du nok veere lidt skuffet: Det ligner ikke rigtigt en parabel:

rio 10

£1(x)=-0.67- x2

10

f1(x)=0.67-x2

Vi kan da forsgge os med et simpelt fjerdegradspolynomium af formen y=a-x* + b-x> + ¢, hvor vi har

erstattet x med x? i forskriften for andegradspolynomiet. Laeg maerke til at det giver et
fierdegradspolynomium med en graf, der er symmetrisk omkring y-aksen. Vi modellerer nu geometrisk ved
at indskrive funktionen f2(x)= f1(x*) og sa traekke i den bla graf, hvorved den rgde graf fglger med.
Konklusion?
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10,05 9.95

2(x)=f1(x2)

(x)=0.043- (x+2.14)2+0.2

Det er straks bedre, men det er til gengaeld langt sveerere at styre modelleringen, idet vi denne gang ogsa
skal forskyde den bla parabel ved at treekke i toppunktet i stedet for blot at vippe grenene.

Vi skal tydeligvis have fat i nogle nye ideer til modellering! Vi kan da fx vende os mod regressionsmodeller,
hvor vi lader TI-Nspire CAS regne pa det bedste polynomium. Vi skal da have foretaget en opmaling af
dgrabningen. Det kan fx ggres saledes:

Vi indszetter et punkt og hgjreklikker pa det for at male dets koordinater:

F10.14 9.86

Ved at hgjreklikke i x-koordinaten kan vi nu vaelge at lagre den som variablen xvar. Tilsvarende veelger vi at
lagre y-koordinaten som yvar. Derefter opretter vi en ny side med et regneark:
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A xkor

=capture(xvar,0) . =capture(yvar,0) |

= ykor

] ( H ) K
s E [ [ I 1 2 I n

td
1

L 1

| regnearket opretter vi nu sgjler xkor og ykor, der skal rumme vaerdierne af koordinaterne. Vi opretter
derfor manuelle malinger af xvar og yvar som vist - du kan fx oprette malingerne ved hjalp af data-menuen
eller ved simpelthen at indskrive procedurerne som vist. Men laeg maerke til at der ikke er tale om
matematiske kommandoer, idet de ikke kursiveres! Flyt nu forsigtigt rundt pa punktet idet du for hver ny
placering taster CTRL . (dvs. Control Punktum), som er den kommando, der udlgser malingen!

A oxkor

| =capture(xvar,0) [

= ykor

=capture(yvar,0) |

] ( H ) K
.L E = G | J [

td
1

'3.81158[

-3.55229
-3.03371|
-2,20398
-1.27053|

-0.492653
0.008643

1.01124|
1.9274|
2.92999
3.203
3.46586|

-9.74071|
7.1478)

~4.36474

-1.82368|
-0.509939

-0.085073

0.008643
-0.319793

=1.44338

-4.74503|
“7.68366

-9.86171

a1 =38115816767502

Du kan fa dataserien at se ved at oprette et punktplot, idet du skifter graftype og afsaetter xkor ud af x-
aksen og tilsvarende ykor op af y-aksen. Men du kan selvfglgelig ogsa oprette et diagram og statistik-
veerksted, hvor du afbilder xkor ud af x-aksen og ykor op af y-aksen. Det ggres hurtigt og elegant ved at
svaerte de to sgjler til (klik fx pa titelbogstavet for oven i sgjlen og derefter pa pil op, hvorefter du holder
SHIFT ned for at vaelge mere, hvilket ggres ved at taste pil til hgjre: du kan nu vaelge hgjreklikke i de
markerede sgjler og veelge hurtiggraf fra data-menuen).

© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS
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1
F10.14 9.86
LA~ xkor (=] |E i
= =capture(xvar,0) =capture(yvar,0) | L
1 -3.81158 -9.74071 T e
2| -3,55229 -7.1478 @
3 -3.03371 -4.36474 °
4 -2.20398 -1.82368 °
5| -1.27053 -0.509939 ™
5 -0.492653 -0.095073
7 0.008643 0.008643
8| 1.01124 -0.319793
s 1.9274 -1.44339 ™ °
10 2.92999 -4.74503 5 @
1| 3.293 -7.68366 =
12 3.46586 -9.86171
13| ¢
14
15 @
16I [ @
17 -
18
19‘
20
21 =104 @ °
2| [ U
< I 13| T T T T T T T T T
@xkor -4 ] =2 -1 m? 1 H 3 4

Sa er vi klar til modelleringen! Vi prgver da med bade et andengradspolynomium og et
fierdegradspolynomium. Tilfgjer vi residualplot kan vi bedre vurdere kvaliteten af modellen. Ved
andengradspolynomiet seer vi da tydelige afvigelser pa op til 1.5 samtidigt med at vi ser en tydelig
systematisk variation af residualerne

D L e L e B . ]
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kot

esicual

-104

0.8

0.4

009

-0ad

0.8

-124

=18

TO1T08547 1740 206064 x40 672033

L]

Modellering med andengradspolynomier

Ver

Residual

o4

ba0.046714 x*+0.043

5+ 0.106491 240 1789

A+0.130272

Madellering med fjerdégradspolynomier

Ved fjerdegradspolynomiet er residualerne fire gang sa sma. Der er en vis asymmetri, men vi kan fjerne den
ved at bruge det samme trick som fgr, idet vi i stedet kan modellere med et andengradspolynomium som
funktion af xkor?. Prgv selv, det ser sddan ud:

Aasitual

104

084

004

084

124

184

ad

o
+-0 366405 x40 129194

whar

-2

-84

filx) = stat. Re gEqnfL\'z]

Sa vi ser at et andengradspolynomium ikke er den rigtige model for de karakteristiske dgrhveelvinger. Det
gar straks bedre med et fjerdegradspolynomium, men det er svaert at forestille sig at arkitekterne virkeligt
skulle foretraekke symmetriske fjerdegradspolynomier, sa vi skal nok finde den rigtige model et helt andet
sted. Det vender vi tilbage til. Men her spgrger vi bare om vi slet ikke kan finde rigtige parabler i
Cataloniens arkitektur? Det kan vi selvfglgelig godt, men det er ikke sa nemt hos Gaudi om end vi skal se

© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS
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nogle spektakulaere anvendelser senere ©. | stedet skal vi drage ud i omegnen og se pa nogle af hans
samtidige arkitekter, der ogsa var optaget af et nyt moderne formsprog.
Der er to oplagte udflugtsmal uden for Barcelona, hvor man kan se pa parabelarkitektur:

1. Man kan besgge Cordorniu, det catalonske center for fremstilling af Cava som, hvis der ikke er
franskmaend tilstede, man kan opfatte som den spanske variant af Champagne! Hovedkvarteret er bygget
af den spanske arkitekt Josep Puig i Cadafalch i perioden 1895 til 1915:

Al Parellads  SantEsteve | EEER | Bellaterra ¥V N\ '
| A Sesrovires i i HUD'S f-;.f::'r'""Cerdani'mEl J
! i libish F = del Valles) Bloiicacs
| Manﬂrﬂ o e gl "’ [Sant:Cugat 'le [A-17]
| Can Sant Lioreng "':'-'ﬂ""“&“‘\"-r.; Mira-sol | del Valles b N
| Formi d'Hortons - b { raione
| -~ 1 2  Valldoreix} W
| - Castellvi d N 4 4 T B
i Lrl prastelivide Sant Andrey orre Bargl g
| - Tomelavit _ et FiUSEDES de la Barca’ Eﬂ
o ElPapiol b Horta - — o .
.| F i | — g . r
| Sant Sadurni- = Eﬂ\ Guinardd =3
i dAT’gI‘,E_i,_-:*-——’" |‘L|:|.rt;‘era Eeerontneds ;I:;iioitns b
. obregat 104INs NediE
| 1?’ o . de Rei Sarria -
f 2an Rigol LY Sant Gervasi Sant M
‘ cervelo” sant ‘u"il:er;\t
| " Sant Pau Vallirana dels HUﬂS-'-:l. Sant Just
| =/ F d'Ordal % Deave_rr‘,{’_u_--dLES Corts Barcelona
| La Granada O . T . 'B-10|
| { Sagi SR Hospitalet Jardi Botanic
| | ; ESpI !
| J primyorog B Torrelles de : de Llobregat de Barcelona
E Jlesa de Liabregat .
im.i:l:_ql. Saiiaier g Sant Boi de ywy i,
1e ?,5 Llobregat 3 Litoras Puerta de
= Begues EETIE| Prat de Barcelona
i Vs Llobregat i 1%
| A ’ Viladecans %ﬁa -
Olivella £ E_
o Gava J =il 0 e
ferdola 5 /,,-' Delta del ‘é %
| |pﬁil_| ; c ||def¥|f e g
z aste els ; o g
REX — Garraf S ,? %!
I i
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Her er et par smagsprgver:

@velse 1.1
a) Prgv nu selv om du kan finde nogle parabel-hvalvinger i Cordorniu ©

14
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2. Man kan besgge Masia Freixa i Terrassa, som er det mest yndige parabelhus man kan forestille sig —
Matematikkens svar pa pandekagehuset i eventyret om Hans og Grete. Det var oprindeligt et privat hus
bygget af arkitekten Lluis Muncunill i 1896 og udbygget i rene 1907-1914.

—

I
|

T A

Vi I'algl,lFI'H
Palau-=olita
1 i Plegamans
@ %
=T Ty Terfassa = El Poblenou d
Viladecavalls —— 4
-‘I:n\.";-.-.'-"'m_—:.-_}_ Sahﬂde" ‘_-_':___-_':-"I';g'iﬂ\?r
W \ \ { |
| Ullastrell |-_I_F.'.-'- Fomts ‘i:; g .f'i
E 1 . g mFlondaj§
Rlgreta [;:!‘-?-. \, Barbera T g A
%, del Valles® -2 Lo ’;.,-
.= Rubi I,j Bellaterra .\‘_.,9' '\'.\_\\ r{; 5
% 5% =" Cerdanyola Lo
F  Wino L antcada
§ _ 7\ del Valles) ')
| Castellbisbal e ! [¥
Fgﬂarturﬂl = g \.Sant Cugat ![3
1 7 e, Mira-sol  fdel Valles W,
& 3 = i Vallbona |
= lﬂ. > ~ Valldoreixi )
|4 ; L ¥ \ noag B
astellvi de Sant-Andreu 4 ] Torre Baro! ':F
Rosanes de |la'Barca’y %
ElPapial X Horta - ..
} [ C-15] Guinardo e 5;_'{
‘|
nLrI”rI:;Eh“al £ Fontpineda -I"'l'-luiins. ;
abregat & = e
_ 3 de Rei Sarria -
Can Rigol B-24 A\ SantiGervasi Sant Mari
Carvelld A
sveld sant Viceng
Vallirana dels Horts | Sant Just
\ ' DesyerngmLes Corts Barcelona
L8 g i
5 ——y o a = 5_1_
SEBT o) SasoRater Jardi Botanic
ESPI
| : _I_lkm Torrelles de ? de Liobregat (=, de Barcelona
2 mil Llobregat

Sant Boi de pmy ..
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Her er igen et par smagsprgver:

Pvelse 1.2
a) Prgv nuselvom du kan finde nogle parabel-hvalvinger i parabelhuset ©

16
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1.2 Parablens og kadelinjens egenskaber

Parablen er som bekendt defineret som kurven med en ligning af formen y=a-x? i et passende valgt

koordinatsystem, hvor den har toppunkt i (0,0) og y-aksen som symmetriakse. Den kan ogsa karakteriseres
ud fra et braendpunkt og en ledelinje, men det er knap sa relevant for os. Vi vil senere i afsnit 1.3 skitsere en
simpel geometrisk konstruktion af parabler, der bygger pa parablens rekursive struktur. Her vil vi i stedet
fokusere pa en hovedegenskab ved parabler. Vi varmer op med en gvelse:

@velse 1.3:
a) Abn et graf-vaerksted og tegne grafen for prototypen g(x) = x
b) Opret en skyder for variablen k og tegn ogsa grafen for den almene parabel f(x)=k-x*
c) Opret et tilfeeldigt punkt P pd enhedsparablen y = x*. Opret halvlinjen gennem Origo(0,0) og
grafpunktet P. Konstruér skaeringspunktet Q mellem halvlinjen og den almene parabel y=k-x*.
d) Mal forholdet mellem lengderne OP og 0Q, dvs.OP /0Q . Trek i grafpunktet P. Traek i skyderen k.
e) Konklusion?

Saetning 1: Der findes kun én parabel
Alle parabler er ligedannede

Bevis: Hvis vi starter med enhedsparablen, dvs. grafen for kvadratfunktionen g(x)=x?, s vil grafen ved en

1
ligedannethed omkring (0,0) med multiplikationsfaktoren s overfgres i )‘(x)=$~g(£)=s-(£)2 ==.x°. Setter
s s s

1
vi s== fas netop den generelle forskrift g(x)=a-x*>. ©
a

Derudover kan vi parallelforskyde parablen. Bruges forskydningsvektoren {h,k} overfgres parablen til
grafen for forskriften f(x)=a-(x—h)* +k . | et almindeligt koordinatsystem hvor parablens akse er lodret er

parablen altsa karakteriseret ved en tre-parameter forskrift, hvor den ene parameter a kommer fra en
ligedannethed, og de to andre parametre h og k kommer fra parallelforskydninger. Endelig kan man
forestille sig at parablen drejes. | sa fald bliver forskriften mere kompliceret, og parablen er da faktisk graf
for to funktioner. Men det venter vi med at se naermere pa ©.

Szatning 2: Den generelle ligning for en lodret parabel
En lodret parabel med skalafaktor 1/a og toppunkt i (h, k) har ligningen y=a-(x—h)> +k .

\\ //

i
/

Bemeerkning: Parablens tangenthaldning er givet ved f'(x)=2a-(x—h)+k, dvs. den er linezer i det

vandrette stykke langs x-aksen, eller tilsvarende stykket langs den vandrette tangent i toppunktet. Parablen
kan bruges som en model for en bro, hvor al massen er koncentreret i det vandrette brofag, hvorfor
belastningen netop afhaenger linezert af stykket langs brofaget.

17
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Der findes imidlertid en anden kurve, kaedelinjen, som minder meget om parablen. Den er ogsa
karakteriseret ved tre parametre: En ligedannethedsparameter a og to forskydningsparametre h og k.
Slegtskabet mellem parablen og kaedelinjen bliver fgrste gang kommenteret i Galileis “Dialog om to nye
videnskaber”, hvor Galilei bruger keedelinjer til at tegne parabellignende kurver. Fgr vi ser naermere pa
dette vil vi preesentere kaedelinjen.

Udgangspunktet er grafen for den naturlige eksponentialfunktion exp(x)=e* med grundtallet e =2.718...
Denne graf er ikke symmetrisk, men den kan spaltes i en sum af to naert beslaegtede grafer, hvor den ene er
symmetrisk omkring y-aksen og den anden er symmetrisk omkring Origo.

Definition 1: Lige og ulige funktioner

e Huvis grafen for en funktion f(x) er symmetrisk
omkring y-aksen opfylder den betingelsen
f(=x)= f(x) . Eksempler er alle potensfunktioner med
lige eksponent: x*,x*,x°,... En sddan funktion kaldes
derfor en lige funktion.

e  Hvis grafen for en funktion f(x) er symmetrisk | P v=x
omkring Origo opfylder den betingelsen f(—x)=—f(x) '
. Eksempler er alle potensfunktioner med ulige
eksponent: x3,x>,x’,... . En s&dan funktion kaldes
derfor for en ulige funktion.

Vi gnsker nu at spalte den naturlige eksponentialfunktion som en sum af en lige og en ulige funktion:
€ = fige (X)+ fjge (%)

Der geelder derfor
€7 = fige (X + Fige (=X) = e (X) = fiige (X)

Leegger vi ligningerne sammen og traekker vi dem tilsvarende fra hinanden, finder vi derfor:

e’ +e™” e’ —e™”
-f/ige (X) = ’ f://ige (X) =
2
@velse 1.4:
a) Ggr rede for at den generelle opspaltning af en funktion f(x) i en lige og en ulige del er givet ved:
X)+ f(—x X)— f(—x
f,,-ge(X)=f( ) 2f( )' fu,,-ge(x)=f( ) 2f( )

b) Hvad bliver opspaltningen af et polynomium p(x), fx
p(x)=x>—2x* +2x>* -3?x* +3x-1 ?

Disse to komponenter af den naturlige eksponentialfunktion er sa vigtige i sig selv at de har faet tildelt
saerskilte navne:

Definition 2: Hyperbolsk cosinus og sinus

1 _
Den lige del af den naturlige eksponentialfunktion kaldes hyperbolsk cosinus, dvs. cosh(x)=;(ex +e7¥).

1 _
Den ulige del af den naturlige eksponentialfunktion kaldes hyperbolsk sinus, dvs. sinh(x):;(ex —e ).
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De er begge indbyggede i TI-Nspire CAS, sa vi kan nemt tegne graferne:

-3.52

Vi ser da at grafen for cosh(x) er parabellignende, og at den asymptotisk ligner grafen for en
eksponentialfunktion: For store positive vaerdier af x, smelter den sammen med grafen for 1/2-¢e*, for
store negative veerdier af x smelter den tilsvarende sammen med grafen for 1/2-e7. Da de to hyperbolske
trigonometriske funktioner fremkommer ved en spaltning af den naturlige eksponentialfunktion gaelder der

e* =cosh(x)+sinh(x)

e =cosh(x)—sinh(x)
Vi leegger ogsa meerke til at da ¥ og e™ er indbyrdes reciprokke gzelder der:
1=e"-e™ =(cosh(x)+sinh(x))-(cosh(x) —sinh(x)) = cosh(x)* —sinh(x)’

Det er blot den fgrste af en lang raekke formler, der minder meget om de tilsvarende trigonometriske
formler, i dette tilfselde den pythagoraeiske identitet 1 =cos(x)* +sin(x)’.

@velse 1.5:
a) Visved at bruge reglerne for differentiation af den naturlige eksponentialfunktion at der gaelder:
cosh’(x) =sinh(x)

sinh’(x) = cosh(x)

Definition 3: Kaedelinjen
En kaedelinje er en kurve, der er ligedannet med grafen for den hyperbolske cosinusfunktion. Den generelle
forskrift for en lodret kaedelinje med skalafaktor a og toppunkt i (h, k) er derfor givet ved

f(x) =a-cosh(ﬂJ+k
a
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Vi er nu klar til at se naermere pa Galileis bemaerkninger om brugen af kaedelinjer til at tegne parabler.
Galilei gnskedeat tegne parabler uden brug af passer og lineal ved hjaelp af fysiske instrumenter. Pa den
anden dag i dialogen kigger han pa bjaelker af form som prismer og undersgger deres brudstyrker. Han
kommer da frem til at man kan skaere en del af prismet bort af form som en parabel og stadigveek have den
samme brudstyrke overalt i bjaelken. For at hjaelpe veaerktgjsmageren med at skaere det rigtige udsnit vaek af
prismet skal han derfor have tegnet en parabel pa prismets side FABX, hvor parablen har toppunkt i B. Han
foreslar da fglgende to metoder:

1) Man tager en messingkugle af stgrrelse som en valngd og lader den rulle pa et metalspejl, der
holdes naeste lodret. Messingkuglen vil da aftegne et tyndt parabelspor.

2) Man tager en kaede og haenger den op i to sgm, der sidder vandret ud for hinanden i en afstand
som netop er det dobbelte af prismets bredde. Man lader nu kaeden glide ned indtil hgjden af
kaedelinjen netop svarer til prismets leengde. Kaeden vil da omtrentligt have form som en parabel.

Mens den fgrste metode med den rullende kugle rent faktisk giver en parabel, sa vil den anden kun fgre til
en parabellignende figur, som vi nu vil undersgge naermere.

25 | ¥

(5,0)

-10

f1(x)=a- cosh(f)a- cosh(E)

a

1 gOT'T:S*)i'

-10.98
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@velse 1.6:

a)

b)

c)

Abn et graf-vaerksted og afseet et vilkarligt punkt P pa x-aksen med koordinaterne (b,0), hvor b er

prismets bredde. Afsat tilsvarende et vilkarligt punkt Q pa y-aksen med koordinaterne (0,-h),

hvor h er prismets hgjde. Prismets front svarer da til rektanglet udspzendt af punkterne P og Q. Vi

skal da forestille os at vi saetter spm i punktet P og dettes spejlbillede P’ (—b,0) pa y-aksen.

Ggr rede for at en kaedelinje gennem de to ssm P og P’ md have en forskrift pa formen
f(x)=a-cosh(x/a)—a-cosh(b/a)

Tegn grafen for denne kaedelinje med brug af en skyder for variablen a.

Tilpas skydervariablen a, sa kadelinjen gar gennem punktet Q.

Dermed har vi simuleret Galileis tegning af kaedelinjen pa prismets front. Det er imidlertid lidt bgvlet, at vi
skal spge os frem til den rigtige laengde af keedelinjen. Vi benytter derfor den fglgende variant til at fa mere
styr pa konstruktionen:

@velse 1.7:

a)

b)

Abn et graf-vaerksted og afsaet et vilkarligt punkt P i fgrste kvadrant med koordinaterne (b, h), hvor
b er prismets bredde og h er prismets hgjde. Prismets front svarer da til rektanglet udspzaendt af
Origo (0,0) og hjgrnepunktet P(b,h). Denne gang tager vi udgangspunktet i Origo som er
kaedelinjens toppunkt.

Ggr rede for at en kaedelinje med toppunkt i Origo og y-aksen som symmetriakse har en forskrift pa
formen

£(x) :a-(cosh(ﬁ)—1j
a
Vi skal altsa finde den parameterveerdi a, der sikrer at kadelinjen netop gar gennem P.
h
Tegn enhedskadelinjen y =cosh(x)—1 og bestem skaeringspunktet Q med linjen yzg-x, der

forbinder Origo med hjgrnepunktet P.

Bestem forholdet OP /0Q . Multiplikationen omkring Origo med forstgrrelsesfaktoren opP /0Q ferer
skaeringspunktet Q over i hjgrnepunktet P og vil derfor ogsa fgre enhedskaedelinjen over i den
spgte kaedelinje. Konstruer kaedelinjen som det geometriske sted drevet af et frit punkt pa
enhedskaedelinjen og dets billedpunkt ved multiplikationen.

Tegn ogsa grafen for kaedelinjen ud fra dens forskrift, idet skalafaktoren a jo netop er
multiplikationsfaktoren.

Tegn endelig grafen for den parabel y=k-x* der forbinder Origo med hjgrnepunktet P.

Sammenlign parablen med kaedelinjen, der forbinder Origo med hjgrnepunktet P. Konklusion?

Muligvis blev du skuffet, da du sammenlignede parablen og kaedelinjen, der forbandt Origo med
hjgrnepunktet, for der er normalt tydelig forskel pa de to! Men husk at Galilei ikke var specielt interesseret
i en eksakt tegnerutine, men i en praktisk tegnerutine, der kan anvendes umiddelbart af en almindelig
handvarker uden adgang til specielt udstyr. Galilei kunne sagtens konstruere en stribe punkter eksakt ved
hjeelp af passer og lineal, men det ville veere bade vaere kompliceret at forklare dette til handvaerkeren og
det ville ogsa vaere omstaendeligt, mens enhver god handvaerker ville kunne haenge en kade op og tegne
profilen af pa prismet.
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¥ ‘: | ‘X \
y=cosh(x)-1 | y=a- [cosh e
yzk-xz
P
£ (b,n)
ey OF _ a-1.62
oQ
OP=8.94 u
00=5.52
o Q: u
.
1 14.91
1.85

@velse 1.8: En simpel geometrisk konstruktion af en parabel som et geometrisk sted
Der er givet et rektangel ABCD. Undersgg nu den fglgende simple geometriske konstruktion af parablen,
der har toppunkt i det nederste venstre hjgrnepunkt A af rektanglet ABCD og som gar gennem det gverste
hgjre hjgrnepunkt C.
a) Konstruer diagonalen AC. Afszet et frit punkt P pa grundlinjen AB. Overfgr D
det frie punkt til diagonalen AC ved hjalp af den lodrette vinkelrette linje
fra P pa grundlinjen AB. Dem lodrette linje skaerer diagonaleni Q.
b) Overfgr diagonalpunktet Q til siden BC ved hjelp af den vandrette
vinkelrette linje fra Q pa siden BC. Den vandrette linje skeerer siden i R.
c) Forbind nu sidepunktet R med det nederste venstre hjgrnepunkt A og
konstruer skeeringspunktet mellem linjestykket AR og den lodrette
vinkelrette linje gennem P. Skaeringspunktet kaldes S.
d) Konstruer det geometriske sted for skaeringspunktet S drevet af det frie
punkt P. Ggr rede for, at der netop er tale om parablen med toppunkt i A
som har den vandrette side AB som tangent, den lodrette side AD som
akse og som gar gennem det sidste hjgrnepunkt C. A B

Men kunne Galilei sa vaere sikker pa at handveerkeren ikke kom til at skaere for meget af? Ja, det kunne han,
for han kunne eksperimentere sig frem til at kaedelinjen altid ligger uden pa parablen, dvs. under parablen,
indenfor prismet! Der galder altsa fglgende bemarkelsesveerdige seetning (som Galilei naturligvis ikke var i
stand til at vise, da han ikke engang kendte forskriften for en kaedelinje © - den blev fgrst fundet halvtreds
ar senere af bl.a. Bernoulli).

Saetning 3: Kaedelinje versus parabel

Hvis der er givet en kaedelinje og en parabel, med fzelles toppunkt og feelles akse sa vil keedelinjen hgjst
skaere parablen én gang pa hver side af aksen og pa stykket mellem toppunktet og skeeringspunktet vil
kaedelinjen ligge nederst.

Beviset er ikke helt simpelt!
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Bevis: Da parablen og keedelinjen begge er entydigt bestemt op til en ligedannethed er det nok at vi viser
saetningen for enhedskaedelinjen! Vi laegger enhedskadelinjen med toppunkt i Origo og y-aksen som
symmetriakse. Den har altsa forskriften g(x)=cosh(x)—1. En parabel med samme toppunkt og samme akse

har da en forskrift pa formen f(x)=k-x>. Hvis parablen ligesom kadelinjen skal ligge i fgrste og anden

kvadrant ved vi ydermere at k er positiv. Vi stiler nu mod at vise, at hvis keedelinjen starter med at ligge
over parablen til hgjre for Origo vil den vedblive med at ligge over parablen, dvs. der vil ikke vaere nogen
skeeringspunkter i fgrste kvadrant. Dette indtreeffer, ndr k <. Hvis kaedelinjen tilsvarende starter med at

ligge under parablen til hgjre for Origo, sa vil den skaere netop én gang i fgrste kvadrant. Dette indtreeffer,
nar k> 1. Fprst bemaerker vi, at kaedelinjen altid ender med at ligge gverst, da den asymptotisk vokser

eksponentielt! Dernaest bemaerker vi at bade keaedelinjen og parablen har toppunkt i Origo med vandret
tangent. Det bliver derfor krumningen/hulheden der afggr, hvem der kommer bedst fra start. Differentierer
vi to gange finder vi:

g"(x)=cosh(x) — ¢"(0)=1
f'(x)=2k — f"(0)=2k

Det viser for det fgrste at f har den stgrste hulhed i Origo, nar k>, dvs. parablen ligger gverst lige til hgjre
for Origo, ndr k>1. Men hulheden er konstant for parablen, mens den vokser ubegraenset for kaedelinjen.

Kzedelinjen svinger derfor ind over parablen, skaerer den og fjerner sig mere og mere fra den.

For det andet ser vi at kaedelinjen har den stgrste hulhed i Origo, ndr k <1, dvs. kaedelinjen ligger gverst
lige til hgjre for Origo, nar k <% . Men hulheden er konstant for parablen, men voksende for kaedelinjen,

dvs. kaedelinjen svinger hele tiden mere end parablen, og den svinger derfor vaek fra parablen og der er
derfor ingen skaering.

Hvis k=1 har de samme hulhed og vi ma derfor kigge pa de hgjere afledede for at afggre, hvem der

kommer bedst fra start:
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g"(x)=sinh(x) — ¢"(0)=0
f"(x)=0 - f"(0)=0
g""(x)=cosh(x) - g""(0)=1
f""(x)=0 - f"(0)=0

Sa vi skal helt frem til den fjerde afledede fgr der er forskel! Kaedelinjen har positiv fierdeafledet, mens
parablen har nul som den fjerdeafledede. Altsa er det kaedelinjen der kommer bedst fra start, og da dens
hulhed er voksende svinger den vaek fra parablen. ©

Toppunkt

skudvinkel

grundlinje

Det andet sted, hvor Galilei omtaler parablen versus kaedelinjen er den fjerde dag efter at have opbygget
tabeller for kasteparablerne, hvor han skriver:

”"Desuden ma jeg lige forteelle noget, som vil bade overraske jer og glaede jer, nemlig at en kaede, der
strammes mere eller mindre fglger en kurve, som med god tilnaermelse ligner en parabel. Dette
slaegtskab ses tydeligt, hvis parablen tegnes i en lodret plan og vendes pa hovedet med toppunktet i
bunden og grundlinjen stadig liggende vandret. For haenger man en kade op under grundlinjen med
enderne fastnet til de to yderpunkter for grundlinjen kan man ved at Igsne kaaden mere eller mindre
fa den til at bgje sa den tilpasser sig parablen; og ligheden er desto st@rre hvis parablen tegnes med
mindre krumning eller sa at sige mere udstrakt; sa hvis man bruger parabler med skudvinkel under
45° passer den naesten perfekt til parablen.”

@velse 1.9: Udfgr Galileis eksperiment! Indtegn gerne nogle forskellige parabler pa baggrund af et
koordinatsystem, sa du ogsa kan afleese koordinaterne til en serie udvalgte punkter pa kaedelinjen og
dermed kontrollere, hvor godt de passer med den forventede forskrift.

Ifglge Galilei er det altsa afggrende for hvor godt man kan tilpasse en kaedelinje til en parabel, at man
holder haldningen for parablen under 1.

Definition 4: Skulderpunkter og bugen for en parabel

De punkter, hvor parablen netop har haeldning 1 kaldes parablens skulderpunkter. Midtpunktet mellem
skulderpunkterne kaldes parablens breendpunkt. Parabelbuen mellem skulderpunkterne kaldes parablens
bug.

Galilei pastar altsa at sa laenge man holder sig til parablens bug, sa kan man tilpasse den med tilpas
praecision med en kadelinje. Det er selvfglgelig ikke et eksakt udsagn, men en tommelfingerregel som
Galilei altsa lagde stor vaegt pa.

@velse 1.10:
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a) Gor rede for at skulderpunkterne for en enhedsparabel y = x* er givet ved (-1,) og (¢,1), séledes
at bugen for enhedsparablen ligger pa stykket fra —1 til 2 som netop har leengden 1.

b) Ggr rede for at breendpunktet F (for fokus) er givet ved (0,1) . Den vandrette linje, der ligger
modsat toppunktet i samme afstand, dvs. y = -+ kaldes parablens ledelinje /. Ggr rede for at
punkterne pa parablen har samme afstand til breendpunktet og ledelinjen.

c) Gor rede for at skulderpunkterne for en vilkarlig parabel med lodret akse fremkommer som
skaering mellem parablen og linjerne gennem toppunktet med haeldning +1.

Ifglge den ovenstaende gvelse ser vi altsa, at der gaelder:

Seetning 4: Udstraekningen af parablens bug
Bugen for en vilkarlig parabel er indesluttet i et rektangel med en hgjde der kun er en fjerdedel af
grundlinjen.

Vi kan nu overfgre de samme begreber til en kadelinje:

Definition 5: Skulderpunkter og bugen for en ksedelinje
De punkter, hvor kaedelinjen netop har haeldning 1 kaldes keedelinjens skulderpunkter. Keedelinjebuen
mellem skulderpunkterne kaldes kaedelinjens bug.

@velse 1.11:
a) Ger rede for at skulderpunkterne for en enhedskaedelinjen y =cosh(x)—-1 er givet ved
(—In(~/2 +1),4/2 —1) ~ (~0.88,0.41) og (In(v/2 +1),/2 —1) ~(0.88,0.41), s&ledes at bugen for
enhedskaedelinjen ligger pa stykket fra —In(\/§+ 1)~ —0.88 til In(\/i+ 1)~ 0.88. Prgv ogsa om du

kan ggre rede for at buelangden for bugen netop er 2!
b) Ger rede for at skulderpunkterne for en vilkarlig kaedelinje med lodret akse fremkommer som

2-1
skaering mellem kaedelinjen og linjerne gennem toppunktet med haldning iszAT
n +

| fglge gvelsen kan bugen for en vilkarlig kaedelinje med lodret akse altsa med god tilnaermelse afgraenses
ved at tegne linjer gennem toppunktet med haeldning +0.5, praecis som det var tilfeldet for parablerne.

For nu at undersgge hvor god overensstemmelsen er mellem kaedelinjer og parabler vil vi tage
udgangspunkt i enhedskaedelinjen og se naermere pa bugen, dvs. stykket fra -0.88 til 0.88.

@velse 1.12:

a) Abn et graf-vaerksted og tegn grafen for enhedskaedelinjen y =cosh(x)—1 og marker bugen.

b) Abn et Lister- og Rregnearkvaerksted og opret listerne x_data:={-0.85,-0.75,...,0.75,0.85} og
y_data:=cosh(x_data)—1. Udfgr en andengradsregression pa de to lister og bestem derved en
forskrift for det andegradspolynomium, der bedst tilnaermer enhedskadelinjen pa bugen. Hvor
store er residualerne?

c) Tegn ogsa grafen for det approksimerende andengradspolynomium i samme koordinatsystem som
enhedskaedelinjen, sd man kan vurdere overensstemmelsen.

d) Konklusion?
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1.3 Kunsten at sy en parabel

Vi er nu klar til den vigtigste geometriske konstruktion af parabelbuer, der ogsa ligger bag Gaudis
arkitektur. Vi legger ud med nogle eksperimenter:

@velse 1.13: Parabelsyning
a) Konstruer en tilfeeldig trekant ABC. Del herefter de to sider AB og BC i lige mange dele, fx 8 dele. De

otte delepunkter nummereres Ay = A, Ay, ..., A7, Ag = B, henholdsvis By = B, Bj, ..., B;, Bs = C. Derefter
treekkes linjestykkerne A;B;, A,B,, ..., AgBg. Resultatet er en figur, hvor linjestykkerne tydeligvis
indkranser en faelles kurve. Jo flere punkter jo tydeligere figur ©

As=B=Bo

A=A C=Bs C

b) Det er ogsa nemt at sy den pagaeldende figur, idet man stikker en nél igennem delepunkterne og
forbinder delepunkterne pa tvaers af de to linjer pa forsiden af papstykket og pa langs af de to linjer
pa bagsiden af papstykket. Det er en forngjelig aktivitet savel med nal og trad som med et

geometriprogram ©

L e i
4
('
.IC/"
et
o
o
el
4A
N g
Ibw’j“ ;
.
e
%
&
.,
e
2 W
; = ;\.‘
# i
B

Den foregaende gvelse rejser umiddelbart nogle fundamentale spgrgsmal:

e Det ligner godt nok en parabelbue, men er det virkelig en parabelbue?
e Og hvilken rolle spiller siderne AB og BC? De kunne godt ligne tangenter til parablen, men er det nu

virkeligt tilfaeldet?

26
© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS



Hvis svaret er bekraeftende har vi en simpel konstruktion til at konstruere parabelbuen, der forbinder to
tangenter og dermed til at indskrive parabelbuer i trekanter (og videre herfra til at indskrive parabelbuer i
vilkarlige polygoner).

XA AT
e
SRS
ORI
XL
90000005
K%
XX
i
&

Vi fortsaetter vores eksperimenter med at laegge konstruktionen ind i et koordinatsystem. Vi kan da dels
prgve om man kan geette ligningen for den pagaeldende parabel ud fra tre saerligt peene punkter pa
parabelbuen og se om den passer. Dels kan vi prgve at finde en hel stribe punkter langs kurven og sa
forsgge sig med en kvadratisk regression.

@velse 1.14:
2 Som udgangspunkt for et sddant geet kan det betale sig at arbejde med en meget simpel

konfiguration i et koordinatsystem. Fx kan vi lade linjestykkerne ligge fra A(-8,8) til B(0,0) og fra
B(0,0) til C(8,8). Det ggr det nemt at afsaette delepunkterne og det giver anledning til en kurve, der
ligger symmetrisk omkring y-aksen.

{:-EK 5 , '_‘_-a
[-1.;?\" __-"’[l.l] :

w B|(0,d) ¥

b) Af symmetrigrunde ser det ud til at parablen skaerer y-aksen i 4. Find nu ligningen for den parabel,
der gar gennem A(-8,8) , T(4,0) og C(8,0). Hvordan passer den med indhylningskurven? Hvilke
tangenter har din parabel i A, T og C?
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c)

For at komme taettere pa parablen prgver vi nu at finde flere punkter pa parablen og sa se om de

passer med en kvadratisk regression. Vi konstruerer derfor fgrst de yderste skaeringspunkter
mellem sekanterne. Disse ligger ikke pa parablen som sadan, da parablen tangerer inde mellem
skaeringspunkterne. Vi tilfgjer derfor midtpunkterne mellem skaeringspunkterne som vist pa

figuren:

flo

-
»(8.8)

(6.6.25) 7" (7.7)

: E{b_u}

d) Prgv numed en kvadratisk regression om du kan finde en parabel, der gar gennem alle

midtpunkterne. Konklusion?

Pa basis af gvelsen kigger vi nu videre pa sammenhangen mellem parabelbuer og tangenter. Men vi vender
nu problemstillingen pa hovedet sa vi tager udgangspunkt i parablen i stedet for i trekanten. Da alle

parabler er ligedannede, kan vi ngjes med at undersgge enhedsparablen y = x*. Vi frembringer da

trekanten ABC ud fra to parabelpunkter A og C med tilhgrende tangenter, som skarer hinanden i det tredje

punkt B.

@velse 1.15:

a) Tegn enhedsparablen y = x> og afseet to tilfeeldige punkter A og C pa parablen. Konstruer de

tilhgrende tangenter t, og t.samt deres tilhgrende skaeringspunkt B.

b) Hvilken sammenhang er der mellem x-koordinaterne for de tre trekanthjgrner A, B og C?
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c) Konstruer den lodrette linje gennem B. Hvor skaerer den trekantens grundlinje AC? Hvilken linje i
trekanten er der sa tale om?
Szatning 5: To tangenter til en parabel
Der er givet en parabel med to tangenter t, og t., hvor A og C er rgringspunkterne. De to tangenter skarer

hinanden i et punkt B. Medianen fra B vil da netop vaere parallel med parablens akse, dvs. linjen gennem B
parallel med parablens akse skaerer grundlinjen AC i midtpunktet M.

Bevis: Da alle parabler er ligedannede kan vi ngjes med at vise satningen for enhedsparablen y = x>.
Tangenthzldningerne i de to parabelpunkter A og C er derfor givet ved 2x, og 2x.. Tangentligningerne
hgrende til rgringspunkterne A og C er da tilsvarende givet ved
Y=2x,-(x—x,)+ X, =2x,-x—X,’
y=2x.-(x—x.)+ x> =2x.-x—x.
Skaeringspunktet mellem de to tangenter har derfor x-koordinaten:
2X, X=X," =2x. X=X
2-(x, —x.) x=x,"—x2=(x, —x.)(x, +x.)
2-X=X,+X,
_XatXe
2
Heraf fglger netop, at den lodrette linje gennem B skaerer grundlinjen AC i midtpunktet M. ©

X

Vi kan nu konstruere successive punkter pa en parabel ved fortsat at "halvere’ trekanten, og derved skabe
parablens omrids ved at "traekke perler pa en snor’. Derved genskaber vi netop de samme figurer, som vi
brugte til at sy en parabel med 2, 4, 8, ... delepunkter pa siderne:

Tom L em

lem 1’;?7

@velse 1.16:
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a) Prgv nu selv om du kan tegne en parabelbue i en trekant ved at traekke parabelpunkterne som
perler pa en snor ©
Bemeerkning: Den ovenstaende rekursive konstruktion af parabelpunkterne med successive trekanter, der
hele tiden bliver 8 gange sa sma (malt pa deres arealer) som de foregdende har vaeret kendt siden den
graeske oldtid. Det er fx udgangspunktet for Archimedes beregning af arealet indesluttet i parabelbuen.

For at fa en kontinuert glidende konstruktion af parablen som et geometrisk sted udvider vi nu
konstruktionen og inddrager et tredje parabelpunkt R med tilhgrende tangent. Nar R glider langs parablen
svarer det netop til forbindelseslinjerne i syningen af parablen.

@Pvelse 1.17:
a) Tilfgj et tredje parabelpunkt R med tilhgrende tangent ¢, .

b) Denne tangent skaerer tangenten fra A i punktet P og tangenten fra Ci punktet Q. Undersgg
AP B
forholdet _B sammenholdt med forholdet B_Q ved at traekke i punktet R.

¢) Konklusion? Hvorfor viser det, at tangenten fra R netop fungerer som forbindelseslinje mellem de
to trekantsider i overensstemmelse med den made vi syede parablen pa i begyndelsen af afsnittet?

PR
d) Tilfgj nu forholdet 5 Konklusion? Hvad viser det om rgringspunktet for tangenten PQ?

Den ovenstaende gvelse udmgntes i den fglgende saetning:

Saetning 6: Tre tangenter til en parabel

Der er givet en parabel med tre tangenter t,, t, og t., hvor A, R og C er rgringspunkterne. De tre

tangenter skaerer hinanden i punkterne P, B og Q. Delepunkterne P, R og Q vil da dele de respektive
AP PR BQ

tangentstykker AB, PQ og BC i det samme forholdt =—=—= .
AB PQ BC

Bevis: Det er nok at bevise satningen for enhedsparablen y = x?, da alle parabler er ligedannede med
enhedsparablen. Endvidere er det nok at vise, at forholdene mellem projektionerne af linjestykkerne pa x-
aksen er de samme, da den retvinklede projektion bevarer delingsforholdene. Fra saetningen om to
tangentger til en parabel ved vi at x-koordinaten til skaeringen mellem to tangenter netop er
middelvaerdien af x-koordinaterne til rgringspunkterne, dvs. der gzelder:

P:XA-ZFXR , XB:XA-;XC, XQ:xRerxC
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Heraf fas:

XA+XR XR_XA
AP x,—x % X, —X
_Xp T Xa _ 2 __ 2 _Xr"%a
AB Xg =X, M—X Xe = X4 Xe = X4

A

2
Resten af beviset overlades til en gvelse ©

@velse 1.18: Afslutning af beviset!

PR B X, —X
a) Vis nu selv p&d samme made at der ogsa geelder PR_BA_ X=X, )
PQ BC x.—x,

Tem

Vi er nu endeligt fremme ved konstruktionen af parabelbuen som et geometrisk sted! Udgangspunktet er
trekanten ABC, hvor parabelbuen starter i A og slutter i C. Vi starter da med at dele siden AB med et
delepunkt P. Vi skal nu finde det korresponderende delepunkt Q pa siden BC. Det kan som vist pa figuren
gores pa snedig vis ved hjeelp af paralleller, der fgrst overfgrer delepunktet til siden AC og derefter til siden
BC. Men det nemmeste er at bruge en multiplikation. Vi maler da sidelaengderne AP og AB, hvorefter vi
beregner forstgrrelsesfaktoren t = AP / AB . Derefter finder vi Q ved at multiplicere punktet C med faktoren
t ud fra punktet B (husk at angive multiplikationscentret B fgrst!).

Derefter ggr vi det samme med delepunktet R pa forbindelsesstykket PQ. Vi kan da traekke i delepunktet P
og se at sporet for delepunktet R netop er parabelbuen og at forbindelsesstykket PQ netop glider langs
parabelbuen som en tangent:

Tem Lem

Men det simpleste er selvfglgelig som vist at konstruere parablen som et geometrisk sted frembragt af
delepunktet R drevet af det frie punkt P.
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Tem

@velse 1.19:
a) Prgv nu selv at gennemfgre den ovenstdende konstruktion. Kontroller at parablen som forventet
gar gennem midtpunktet for medianen fra B. NB! Husk at punktet P skal afsaettes pa linjestykket AB
og ikke pa trekantsiden AB!

Medianen fra B er parallel med parablens akse. Med lidt gvelse kan man nu ogsa konstruere parablens
toppunkt, der jo er karakteriseret ved at tangenten star vinkelret pa aksen. Da tangenthaldningen varierer
lineaert langs toppunktstangenten (x-aksen!) kan vi forholdsvis nemt finde det punkt, hvor
tangenthaldningen er nul:

lem

AeB=15.3 cm

AB=17.5 cm BCo=9.14 cm
t=——=0.86 AoB
—=0.626
B AcB+BCo
@velse 1.20:
B
a) Gor rede for at deleforholdet for parablens toppunkt er givet ved t,,, =————— hvor A, og C, er

“ " AB+bC,
de vinkelrette projektioner af A og C pa medianen fra B.
b) Konstruer nu parablens toppunkt.

Hidtil har vi gennemfgrt konstruktionen af parabelbuen rent geometrisk. Flytter vi konstruktionen ind i et
koordinatsystem kan vi ogsa nemt finde en parameterfremstilling for parablen og tegne den som en
parameterkurve. Det vil vaere sarligt nyttigt for os, nar vi senere skal se pa paraboloider i rummet ©

Vi udnytter da at nar vi deler et linjestykke AB i forholdet t ma delepunktet P vaere givet ved
AP=t-AB
| koordinater fas derfor
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P-A=t-(B—-A)
P=A+t-(B-A)=(1-t)-A+t-B

Men sa kan vi nemt finde delepunkterne i trekanten ABC:
P=(1-t)-A+t-B
Q=(1-t)-B+t-C
R=(1-t)-P+t-Q

Lagrer vi koordinaterne til trekantens hjgrner fas derfor:

A

(-5.12,5.02

\

6.71

)

(5.2% 2.28)

-

-10

-6.71

(1.49,-4.36)
B

10

61-1-5.12,5.02-9.38 ¢ }
77 ++1.49,6.64 1-4.36 §

p:=(1—t)-a+t-b - {
q:=(1—t)-b+t-c s {

r=(1-1) ptr q ,
+ 1 2.84 12413.2-1-5.12,16.-12-18.8- 145.02 |

Leeg maerke til at delepunkterne P og Q har lineaere parameterfremstillinger i overensstemmelse med at de
karer langs linjestykkerne AB og BC, mens delepunktet R har kvadratiske parameterfremstillinger i
overensstemmelse med at dette delepunkt kgrer langs en parabel!

Vi kan nu nemt tegne parameterkurven frembragt af R ud fra dens parameterfremstilling:

{

xl(z)=r[1]
yi(e)=[2]

v
(-5.12,5.02)

6.71

(5.26C ,2.28)

6.71 |y
-5.15,4.67)

-10

“6.71

(1.49,-4.36)

B —_— B

N\
(1.49.-1.36)

“6.71

Vi kan endda som vist sammenholde den med den rent geometriske konstruktion. Vi indfgrer da en skyder
for parameteren. Skydervariablen kaldes t_ med understregning pa for ikke at forveksle den med variablen
t, der jo er reserveret til parameterfremstillingen! Indfgres en tekstboks for t_ kan vi udregne tekstboksens
veerdi som skydervariablens veerdi, sa vi kan referere til den i multiplikationerne.

@velse 1.21:

© 2013 Texas Instruments -

a) Prgv nu selv fgrst at konstruere parabelbuen som en parameterkurve og dernzast at sammenholde

den med den geometriske konstruktion af parabelbuen, idet du indfgrer en skydervariabel for

parameteren som forklaret ovenfor.
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Vi kan endda gennemfgre udregningen af parameterfremstillingen rent symbolsk ved at oprette et
notevaerksted (i en ny opgave!). Vi finder da

(1—I)-a+t-b . (b—a)-Ha
(1—r)- b+t-c » (c—b)- t+b

P
q:

T (l—r)- ptiq * (a—2° b+c)- r2+(2° b—2- a)- t+a
Delepunktet R er altsa givet ved et andengradspolynomium i t. Konstantleddet A angiver
begyndelsespunktet, det linezre led med koefficienten 28-2A =2~(B—A)=2-TB angiver
begyndelseshastigheden, dvs. tangentvektoren i A, der altsa peger i retning mod B. Endelig er der det
A+C
-
halve acceleration, der altsa er rettet langs medianen fra B. Accelerationen er derfor rettet langs parablens

kvadratiske led med koefficienten A—2B+C=2-( B)=2-(M—B)=2-W. Det svarer netop til den

akse. Denne symbolske repraesentation ggr det altsa nemt at se hvordan parablen starter, men det er
svaerere at se hvad der sker undervejs, og hvor den slutter. Vi kan imidlertid regne videre!

@Pvelse 1.22:
a) Bestem positionen til tident=%ogt=1, dvs. udregn r|t=1/2 og r|t=1.
b) Udregn ogsa midtpunktet pa medianen, dvs. midtpunktet mellem M og B. Konklusion?
c) Differentier stedvektoren r som funktion af tiden og find derved et udtryk for hastighedsvektoren v.
Udregn specielt hastighedsvektoren til tiden t = % og t = 1. Konklusion?
d) Differentier hastighedsvektoren v som funktion af tiden og find derved et udtryk for
hastighedsvektoren.

Med stgtte i parameterfremstillingen kan vi nu give et nyt bevis for at parameterkurven netop ma veaere en
parabel:

Seetning 7: Parameterkurven for et andengradspolynomium i t er enten en parabel eller en halvlinje.

Hvis et punkt P gennemlgber parameterkurven a-t> +b-t +c, hvor a= 0, sd er parameterkurven

e enten en parabel, der gar gennem begyndelsespunktet med stedvektoren ¢, med begyndelseshastigheden
b og accelerationsvektoren 2a, der netop er parallel med parablens akse

e eller en halvlinje, med retningsvektor a, hvis a og b er parallelle.

Bevis:

Vi skifter til et saedvanligt retvinklet koordinatsystem i planen, hvor vi vaelger koordinatsystemet snedigt.
Da vektoren a er en egentlig vektor kan vi vaelge y-aksen, sa den ligger parallel med vektoren a. | dette
koordinatsystem har vektoren a derfor koordinaterne {0,a}, hvor a er positiv og angiver laengden af
vektoren a. Men s& er vi naesten feerdige, idet vi nu ved at banekurven har parameterfremstillingen
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H [ b, -t+cx}

= 2

y a-t“+b,-t+c,

Derefter forskyder vi koordinatsystemet, s Origo falder i punktet med stedvektoren ¢, dvs. c-vektoren far
koordinaterne c, =0,¢, =0. Dermed forenkles parameterfremstillingen yderligere til

X b, -t
y| |a-t2 +b, -t

Hvis b, =0, dvs. vektorerne a og b er lineart uafhaengige (dvs. de er ikke parallelle), kan vi eliminere

parameteren t og finde ligningen for banekurven i x-y-planen. Vi finder da
X a b
=2 ,y=—2-x2 +=Z.x
bX bx bX
Men det er netop ligningen for en parabel med y-aksen som akseretning.
Hvis derimod b, =0, dvs. vektorerne a og b er lineart afhangige (dvs. de er netop parallelle) forenkles

parameterfremstilingen til

e

Men det viser netop at banekurven ligger pa y-aksen. Da andengradspolynomiet er nedadtil begraenset af
toppunktet for andengradspolynomiet, bliver banekurven denne gang en halvlinje. ©
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1.4 Gaudis buer

Gaudis interesse for parabelformede buer som dekorative elementer ses allerede i hans ungdomsveerk,
hvor han byggede en ny staldbygning med tilhgrende porthuse for familien Giell, det sakaldte Finca Gell:

Allerede ved indgangen til venstre (i portabningen) og til hgjre for den bergmte drageport (i ladebygningen)
ses parabelformede abninger. Drageporten afslgrer i gvrigt at Gaudi ogsa var velbevandret i udformning af
smedejern!

N
al el A
DALY

a \

Hvis man er sa heldig at man kan fa lov til at komme ind i staldene vil man ogsa kunne se de karakteristiske
parabelformede loftshvaelvinger:
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Her vil vi analysere vinduesabningen i lyset af det vi nu ved om parabelbuer.

Vi indkranser da vinduet i et rgdt rektangel, som fordobles. Herefter tegnes den gule trekant med den
dobbeltehgjde. Hvis der er tale om en parabelbue skal trekantens sider vaere tangenter til parabelbuen.
Tilsvarende skal midtpunktstransversalen tangere for oven. Det ser ikke helt tosset ud! Denne simple
konstruktion kan suppleres med flere trekanter, hvor vi ngjes med at tegne midtpunktstransversalerne. |
praksis kan konstruktionen nu opbygges som et traestillads, der kan vejlede mureren i sit arbejde, selv om
jeg ikke ved om Gaudi har benyttes sig af sadanne "trekantstilladser’, hvor kun den nederste halvdel er
ngdvendig i konstruktionen.
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Dekorativt er der mange fordele ved at bruge parabellignende buer, fordi man derved undgar for mange
rette linjer i konstruktionen, hvilket passer godt ind i Gaudis organiske stil. Der er da ogsa mange eksempler
pa parabelkonstruktioner i Gaudis arkitektur, som tydeligvis tjener et dekorativt formal. Gaudi tog sine
erfaringer fra staldbygningerne i Finca Glell med sig i de naeste to bygninger: Palau Glell, privathuset for
sin maecen, og Teresianer kollegiet. Starter vi med at kigge pa Palau Guell, der er optaget pa Unescos
verdensarvs-liste sammenmed flere andre af Gaudis mestervaerker, ses de parabellignende buer allerede
ude fra gaden, i form af de store flgjdgre beregnet pa hestevogne, der kgrte ind ad den ene og ud af den
anden.

En hurtig geometrisk analyse af et billede af en af flgjdgrene afslgre med det samme, at der ikke kan vaere
tale om en parabelbue. De tre gule linjer skulle alle veere tangenter og det er de skra linjer tydeligvis ikke!
Ved at benytte fempunktskeglesnittet, kan vi ogsa hurtigt se, at der ikke kan vaere tale om en forvraengning,
fordi kameraet maske stod skaevt, sa parablen forvraenges til en hyperbel eller i dette tilfeelde en ellipse:
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D

e SR & e - ' e R 's - 1 K )
Det er altsa ikke en parabel, der figurer i portabningen ud mod gaden. Det ggr det nzertliggende at
undersgge om der i stedet er tale om en kaedelinje. Da vi ikke rader over en simpel geometrisk konstruktion
af keedelinjen smider vi denne gang billedet ind i et koordinatsystem:

koedelinje:=y=a- cosh(i)—l)
— a
X 2-x x
a-e d . e d —2. e d J,-]_

2

sol::solve(kaede]inje,a)|x:8.82 and y=20.6
> a=-3.308134\

f(x) ::right(kaede]inj e) |sol » Udfort
f(x) » -1.65406- (0.739127)x - ((1.83047)x
~2-(1.35205)% 1)

Kaedelinjen er heller ikke overbevisende! Portabningen er simpelthen for flad for oven i forhold til dens
hgjde!

Palace Guell har vaeret under ombygning i flere ar og derfor lukket for publikum, men er for nylig igen
abnet for offentligheden efter en gennemgribende restaurering.
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@velse 1.23 N
a) For at finde mere overbevisende parabellignende figurer i Palau Giell ma /\ /

du ga pa internettet, hvor det vrimler med billeder fra det indre. Find nogle \ [ /
passende hvaelvinger/vinduer fra det indre af Palau Guell og undersgg om " f \ I

de passer med parabler eller eventuelt med kaedelinjer. "|, ; H‘H /
| |
b) Til hgjre ser du en stregtegning af en typisk hvaelving fra det indre. | ||
Undersgg om den gverste den af buen passer med en parabel. || | \| ‘
|
() (]
/A \
|
| —

Det mest spektakulaere dekorative element i Palace Guell er uden diskussion den flotte parabelhvealving i
Palace Guell. Huset bygget op omkring et indre rum, der som en erstatning for den traditionelle
vinduesskakt fgres op igennem hele bygningen og ender i en kuppel, mede et stjernehvalv, hvor lyset
slipper ind gennem sma huller i hvaelvet, der illuderer stjerner. Men hvalvingen er altsa udformet som en
omdrejningsparaboloide, dvs. en parabel, der er drejet omkring sin akse, noget vi nu vil undersgge
naermere. Vi bruger da en speciel facilitet i 3d-graf-vaerkstedet til at forenkle undersggelsen. | den naeste
del af haeftet vil vi ga dybere ind i parameterfremstillinger, men her bruger vi kun funktioner i to variable.

Udgangspunktet er den fglgende simple observation:

Szaetning 8: Omdrejningslegeme

Hvis vi drejer grafen for en funktion z= f(x) omkring z-aksen er den tilsvarende funktion i to variable givet
ved forskriften z= f(y/x* +y*). Vi udfgrer altsa substitutionen x —+/x*+y’ eller endnu simplere

XXX +y .

Bevis: Hgjden af grafen, dvs. z-vaerdien, er nemlig givet ved f(r), hvor r er afstanden indtil

omdrejningsaksen, dvs. afstanden ind til z-aksen eller r=/x* +y*> ©.

| Palau Giell kan det inderste rum modelleres som en terning med sidelaangde 8 m med en kuppel ovenpa.
Vi konstruerer derfor modellen indenfor det fglgende udsnit: -4<x<4, -4<y<4, 0<z<16
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Vi kan fremhzeve den nederste del af rummet, terningen, ved at tilfgje planen z=8, og skifte attributter til
kun at vise gitteret og kun at bruge 2 inddelinger for x-, og y-koordinaten.

Vi tilfgjer sa i fgrste omgang en halvkugle som kuppel.

r4

@velse 1.24:
a) Gor rede for at halvkuglen m3 have radius 4+/2 .
b) Ger rede for at halvcirklen i x-z-planen ma have ligningen x> +(z—8)* =32, hvorfor halvkuglen ma

have ligningen x> +y” +(z—8)* =32.
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c) Gor rede for at den gvre halvkugle ma have ligningen z=8++/32—x’ —y’ og tegn grafen. Ggr rede

for at den skaerer vaeggene i halvcirkler og bestem deres centrum og radius.

Derefter kigger vi neermere pa Gaudis paraboloidekuppel. | modsaetning til den halvkugleformede kuppel
udfylder Gaudis paraboloidekuppel hele den gverste terning, dvs. toppunktet ligger 16 meter over gulvet.

@velse 1.25:
a) Ger rede for at parablen i x-z-planen ma have en ligning pa formen z=16-k-x*> og at
omdrejningsparaboloiden derfor ma have en ligning pd formen z=16—k- (x> +y*) . Bestem den

veaerdi af k, der sikrer at paraboloiden nar helt ud til hjgrnerne af terningen.
b) Tegn grafen for det pagaeldende andengradspolynomium. Ggr rede for at paraboloiden skaerer
vaeggene i parabler og bestem topppunktets hgjde over terningen i bunden.

Ligesom en parabel i planen er indesluttet i en trekant er omdrejningsparaboloiden indesluttet i en kegle,
der fremkommer ved at dreje trekanten omkring z-aksen.

@velse 1.26:
a) Viskifter nu vinduet, sa z-koordinaten Igber fra 8 til 24, hvorved den nederste terning forsvinder ud
af billedet. Til gengeeld dukker der en ny terning op oven pa paraboloiden.

b) Ggr rede for at keglens bundradius ma vaere /32, og at den skra frembringer i x-z-planen derfor
ma have en ligning pa formen: z=24-2+/2 -x.
c) Ggrrede for at keglen derfor ma have ligningen z =24—2\/§-w/x2 +y’ og tegn grafen.

d) Hvad bliver ligningen for den kurve, som keglen skaerer vaeggen i? Prgv om du kan argumentere for
at der er tale om en hyperbel.

| Teresianernes kollegium, som var Gaudis naeste store bygningsveaerk, har han tilsvarende inkorporeret
parabelformede buer:
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X XX

-
-

S

Men som det ses vrimler det med parabelformede buer i kollegiets gange ©

@velse 1.27:
a) Undersgg nu selv for udvalgte billeder i hvilket omfang de parabelformede buer i
Teresianerkollegiet vitterligt er parabler eller kaedelinjer eller ...

Gaudis brug af kaedelinjer stammer fra gnsket om strukturel stabilitet. Gaudi var optaget af hvordan man
bedst muligt understgtter en bygning, herunder, hvordan man kan lave en portbue, som understgtter sig
selv, dvs. hvor man undgar sidelaens (transversale) kraefter langs porten, hvorved man ogsa undgar at skulle
afbalancere den, noget man typisk er ngdt til ved rundbuekonstruktioner. (I stgrre format, nar vi nasermer
os katedralbyggeriet er det ogsa vigtigt for Gaudi at undga den slags sidelaens tryk, som traditionelt bliver
afbalanceret af strebepiller og streebebuer, noget som Gaudi betragter som resultatet af en
uhensigtsmaessig konstruktion, som om man havde givet bygningen 'krykker', fordi den ikke kan sta selv.)

Men tilbage til buerne, hvor vi altsa skal undga de tvaergdende kraefter. Spandingerne skal Igbe langs buen.
Lgsningen pa dette mekaniske problem blev fundet af Hooke i 1675. Hooke samarbejdede med Christopher
Wren om bl.a. bygningen af Sct. Pauls Cathedral i London, der blev konstrueret efter de nye principper.
Hooke skjulte sin Igsning i et anagram:
Bogstaverne kan omarrangeres til at give lgsningen
Ut pendet continuum flexile, sic stabit contiguum rigidum inversum

Oversat til dansk betyder det noget i retning af:

Pa samme made som en bgjelig keede haenger, sadan vil den vendt pa hovedet sta som en stiv bue
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Her ses princippet illustreret i 1748 af arkitekten Poleni i 1748. Tricket bestar altsa i at vende keedeformen
pa hovedet og bruge den som udgangspunkt for opbygningen af buen, der da kun vil vaere underkastet
lengdegaende kraefter og dermed vil vaere selvunderstgttende. Den pageeldende kurveform kaldes ikke
overraskende for en kaedelinje (pa engelsk en Catenary). Det er som vist nemt at bygge en sadan Gaudibue
op med passende udformede brikker, som vist pa det naeste billede af en demonstrationsmodel, der har
veeret en tur i scanneren!

Forudsaetningen for at en selvunderstgttende bue fglger en kaedelinje er dog, at massen er jeevnt fordelt
langs buen. Hvis denne forudsaetning ikke er opfyldt, deformeres kaedelinjen og buen fglger en mere
kompliceret. Men dens form kan stadigvaek findes eksperimentelt ved at haenge buen og vende den pa
hovedet. | praksis bestemmer Gaudi altsa formen for sine buer ud fra den belastning, de skal bzere, og den
behgver ikke vaere fordelt jeevnt efter enten buen (den klassiske kaedelinje) eller den vandrette retning
(parablen). Sa i praksis kan Gaudi godt komme til at arbejde med blandingsformer mellem den hyperbolske
kaedelinje og den parabolske haengebro!

Iseer ved de komplicerede kirkebyggerier: Kirken i
Colonoial Guell, der aldrig blev feerdigbygget, og i
katedralen Sagrada Familia, udnytter Gaudi
sadanne konstruktioner som en form for analog
computer, til at finde den stabile form, som kirken
ma have for at kunne understgtte sig selv. Pa
museet i loftsetagen er modellen, hvor kirken altsa
hanger pa hovedet, ophaengt over et spejl, sa man
kan se den omvendte form i spejlet, hvor kirken nu
star oprejst!

Ved mere komplicerede modeller kunne Gaudi
ydermere hange sandsakke op i modellen
svarende til de varierende belastninger, som vist pa
det fglgende billede af den uafsluttede kirke i
Colonial Guell. Det fglgende | dag ville man benytte
et computerprogram til at beregne belastningen,
men pa Gaudis tid var det jo ingen mulighed.
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De konkrete modeller var komplicerede og kraevede
et stort og grundigt forarbejde, da man ikke sa
nemt kan sendre pa dem bagefter. |
computermodeller kan man der i mod nemt variere
forskellige typiske parametre og lave eksperimenter
med hvordan belastningen andres, hvis formen pa
bygningen andres. Da mange af Gaudis modeller
for Sagrada Familia blev gdelagt under den spanske
borgerkrig har det veeret helt uomgaengeligt med
brugen af moderne computermodeller for at
rekonstruere Gaudis bygningsprincipper i hans
ufuldendte katedral. Der ud over stilles der i dag
stgrre krav til modstandsdygtighed overfor
ekstreme vejrforhold og lighende, sa Gaudis
rammer for bygningen af katedralen har mattet
forbedres Igbende!

Vi slutter med at se pa yderligere nogle anvendelser af parabelbuer: Fgrst forsgger vi os med en
rekonstruktion af grundplanen for sakristiet til Familia Sagrada. Derefter kigger vi naermere pa opbygningen
af sgjlerne i Sagrada Familia, hvor Gaudi bruger en kompliceret sgjleform, hvis profil er opbygget af
parabelbuer.

Fgrst sakristiet, hvor vi kaster et blik pa en moderne model af kuplen (Gaudis
egen model fra fotografiet er gaet tabt), som er frembragt af 12 sideflader
(som vi vender tilbage til i naeste afsnit). Grundplanen er en oktagon indfzeldet
i et kvadratisk net:

Det er en klassisk made at opbygge et ottekantet rum i en kirke (konstruktion
ad quadratum, dvs. ud fra et net af kvadrater). Men det nye er parabelbuerne,
der afgraenser rummet, hvoraf der er 12. Det er konstruktionen af disse buer,
vi nu vil give et bud pa. Gaudi selv har ikke efterladt en eksakt
konstruktionsbeskrivelse, sa vi kan ikke vide om han har taenkt praecist sadan,
men det ligger givetvis taet pa hans tankegang ©.

@velse 1.28: Grundplanen for sakristiet i Sagrada Familia

46
© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS



~ S

N NX DS

a) Tegn et stort kvadrat og inddel det i 16 underkvadrater som vist. Opbyg ottekanten ved at
kombinere to sider i de sma kvadrater med en diagonal hele vejen rundt. Ottekanten bestar altsa
reelt af 12 stykker: otte kvadratsider og fire kvadratdiagonaler. Ottekanten er ikke regulaer, men
den er stadigvaek symmetrisk og har en omskreven cirkel.

b) Tilfgj midtpunkterne for de vandrette og lodrette sider i 12 sider. Tilfgj ogsa forbindelseslinjerne for
disse midtpunkter som vist. Du kan nu afgranse de fire bla trekanter, der udspaender fire af
parabelbuerne. Du har nu styr pa de otte af parabelbuernes hjgrner.

c) Tilfgj nu diagonalerne er diagonalerne i det store kvadrat. De skaerer den omskrevne cirkel i de
resterende fire hjgrnepunkter for parabelbuerne. De fire hjgrner udspander et kvadrat. Ved at
felge forbindelseslinjerne mellem hjgrnerne i 12-kanten kan vi nu tilfgje yderligere 8 pink trekanter,
der udspander de resterende otte parabelbuer.

d) Tilfgj nu en bla parabelbue og en pink parabelbue ud fra standardkonstruktionen som et
geometrisk sted udspaendt af trekanten, dvs. med trekantens to sider som tangenter. Overfgr ved
hjeelp af spejlinger disse to parabelbuer til de resterende trekanter. Du kan ikke direkte spejle et
geometrisk sted, men hvis det geometriske sted for det afhaengige kurvepunkt Q drives af det
uafhangige punkt P kan du spejle kurvepunktet Q, og derefter frembringe det geometriske sted for
spejlpunktet Q’ drevet af det samme uafhangige punkt P. Du skulle derved gerne fa frembragt en
grundplan for sakristiet, der minder om den viste ©.

K
o ll'a%ve
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Vi vender os derefter mod sgjlerne. Som man kan se af modellen drejes
sgjleprofilen, nar man bevaeger sig op langs sgjlen. Sgjleprofilerne i Sagrada
Familia fglger komplicerede og fascinerende mgnstre. De kan frembringes
ved hjaelp af maskiner, der roterer mgnstret, mens granitten skaeres til:

De buede polygoner er netop frembragt ved hjzalp af parabelbuer. Vi ser fgrst
pa det statiske mgnster i bunden af sgjlen. Udgangspunktet er en reguleer
stjernepolygon med et lige antal sider, der derfor kan taenkes opbygget af
mindre regulaere polygoner: En regulaer sekstakket stjerne af to ligesidede
trekanter, en reguleaer ottetakket stjerne af to kvadrater, en reguleer titakket
stjerne af to regulzaere femkanter og en regulzer tolvtakket stjerne af tre
kvadrater:

@velse 1.29: Den sekskantede stjerne
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a) Den sekstakkede stjerne bestar af 12 hjgrner. For at fa parabelbuerne til at slynge sig rundt om
stjernepolygonen starter vi med at fordoble antallet af radiallinjer til 24 langs den omskrevne cirkel.
Ggr rede for at de ekstra radiallinjer skeerer takkerne i den sekskantede stjerne i 12 punkter, der
netop udgegr hjgrnerne i en reguleer tolvkant.

b) Siderneiden regulaere tolvkant afskaerer da sammen med takkerne i den sekskantede stjerne et
megnster af trekanter, der snor sig rundt om den sekskantede stjerne. Ved at udfylde disse trekanter
med parabelbuer frembringer vi netop den blgde stjernefigur, som Gaudi brugte som profil for de
sekskantede sgijler. Tilfgj nu selv en parabelbue i en orange trekant, sdvel som en parabelbue i en
pink parabelbue ud fra standardkonstruktionen som et geometrisk sted udspaendt af trekanten,
dvs. med trekantens to sider som tangenter. Overfgr ved hjzlp af spejlinger disse to parabelbuer til
de resterende trekanter. Du kan ikke direkte spejle et geometrisk sted, men hvis det geometriske
sted for det afthaengige kurvepunkt Q drives af det uafhaengige punkt P kan du spejle kurvepunktet
Q, og derefter frembringe det geometriske sted for spejlpunktet Q’ drevet af det samme
uafhangige punkt P.

c) Gentag den samme konstruktion for den ottetakkede stjernepolygon ©

For nu at fa vredet mgnstret op langs s@jlen skal man forestille sig at man drejer den grundlaeggende profil
til begge sider pa én gang. De seks takker fordobles derved og efter at have drejet 15° til begge sider er der

igen symmetri, men nu er antallet af takker fordoblet.

@velse 1.31:

a) Vistarter med at se pa hvad der sker nar man drejer den sekskantede stjerne. Genbrug figuren fra
den foregdende gvelse! Opret som vist en skyder med drejningsvinklen v. Opret ogsa en tekstboks

med teksten v, som efterfglgende beregnes, sa den far samme vaerdi som drejningsvinklen.
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b) Du kan nu dels dreje stjernen, dels spejle den drejede stjerne i en lodret akse, svarende til at du
drejer den modsatte vej. Skjul den oprindelige stjerne. Traek herefter i skyderen, sa du kan se den
sekstakkede stjerne omdanne sig til en tolvtakket stjerne.

@velse 1.32:

v =10.

I"""""I_
| v=10.

a) Du er nu klar til egentlige udfordring, hvor det er parabelslangen, vi skal dreje begge veje. Opret
som vist en skyder med drejningsvinklen v. Opret ogsa en tekstboks med teksten v, som
efterfglgende beregnes, sa den far samme vaerdi som drejningsvinklen. Genbrug parabelslangen fra
den tidligere gvelse 1.30. For at dreje slangen skal du opfatte den som sammensat af tolv sma
slangestykker, der hver for sig er konstrueret som en parabelbue via et geometrisk sted. Nar du
drejer et geometrisk sted kan du imidlertid ikke dreje det som en samlet figur, men du far i stedet
tiloudt at dreje et punkt pa det geometriske sted. Accepter tilbuddet ©. Dette punkt driver derefter
det drejede punkt som et nyt geometrisk sted, hvorved du endelig far drejet hele slangestykket. Pa
samme made gar du frem ved spejlingen i den lodrette akse. Til slut skjules den oprindelige slange.

b) Du kan nu ved at traekke i skyderen se hvordan de to slanger overlapper hinanden indtil du til sidst
far skilt dem maksimalt ad.

Husk at det kun er faellesmaengden, der v =5

" v=15. "

dukker op pa sgjlen, idet maskinen jo

skeere alt vaek, der ligger udenfor de to
slangeprofiler. Nar vi nar op pa
drejningsvinklen 15° har vi altsd endeligt
frembragt den nye profil med 12 takker.

Vi kan sa give den nye profil endnu en
tur i vridemaskinen, hvorved den
omdannes til en 24 takket stjernefigur
osv. indtil sgjleprofilerne smelter
sammen med en cirkel.

Sa@jlerne er selvsagt ret sa fascinerende og ender i gvrigt med at spalte ud i flere grene. Gaudi tilstraebte
bevidst, at sgjlerne skulle opfgre sig som treestammer, og at hele kirkerummet, derved kommer til at minde
om en lysning i en skov med store traestammer der baerer hvaelvet.
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Anden del: Flader med fokus pa keglesnitsflader

Gaudi var en uhyre original visionzer arkitekt, der pa den ene side var drevet af en dyb intuitiv forstaelse for
matematikkens geometriske former, og ikke mindst samspillet med naturens former. P4 den anden side
havde han en dyb sans for religigs symbolik og gnskede ikke mindst i sine hovedvaerker, kirken i Colonial
Guell, der aldrig blev gjort feerdig, og i seerdeleshed i katedralen Sagrada Familia, at lave en syntese af
billedsproget og kirkens opbygning. | Sagrada Familia afspejler hele kirkens struktur og udsmykning
historien om den hellige familie. Heri indgik ogsa en szerlig forkarlighed for at se selv matematikkens
former, som udtryk for religigs symbolik. Det mest karakteristiske eksempel er hans brug af de
dobbeltretlinjede flader. Vi har allerede set eksempler i plangeometrien pa hvordan en ret linje, der glider
langs to andre rette linjer, frembringer en indhylningskurve, som netop er en parabelbue:

Pa figuren lader vi altsa punktet P glide jeevnt langs den grgnne linje og tilsvarende punktet Q glide jeevnt
langs den bla linje. Den rgde linje, forbindelsesstykket PQ, glider da langs en parabel. Hidtil har vi fokuseret
pa skeeringspunktet mellem den grgnne og den bla linje og pakket hele konstruktionen ind i en trekant,
men resultatet er det samme.

Gaudi var nu iszer fascineret af den tilsvarende konstruktion i rummet, hvor den grgnne linje og den bla
linje ikke lzengere behgver ligge i samme plan, de kan vare indbyrdes vindskaeve. Pa figuren er de fx valgt
sa de ligger i hver sin af de to modstaende sider i en terning. | sa fald udspander den rgde forbindelseslinje
en retlinjet flade med szerligt kenne egenskaber, der ggr den saerdeles velegnet i arkitektoniske
konstruktioner. Det haenger sammen med at det viser sig at fladen ikke bare er enkelt retlinjet, men
dobbelt retlinjet. | stedet for at lade den rgde linje glide hen over fladen kan man ogsa lade den grgnne linje
glide hen over fladen indtil den nar hen til den bla linje. Gaudi sa denne flade som et symbol pa
treenigheden: Fladen frembringes af faderen og sgnnen, symboliseret ved den grgnne og den bla linje,
forbundet med helligdnden, symboliseret ved den rgde linje. Den tilhgrende ‘guddommelige flade’
optraeder derfor som en del af den religigse signatur i hans kirkebygninger - hans religigse logo.

Udover det ovenstaende eksempel pa en dobbelt retlinjet flade frembragt af to vindskaeve linjer, kan man
udfgre en tilsvarende konstruktion med udgangspunkt i to cirkler, der forbindes med en ret linje, der glider
jeevnt rundt pa de to cirkler. Ogsa denne flade er dobbelt retlinjet, og den indgar derfor pa lige fod med den
foregaende i Gaudis kirkebyggerier. Men sa er det ogsa slut: Der findes kun disse to eksempler pa
'guddommelige flader’. En dyb satning i differentialgeometrien sikrer netop, at hvis en flade er dobbelt
retlinjet er den enten af den fgrste slags eller den anden slags. Der findes altsa ikke andre ‘guddommelige
flader’. I resten af haeftet undersgger vi nu disse to ‘guddommelige flader’, der sammen med kuglen,
keglen og cylinderen udggr de mest fundamentale byggelementer i arkitektur, og giver eksempler pa
hvordan Gaudi har brugt dem i sine to kirkebyggerier.
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2. Den guddommelige flade I: Den hyperbolske paraboloide

2.1 Konstruktion af den guddommelige flade: Den hyperbolske paraboloide

| det fglgende er det vigtigt at kunne se lighederne mellem den todimensionale konstruktion af parablen og
den tredimensionale konstruktion af paraboloiden. Sa det kan vaere godt at laese afsnit 1.3 - Kunsten at sy
en parabel - om den todimensionale konstruktion fgrst. Her sammenfattes den 2-dimensionale
konstruktion i den fglgende figur:

D D
AU=7.22 cm AU=7.22 cm
AB=10.6 cm AB=10.6 cm
AU
Fﬂ = 0.679 t=—— = 0.679
AB AB

A I BC A B,C
U 3

| 2 dimensioner ser vi pa en trekant ABD (hvor punktet B ogsa refereres til som C, idet man kan teenke pa
trekanten som en firkant, der er kollapset, idet to af hjgrnerne er smeltet sammen). Punktet U deler
linjestykket AB i forholdet t. Punktet V deler linjestykket BD i det samme forhold t. Endelig deler punktet P
linjestykket UV i det samme forhold t. Punktet P gennemlgber da en parabel, der forbinder A med D idet
siden AB tangerer parablen i A og siden BD tangerer parableniD.

@velse 2.1
a) Gegr rede for at punktet delepunktet U er givet ved U=(1-t)-A+t-B

b) Ggr rede for at delepunktet P er givet ved P=(1—t)?>-A+2-(1—t)-t-B+t>-D
c) Gor rede for at parablen gar gennem midtpunktet M for medianen fra B,C.

D D

AU=6.78 cm
AB=10.6 cm

AU
t=—— = 0.637
AB

AU=6.78 cm
14 AB=10.6 cm

tzﬂ = 0.637
AB

A o B A U B

Vi lgfter nu den ovenstaende konstruktion til en firkant ABCD.

@velse 2.2
a) Se pa firkanten ABCD og gennemfgr den samme konstruktion, dvs. afsaet et delepunkt U pa siden
AB og mal delingsforholdet t. Konstruer derefter de tilsvarende delepunkter V pa den modstaende
side CD og P pa forbindelsesstykket UV. Konstruer endelig det geometriske sted for delepunktet P
drevet af delepunktet U.
b) Vis at der frembringes en parabel som forbinder A med D, men at parablen svarer til den
ovenstaende konstruktion i trekanten AMD, idet hjgrnerne B og C erstattes af deres midtpunkt M.
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AU=6.78 cm
AB=10.6 cm

AU
t=—— = 0.637
AB

B
A B U

Vi springer nu ud i rummet! Udgangspunktet er en plan trekant ABC. Vi tilfgjer et fjerde hjgrne D, som ikke
ligger i planen udspaendt af A, B og C. Firkanten ABCD er da en vindskeev firkant, idet modstaende linjer er
indbyrdes vindskaeve! Det samme geelder diagonalerne AD og BC.

@velse 2.3
a) Betragt midtpunkterne for firkantens sider. Ggr rede for at midtpunkterne udspaender en plan
firkant, dvs. der er ikke tale om en vindskaev midtpunktsfirkant.
b) Hvad bliver lengden af siderne i denne firkant. Hvad bliver retningen af siderne i denne firkant?
Hvilken slags firkant er der tale om?

| denne vindskaeve firkant (Som altsa udggr to af siderne i tetraederet ABCD), vil vi nu konstruere en flade,
der forbinder A med D og har trekanten ABC som tangentflade i startpunktet A og trekanten BCD som
tangentflade i slutpunktet D. Fladen konstrueres som en enkelt retlinjet flade, men som vi skal se er den
faktisk dobbeltretlinjet. Vi fglger Gaudis konstruktion ngje idet vi fgrst arbejder med en 2-dimensional
parallelperspektivisk gengivelse af situationen, sa vi far en fgrste fornemmelse af situationen.

@velse 2.4

a) Konstruer en firkant ABCD som vist pa figuren.

b) Del siden AB ved hjlp af delepunktet Ui forholdet t (husk at siden AB skal vaere oprettet som et
linjestykke, ikke bare som en del af trekanten ABC). Del tilsvarende den modstaende side CD i
forholdet t og kald delepunktet V. Forbind de to delepunkter U og V med et linjestykke.

c) Linjestykket UV frembringer da en flade, nar delingsforholdet t gennemlgber intervallet fra O til 1.
Fladen tegnes som et geometrisk sted for linjestykket UV drevet af delepunktet U.

Silhuetten af denne flade er som vi har set en parabel. Fladen selv er en hyperbolsk paraboloide med
kalenavnet en hypar. Hvis vi kigger ind pa den vindskaeve firkant ABCD langs diagonalen AD falder de to
punkter A og D sammen foroven og firkanten erstattes af to trekanter, der ligger oven i hinanden. Hvis vi
tilsvarende kigger ind pa den vindskzeve firkant langs diagonalen BC falder de to punkter B og C sammen og
firkanten erstattes igen af to trekanter, der ligger oven i hinanden. Vi kan nu i fgrste omgang konstruere en
2d-animation hvor vi kigger vandret ind pa figuren langs enten diagonalen AD eller diagonalen BC.

AD

2 em
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Vi vil nu konstruere en perspektivisk gengivelse af situationen ved hjaelp af en plantegning set fra oven og
en opstalt set fra siden. | traditionel deskriptiv geometri vil man kunne tegne to statiske opstalter, set fra
venstre henholdsvis fra hgjre, men i et dynamisk geometriprogram kan vi frit dreje i det vandrette plan, sa
vi kan se opstalten fra alle sider. Vi vaelger en seerlig paen vindskaev firkant indlejret i en terning, sa den
ligner et kvadrat set fra oven.

0.25 em

00 025 an 90
Plantegning
Plantegning (set ovenfra )
(set avenfm)
Opstalt Opstalt
(setﬁ"a sidcm) (setﬁ'a sid:’:‘n)
2 2 em
= B c
@velse 2.5

a) Konstruer to vandrette linjestykker med leengden 2 cm, sa de ligger lodret over hinanden med den
samme afstand 2 cm. De svarer til bund og top i terningen set fra siden. Konstruer tilsvarende en
cirkel med diameter 2 cm, sa cirklen ligger 2 cm lodret over linjestykkerne. | cirklen indskrives et
kvadrat, idet du starter med et frit punkt A pa cirklen og drejer det 90° tre gange for at fa frembragt
de tre andre hjgrner B, C og D. Du har nu frembragt en plantegning set ovenfra, hvor du ved at
traekke i punktet A kan dreje kvadratet, som svarer til den vindskaeve firkant ABCD set ovenfra.

b) Overfgr den vindskaeve firkant ABCD til opstalten ved hjzelp af vinkelrette linjer, idet A, D placeres i
toppen og B, C placeres i bunden. Konstruer de to deltrekanter ABC og BCD i den vindskaeve firkant.
Kontroller at opstalt figuren fglger med, nar du traekker i det frie punkt A pa cirklen.

0.25 cm 90 0.25 cm

90

Plantegning
(set m'enfm)

Plantegning
(set m‘en_ﬁ’a)

b /A
U

Opstalt Opstalt
(set fra siden) (set Jra siden)

& * 2 em

B C

c) Viskal nu have forbundet de modstaende sider AB og CD i den vindskaeve firkant. Vi starter gverst i
plantegningen med at afsaette et frit punkt U pa siden AB. Veer omhyggelig med at AB er oprettet
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som et linjestykke og ikke blot som siden i en forkant. Vi overfgrer derefter delepunktet U til det
tilsvarende delepunkt V pa siden CD. Det er szerligt simpelt i et kvadrat, hvor vi blot kan oprette en
vinkelret gennem U! Derefter overfgres punkterne U og V som vist til opstalten ved hjzlp af
parallelle linjer, der jo bevarer delingsforhold. Til sidst konstrueres forbindelsesstykket UV i
opstalten.

d) Vier nu klar til at konstruere fladen som et geometrisk sted. Fgrst arbejder vi oppe i plantegningen,
hvor vi udpeger U som det frie punkt, der driver forbindelsesstykket UV i kvadratet. Derefter
arbejder vi nede i opstalten, hvor vi igen udpeger det frie punkt U i kvadratet i toppen, men denne
gang driver det forbindelsesstykket UV i opstalten, Derved fas som vist frembragt tegninger af
fladen set fra oven henholdsvis fra siden. Kontroller at fladen drejer med rundt, nar du traekker i
punktet A i plantegningen. Du skulle nu gerne kunne fa en god fornemmelse for fladen, nar du
drejer figuren.

90 025 em 90 0.25 am

Plantegning Plantegning

(set m‘enﬁa) (set ovenﬁu)
AA=1.65 cm AA=2.19 em
DD=2.35 cm DD=1.81 cm
DD-AA = front=0.692 DD-AA = front=-0.381
Opstalt Opstalt
(sef Sfra siden) (set fra siden)
e) Udfordring: Du kan ogsa tilfgje farvelaegninger af de to trekanter. Udfordringen er da at vi skal

skelne mellem om det er den gule trekant ABC, der ligger forrest eller den orange trekant BCD, der
ligger forrest. Vi skal altsa have styr pa om det er punktet A eller punktet D der ligger forrest oppe i
kvadratet. Vi opretter derfor malingerne af linjestykkerne AA og DD, der forbinder de
korresponderende punkter i plan og opstalt. Nar A ligger forrest er AA kortest og dermed er
DD — AA positiv. Vi kan derfor bruge DD — AA som en teststgrrelse til at afggre om det er A eller D,
der ligger forrest. Vi lagrer derfor vaerdien af DD — AA i testvariablen front. Vi opretter derefter
skaeringspunktet (sort) mellem siderne AC og BD. Tilsvarende opretter vi skaeringspunktet (hvidt)
mellem siderne AB og CD. Trekantstykkerne ABsort henholdsvis AChvidt skal nu altid farves gult.
Tilsvarende skal trekantstykkerne DCsort og DBhvidt nu altid farves orange. Men fallesstykkerne
forneden, dvs. stykkerne BCsort og BChvidt skal farvelaegges gult, nar A ligger forrest og orange nar
D ligger forrest. Det kraever en betinget farvelsegning, der ma oprettes to gange for gul henholdsvis
orange! Det er lidt finurligt, men det er flot, nar det virker!

Nar du har gennemfgrt den ovenstaende gvelse har du nu med moderne dynamisk geometri opnaet det
samme som Leroy opnaede i sin deskriptive geometri i den laerebog, som Gaudi blev undervist efter da han
selv studerede arkitektur. Laeg maerke til hvordan den geometriske konstruktion af en parabelbue ligger
gemt i tegningerne!
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Gaudis leerebog i deskriptiv geometri: Leroy, Traité de Géométrie Descriptive

Du kan finde leerebogen pa nettet (hvor de klassiske leerebgger er tilgaengelige via Googles indscannning af
verdenslitteraturen):

http://ia600308.us.archive.org/8/items/traitdegomO1lerouoft/traitdegomO1llerouoft.pdf
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Det eneste der mangler er det andet seet frembringere, men det kan du tilfgje ved ogsa at lade et
linjestykke glide langs den anden side AC.

0.25cm

90 0%5cm 90
Plantegning Plantegning
(sef ovenﬁ‘a) (sei ovenﬁa)
Opstalt Opstalt
(se! fra siden) (ser fra siden)
2cm

- -

B C

En helt anden mulighed ligger i at konstruere en isometrisk tegning af situationen. Dertil skal vi fgrst
oprette et isometrisk koordinatsystem, som vi efterfglgende drejer omkring z-aksen, sa hele figuren kan
drejes i det vandrette plan praecis som fgr. Det kan du prgve kreefter med i den fglgende gvelse, hvor vi
arbejder med den samme vindskave firkant som foroven, dvs. hjgrnerne har koordinaterne

A(1,1,1), B(-1,1,-1), C(1,-1,-1) og D(-1,-1,1).
Men fgrst skal vi have styr pa det isometriske koordinatsystem:

cos(6) = 0.616

z—akse ] sm(ﬁ) = 0.788

3.z—akse

x—akse y-akse

@Pvelse 2.6
a) Opret en ligesidet trekant som en regulaer polygon og tilfgj de tre basisvektorer fra centrum af den
ligesidede trekant. Tilpas leengden af basisvektorerne, sa den er 1cm (med et pasende valg af
skalaleengden i gverste hgjre hjgrne, fx 0.25 cm). Tilfgj koordinatakserne som halvlinjer. Du har nu
oprettet et isometrisk koordinatsystem!
b) For at kunne dreje koordinatsystemet omkring den lodrette z-akse oprettes en skyer med
drejningsvinklen 6 samt tekstbokse med teksterne cos(8) og sin(8) . Tekstboksene beregnes, sa vi
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har adgang til cosinus og sinus hgrende til drejningsvinklen. Vi overfgrer nu veerdierne for cos(0) og
sin(B) til x-aksen og y-aksen ved at bruge Overfgr maling pa basisvektorerne (som en hver anden
koordinat, der overfgres). Herefter kan man nemt ved hjzelp af en parallelforskydning frembringe
punkterne med koordinaterne (cos(8),sin(8)) og (—sin(8),cos(B)) (klik pa start og slutpunktet for
forskydningen og derefter pa det punkt der skal forskydes). De udggr slutpunkterne for de nye
basisvektorer der tegnes op. Du har nu oprettet et isometrisk koordinatsystem, der kan drejes om
z-aksen ved at traekke i skyderen!

Herefter gar vi i gang med at konstruere den hyperbolske paraboloide:

o)
c

@velse 2.7

a)

b)

c)

Forst afsaettes punkterne A(1,1,1), B(-1,1,-1), C(1,-1,-1) og D(-1,-1,1) ved hjeelp af
passende forskydninger ud far basisvektorerne. Da alle koordinater er 1 behgver vi ikke fgrst
overfgre koordinaterne som malinger til basisvektorerne ©.

Derefter konstrueres den gule deltrekant ABC og den orange deltrekant BCD i den vindskaeve
firkant. Hvis du har mod pa det kan du fremstille en korrekt farvelaegning, der afhanger
drejningsvinklen, sa det er den trekant, der ligger forrest, der vinder farvelaegningen ©. Overvej da
fgrst at deltrekanten ABC vinder, hvis 0<8<120° eller 240° <8 <360°. Det udnyttes i det
felgende i de betingede farvelaegninger af trekanten. Husk at farvelaegge den bagerste trekant
forst! Du far brug for at oprette flere kopier af trekanterne. Anden gang kan de oprettes som
polygoner fx med indskudte midtpunkter pa siderne for at "narre’ TI-Nspire CAS til at tro at der er
tale om en ny figur ©

AU=0.166 cm AU=0.166 cm

AB=0.667 em AB=0.667 cm
AU

f=—— =0.248 tzﬂ = 0.248
AB ’

Vi er nu klar til at konstruere fladen. Fgrst oprettes delepunktet U pa linjestykket AB (husk at du
skal have oprettet AB som et linjestykke og ikke bare som en side i en trekant). Derefter males
delingsforholdet t = AU/AB. Vi kan sa overfgre delingsforholdet til den modstaende side CD ved

59

© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS



hjeelp af en multiplikation af slutpunktet D ud fra startpunktet C. Derved fremkommer delepunktet
V. Endelig forbinder vi delepunkterne U og V.

d) Tilslut frembringes fladen som et geometrisk sted for forbindelsesstykket UV drevet af delepunktet
U. Du kan fa en bedre fornemmelse for fladen ved at dreje den. Endelig kan du tilfgje de tilsvarende
delepunkter pa de resterende to sider og ogsa forbinde dem med et linjestykke, der frembringer et
geometrisk sted drevet af delepunktet U. P4 den made kan du fremstille fladen ud fra en dobbelt
net af rette linjer pa kryds og tveers i den vindskaeve firkant ©

AU=0.473 cm
AB=2.33 cm

Det er slet ikke nogen darlig gengivelse af den hyperbolske paraboloide, men der er nogle indbyggede
problemer. Fx kan du ikke skjule nettet, nar det ligger bag ved trekantstykkerne. Det er ogsa fristende at
vippe med z-aksen, men sa skal vi tilbage og frembringe et fuldsteendigt frit isometrisk koordinatsystem,
hvilket kraaver en hel del mere geometri ©. VI har tydeligvis naet graensen for hvor langt vi kan komme i et
2-dimensionalt geometriprogram og lgfter derfor nu scenen til et aegte 3-dimenionalt graftegneprogram!

Abn derfor et Graf-veerksted og ga ind i Vis-menuen og skift til 3d-graftegning! Skift ogsa graftype til
Parameterfremstilling.

Det fgrste problem vi Igber ind i er da hvordan vi far tegnet punkterne A, B, C og D. Hvis vi bare indtaster
deres koordinater i parameterfremstillingen er de usynlige, selv nar man saetter linjetykkelsen voldsomt op
©. Der er ingen punkter. Sa de skal opfedes for at man kan se dem. Vi tegner dem derfor som sma kugler. |
et noteveaerksted indskrives de fire punkters koordinater og derefter oprettes de som punkter:

a={11,1}b:={-1,11}e={1-11}d={-1-1,1} » {-1-11}

kugle:={ cos(t)- Sin(u),sin(t)- Sin(u),cos(u) } 4 { COS(I)' s_:in(u),sin(r)- sin(u),cos(u) ]
pta:=atradius- kugle * {mdr’us-cos(r)-sin(u)—l—l,mdfus-sin(r)-si11(u)+1,mdr'ns-Cos(rr)-i-l '
ptb:=b+radius- kugle * [ mdius-cos(r)-sin(u)—l,mdius-sin(r)-si11(u)+1,mdius-cos u)—l
ptc:=c+radius: kugle » {mdius-Cos(r)-si11(u)+1,m(fius-sin(r)-sin(u)—l,mdius-Cos(u)—l}
ptd:=d+radius- kugle » [ radius- COS(I)' sin(u)—l,mdius- sin(r)- sin(u —1,radius- COS(II)+1 ]

Hvis du ikke har set standardparameterfremstillingen for en kugle, sa accepter den bare midlertidigt som en
generalisering af standardparameterfremstillingen for en cirkel ©. Vi vender tilbage til trigonometriske
parameterfremstillinger i naeste afsnit. Den bruger netop standardparameterintervallerne
0<t<2m,0<u<m.Variablen radius er en skydervariabel, som vi bruger til at afggre hvor store kuglerne

skal fremsta.
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@Pvelse 2.8
a) Opret koordinater og parameterfremstillinger for punkterne som vist. Indfgr en skyder for radius,

der passende kan Igbe fra 0 til 0.25 i skridt med leengden 0.001. Skift koordinatsystemets graenser
tilatgd fra —1.25<x<1.25,-1.25<y <1.25,-1.25<7<1.25. Du indskriver nu punkternes
parameterfremstillinger pa fglgende vis:

xpl(t,u) = pta[l]

ypl(t,u) = pta(2]

zpl(t,u) = pta[3]
hvor pta[1] star for ferstekoordinaten til pta, dvs. punktet A, osv. Punkterne skulle da gerne dukke
op pa skeermen! Du kan skifte farve pa dem pa sadvanlig vis og du kan ogsa skifte attributter. Fx
viser vi dem her som ren flade uden gitternet. Vi kan ikke navngive objekter i 3d-graftegning, men
som vist kan vi oprette en smal noteside ved siden af grafrummet, hvor vi kan farvelaegge navnene,
sa man hurtigt kan se at det bla punkt i grafen fx ma svare til A!

Det naeste vi skal have tilfgjet i 3d-graftegningen er linjestykkerne AB, AC, BD og CD. Det er nemt nok at
tegne et linjestykke AB. Hertil bruges parameterfremstillingen
P=(1-t)-A+t-B=A+t-(B—A), 0<t<1
Det er =kvivalent med vektorligningen
AP=t-AB
Vi opretter derfor de fire linjestykker pa notesiden pa fglgende vis

Na&r vi tegner linjestykkerne skal vi sa huske at rette parameterintervallet til 0<t <1 ©.
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b) Opret parameterfremstillinger for siderne som vist. Du indskriver nu sidernes

parameterfremstillinger pa fglgende vis:

xp5(t,u)=ab[1]

yp5(t,u)=ab[2]

zp5(t,u) = ab[3]
hvor ab[1] star for fgrste koordinaten til ab, dvs. linjestykket AB, osv. Linjestykkerne skulle da gerne
dukke op pa skaermen! Du kan ikke skifte farve pa dem ved at fange dem pa skaermen. Men taster
du CTRL G kan du fange dem pa indtastningslinjen og der kan du hgjreklikke pa dem for at fa
adgang til at skifte farve! Du kan ogsa tydeligggre dem ved at saette linjetykkelsen (nederst til hgjre
pa statusbjeelken) op til fx 125 %.

Sa er vi endelig klar til at tegne den guddommelige flade, der udspaender den vindskaeve firkant, sa
trekanten ABC fungerer som tangentflade i startpunktet og trekanten BCD fungere som tangentflade i
slutpunktet. Vi generaliserer da Gaudikonstruktionen ved at forbinde AB og CD med et linjestykke, der
glider jeevnt langs de to modstaende sider. Dette linjestykke frembringer da en enkeltretlinjet flade med
forbindelseslinjestykket som frembringer: Linjestykkets endepunkter P og Q er da givet ved
P=(1-t)-A+t-B, 0<t<1
Q=(1-t)-C+t-D, 0<t<1
idet de begge deler deres respektive sider AB og CD i deleforholdet t. Vi har skiftet betegnelser til P og Q
fordi U er reserveret til navnet pa parameteren i parameterfremstillingen! Selve linjestykket PQ er da givet
ved parameterfremstillingen
PQ=(1-u)-P+u-Q
Kombinerer vi disse to saet parameterfremstillinger fas derfor den fglgende simple parameterfremstilling
for fladen
ABCD=(1-u)-[(1-t)-A+t-B]+u-[(1-t)-C+t-D]
Men her kommer sa fgrste overraskelse! Ganger vi parenteserne ud og rokerer rundt pa leddet kan den
preecis samme parameterfremstilling ogsa skrives pa formen
ABCD=(1-u)-(1-t)-A+(1-u)-t-B+u-(1-t)-C+u-t-D
ABCD=(1—t)-[(1-u)-A+u-C|+t-[(1-u)-B+u-D]
Kig ngje pa den sidste formel: Den har ngjagtigt den samme struktur som den fgrste formel. Men denne
gang forbinder vi et punkt pa siden AC med et punkt pa siden BD. Gennem ethvert punkt pa den
guddommelige flade ABCD gar der altsa praecis to rette linjer, der ligger helt indesluttet i fladen: Det ene
forbinder de modstaende sider AB og CD, det andet forbinder de to modstaende sider AC og BD. Fladen er
altsa fadt dobbeltretlinjet!
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Vi leegger ud med at tegne det linjestykke PQ, der frembringer fladen. Vi opretter derfor en skyggevariabel
t , dat erreserveret til navnet pa parameteren i parameterfremstillingen! Skyggevariablen oprettes som
en skydervariabel, der Igber fra 0 til 1.

1

p=(1-t ) ae br{1-2:,11-20}
q=(1-t) e+t - dr{1-2¢,12 ¢ -1}
ptp:=ptradius kugli * { .='ad.-",=ss-c05{.-')- sin{,-'s]—2- t 41, radius sir{.-')- sin(ss)+1,.=‘ad.-"ss5‘- coi.-‘s]—z 41 }

ptq=qtradius kugl * {

1585

c) Opret parameterfremstillinger for punkterne P og Q samt deres forbindelsesstykke PQ som vist.
Farveleeg punkterne og linjestykket som vist, sa vi hurtigt kan identificere dem pa skaermen. Traek i
skyderen for skyggevariablen t_, sa du kan se linjestykket glide langs siderne i den vindskaeve

firkant.

Vi er nu klar til at tegne selve fladen. Den er givet ved parameterfremstillingen
ABCD=(1-u)-[(1-t)-A+t-B]+u-[(1-t)-C+t-D], 0<t<1, O<u<1
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d) Indskriv parameterfremstillingen for fladen og du skulle gerne se din fgrste hypar dukke op i 3d-
graftegningsrummet! Prgv at gribe fat i scenen sa du kan se den fra forskellige synsretninger
inklusive standardretningerne hvor vi kigger ind langs en af koordinatakserne (her kan du bare taste
x, y eller z). Slukker du for gitternettet kan du ogsa nemmere se forbindelsesstykket PQ glide langs
fladen, nar du traekker i t_-skyderen.

PQ
ABCD

AB
AC
BD
cD

ABCD

AB
AC
BD
cD

ABCD

Dernaest bemaerker vi at fladen indeholder parabler: Saetter vi u=t, dvs. bevaeger os langs
hoveddiagonalen i parameterrummet fas parameterkurven:

P=(1-t -A+(1—t)-t-B+t-(1—t)-C+t*-D
P=(1—t)2-A+2-(1—t)-t-¥+t2-D

P=(1-t)’-A+2-(1-t)-t-My, +t*-D
Men det er jo netop parameterfremstillingen for parablen udspaendt i trekanten AM,.D, hvor de to
mellempunkter B og C altsa erstattes af deres midtpunkt, jfr. gvelse 2.2.
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Omskriver vi parameterfremstillingen ved at gange parenteserne ud fas
P=A+2t-(-A+Myc )+t*-(A+D—2Mpc)

A+D
P:A+2t-(—A+MBC)+t2~2-( : —MBCj

P=A+2t-(~A+Mye )+t*-2-(Mup — Mg )
Det viser, at parablen starter i A med tangentvektoren AM,. . (Tilsvarende slutter den i D med

tangentvektoren M,.D ). Endelig har den accelerationsvektoren, dvs. aksevektoren M, M, : Parablens

akse er altsa parallel med den linje, der forbinder midtpunkterne for diagonalerne BC og AD i den
vindskaeve firkant. Denne parabel udggr rygraden i den guddommelige flade!

@Dvelse 2.9
a) Tegn nu selv parablen, der fremkommer nar man szetter u =t i parameterfremstillingen. Tilfgj ogsa
trekanten AM,.D . Du kan evt. traekke trekantes indre op, idet en trekant ABC kan tegnes som en

hypar AABC! Tegner du i stedet hyparen ABBC traekkes parabelsegmentet i trekanten op!)

@velse 2.10
a) Gor rede for at sidediagonalen u=1—t i parameterrummet pa samme made overfgres i en
parabel, der udspaendes af trekanten BCM ,, .
b) Ggr rede for at denne parabel har aksevektoren M,-M,, , dvs. modsat rettet den foregdende, dvs.
hvis den ene er sur er den anden glad.

@velse 2.11
a) Ggr rede for at alle linjerne parallel med sidediagonalen, dvs. pa formen u=k—-t hvor 0<k<2 pa
samme made overfgres i parabler med akser, der er parallelle med linjen, der forbinder
midtpunkterne for diagonalerne BC og AD i den vindskaeve firkant.
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Som det fremgar af gvelserne kan den guddommelige flade altsa ogsa frembringes af en sur parabel
(svarende til linjerne parallelle med sidediagonalen i parameterrummet), der glider langs en glad parabel
(rygraden). Ikke overraskende kaldes den guddommelige flade for en paraboloide! Gennem hvert punkt pa
fladen gar der to seet parabler, der vender hver sin vej. Fladen er altsa en saddelflade.

Pvelse 2.12

a) Gor rede for at fladepunktet svarende til t=

A+B+C+D

firkant ABCD, dvs. T = 2

N |-

1
,u :E netop er tyngdepunktet T for den vindskaeve

b) Ggr rede for at firkanten, der forbinder midtpunkterne i de fire sider: AB, AC, BD og CD i den
vindskaeve firkant, ma veere et parallelogram. Ggr rede for at diagonalerne i dette parallelogram

netop skaerer hinanden i tyngdepunktet T.

c)

tyngdepunktet.

d) Gegr rede for at de to parabler svarende til u=t (rygraden) og u=1-t tangerer
midtpunktsparallelogrammet fra hver sin side.

Ggr rede for at diagonalerne i midtpunktsparallelogrammet netop er frembringere for fladen, dvs.
de ligger helt i fladen. Midtpunktsparallelogrammet er med andre ord en tangentplan i

Vi kan sammenfatte vores hidtige erfaringer med parameterfremstillinger saledes, idet vi frit kan vaelge om

en frembringer skal vaere en ret linje eller en hovedparabel:
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\ t-kurver Lo
Skra linjer Parabler (t >t+u )
u-kurver \
".
Skra linjer 'i.! .'°:ﬁf':: ‘ I':_!
" e - |IIrI e - II
~f
(1-u)-(1-t)-A+t-B) 0<t<1 (—)(—t—u)-A+(t+0)-B) —1<r<1
((1=t)- . <
tu-(1-1)-C+t-D)  0<us< +u-(1-t—u)-C+(t+u)-D) 0<u<1
| ; |_\| .I--;";__;--;_]I_ j{_j __. |'.
| L | _I‘ |l
| - . 1L
| 4 Ic-rli.
II -iII _ _"I|_ ;
. | | T
Parabler Ii 1 " __"I"_;'J"?:
(u>t—u) |l-"”" . |'°I_£‘;
(1-t+u)-((1-t)-A+t-B) 0<t<1 (1-t+u)-(1-t-u)-A+(t+u)-B) 0<t<1
+(t—u)-((1-t)-C+t-D) -1<u<1 +(t-u)-(1-t-u)-C+(t+u)-D) —3Su<3
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3.2 Den hyperbolske paraboloide som graf for et andegradspolynomium: z=x-y, z=x> -y’

Vi ser stadigvaek pa den vindskaeve firkant med hjgrnerne

A(l,l,l), B(—l,l,—l), C(]-;_]-/_l) og D(—l,—l,l)

Den udspzander en hyperbolsk paraboloide, som i en vis forstand er prototypen for hyperbolske
paraboloider. Som vi har set er den givet ved parameterfremstillingen

ABCD=(1-u)-((1—-t)-A+t-B)+u-((1-t)-C+t-D), 0<t<1, 0<u<1

@velse 2.13

a)

Ggr rede for at fladens ligning er givet ved z = x -y . Tegn denne flade som en 3d-graf med
—-1<x<1,-1<y<1.Ggrrede for hvorfor den kaldes en saddelflade.

b) Ggr rede for at skaeringen med en lodret plan x = x, er en ret linje med haeldning x,. Opret en
skyder for x, og tegn den lodrette plan i grafrummet x = x, sa man kan se skaeringslinjen.
c) Ggr rede for at skeeringen med en lodret plan y =y, er en ret linje med haeldning y,. Opret en
skyder for y, og tegn den lodrette plan i grafrummet y =y, sd man kan se skaeringslinjen.
d) Gor rede for at de retlinjede frembringere enten er parallelle med y-z-planen eller med x-z-planen.
1 !
L. .
@velse 2.14
a) Gegr rede for, at niveaukurverne for fladen med ligningen z = x-y er ligesidede hyperbler med
undtagelse af skeeringen med x-y-planen z =0, der degenererer til de to asymptoter x-aksen og y-
aksen. Opret en skyder for z, og tegn den vandrette plan i grafrummet z =z, sa man kan se
skaeringslinjen.
b) Ggr rede for at skaeringen med planen y = x er en enhedsparabel, der vender grenene opad, samt
at skaeringen med planen y = —x er en enhedsparabel, der vender grenene nedad. Opret en skyder
x=t
for k, med —2<k, <2 og tegn lodrette planer i grafrummet y =t +k, med —1<t<1 og -1<u<1
z=u
sa man kan se skaeringskurverne.
c) Gor rede for at skeeringen med en lodret plan er en parabel med undtagelse af de lodrette planer,

der ogsa er parallelle med x-aksen eller y-aksen, hvor det jo er en ret linje. Prgv evt. om du kan
illustrere det med en 3d-animation.

Vi ser at fladen giver anledning til parabler, nar den skaeres med en lodret plan og hyperbler, nar den
skaeres med en vandret plan. Den kaldes derfor en hyperbolsk paraboloide. Men det afggrende er altsa i
virkeligheden at der er tale om en dobbelt retlinjet flade, den simpleste af slagsen!
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Bemeerkning: | den ovenstaende fremstilling har vi lagt veegten pa de retlinjede frembringere. Men som vi
har set kunne vi lige sa godt have frembragt fladen ud fra parabler som frembringere (hvilket selvfglgelig
ikke er sa praktisk, nar man skal frembringe fladeelementer konkret i fx beton). Forbindelse mellem de to
systemer af frembringere fremsta klarest ved en drejning af koordinatsystemet: En drejning pa 45° vil da
netop skifte mellem koordinatlinjer som rette linjer og koordinatlinjer som parabler. Arsagen til dette er
meget simpel. Ved en drejning pa 45° fgres koordinatakserne over i linjerne y = +x . Sammenhangen

mellem de gamle og de nye koordinater er derfor — op til en skalering — givet ved
X=X+Y
y=X-Y

Indszettes dette i ligningen for den hyperbolske paraboloide fas derfor den besleegtede ligning
z=x-y=(X+Y)-(X=-Y)=X*-Y?

Vi kan altsd illustrere dette ved at tegne paraboloiden med forskriften z=x> —y”.

@velse 2.15
a) Tegn fladen med ligningen z=x>—y> med —1<x<1 og —1<y <1.Sluk for gitternettet og farv
fladen lysebla med rimelig hgj transparens.
b) Tilfgj den rgde parabel z=x?,y =0 ved hjzlp af parameterfremstillingen
x=t
y=0 med -1<t<1
z=t’
Husk at eendre parameterintervallet og husk ogsa at satte antal t-intervaller op fx til 101
delepunkter. Du far adgang til attributter og farve ved at hgjreklikke i indtastningslinjen for
parameterfremstillingen!
c) Tilfgj derefter den grgnne parabel z=x,* —y?,x = x, ved hjaelp af parameterfremstillingen
X=X,
y=t med -1<t<1
z=x, -t
d) Indfgr endelig en skyder for parameteren x,, der Ipber fra -1 til 1. Du kan nu se hvordan fladen

frembringes af en grgn sur parabel der glider langs en rgd glad parabel.
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@Pvelse 2.16

a)

b)

c)

d)

e)

Vi vender tilbage til fladen med ligningen z=x-y med -1<x<1 og -1<y <1, hvor
koordinatlinjerne er rette linjer og et koordinatudsnit afbildes pa en vindskeev firkant, der
udspaender et udsnit af fladen. Sluk for gitternettet og farv fladen lysebla med rimelig hgj

transparens.

Tilfgj et gitter i bunden af scenen ved hjzelp af parameterfremstillingen
x=t
y=u -0.7<t<0.7, -0.7<5u<0.7
z=-1

hvor indskraenkningen i parameterintervallet skal sikre at vi kan dreje gitteret frit i sidste del af
gvelsen indenfor rammerne af scenen!
Tilfgj det tilsvarende udsnit pa fladen ved hjzelp af parameterfremstillingen

x=t

y=u —-0.7<t<0.7, -0.7<5u<0.7

z=t-u
Vi skal nu kunne dreje udsnittet. Vi indfgrer derfor en skydervariabel 6 for drejningsvinklen, der kan
Igbe fra 0° til 360°. Ved en sadan drejning erstattes basisvektorerne {1,0} og {0,1} af {cos(0), sin(0)}
og {-sin(0), cos(0)}. Ret derfor de to foregaende parameterfremstillinger til

x =t-cos(0)+u-sin(B)

y=—t-sin(@)+u-cos(d) —-0.7<t<0.7, —0.7<u<0.7

z=-1
henholdsvis
x=t-cos(B)+u-sin(6)
y =—t-sin(@)+u-cos(0) —-0.7<t<£0.7, -0.7<u<0.7

z=(t-cos(B)+u-sin(6))-(~t-sin(d)+u-cos(d))

Prgv nu at dreje gitterudsnittet og hold isaer fokus pa de retningsvinkler, hvor gitteret afbildes pa
rette linjer og de retningsvinkler, hvor gitteret afbildes pa parablerne parallel med diagonalerne.

Samspillet mellem grafer for funktioner pa den ene side og parameterfremstillinger pa den anden side
abner ogsa andre muligheder for at laegge mere struktur pa graferne. En oplagt mulighed er fx at laegge
skygger pa figuren svarende til de retvinklede projektioner pa scenens gulv og sideveegge, hvilket netop
antyder hvordan en plantegning henholdsvis en opstalt kommer til at se ud.
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@velse 2.17
a) Tegn grafen for funktionen z = x .y som en parameterfremstilling, sa der bliver luft til vaeggene:
X=t
y=u —-1<t<1,-1<u<l
z=t-u
idet du szetter vinduesgraenserne til —1.25<x<1.25,-1.25<y<1.25,-1.25<7<1.25.
b) Tilfgj skygger i bunden og siderne ved hjlp af parameterfremstillingerne

x=t
Bunden: y=u -1<t<1,-1<u<1
z=-1.25
x=-1.25
Venstre sidevaeg: y=u -1<t<1,-1<u<1l
z=t-u
x=t

Bagveeggen:y=1.25 —-1<t<1,-1<u<l
z=t-u
Skyggerne kan passende farves gra.

c) Velg x-, y-, z-projektioner ved at taste x, y eller z, sa du ser lige ind langs x-aksen, y-aksen eller z-
aksen.

Som det ses svarer skyggerne netop til Leroys projektioner i den deskriptive geometri. Men til forskel fra
Leroys tegninger har vi denne gang den agte rumlige figur at stgtte os til ©.

z

n
!
=X
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2.3 Strukturen af en paraboloide

Som vi har set fgrer konstruktionen af den hyperbolske paraboloide til en dobbelt lineser
parameterfremstilling af formen

P=(1-u)-[(1-t)-A+t-B]+u-[(1-t)-C+t-D]
| szerligt simple tilfaelde har vi ogsd set at den fgrer til ligningerne z=x-y og z=x*-y> som er
prototyperne for den hyperbolske paraboloide, den fgrste knyttet til de retlinjede frembringere, den anden
knyttede til hovedparablerne som frembringere.

Vi vil nu prgve at finde ligningen for den hyperbolske paraboloide i det generelle tilfalde. Vi skal da valge
koordinatsystemet behaendigt, sa z-aksen peger langs paraboloidens akse, dvs. forbindelseslinjen mellem
diagonalernes midtpunkter M,, og M,.. Ganger vi parenteserne ud i parameterfremstilingen for fladen
fas

P=(1-u)-[(1-t)-A+t-B]+u-[(1-t)-C+t-D]=

P=(1-u)-(1-t)-A+(1-u)-t-B+u-(1-t)-C+u-t-D

P=A+t-(-A+B)+u-(—A+C)+t-u-(A-B—C+D)

A+D B+C

-5

P=A+t-(-A+B)+u-(-A+C)+2-t-u-( 5

Pa vektorform gaelder derfor

ﬁ:t-TB+u-R+2-t-u-m
De lineaere led forteeller da, at tangentplanen i startpunktet A udspaendes af vektorerne AB og AC, dvs.
tangentplanen i A er netop udspandt af trekanten ABC. Det kvadratiske led afspejler tilsvarende fladens
aksevektor I\m | Da den peger langs z-aksen har den ingen x- og y-koordinat. Skriver vi
parameterfremstillingen op i koordinater fas derfor:

x = f@rstegradspolynomium it og u

y =fgrstegradspolynomiumit ogu

z=andengradspolynomiumit ogu
Nar vi isolerer parametrene t og u fra de to fgrste ligninger fas derfor fgrstegradspolynomier i x og y.
Indszettes disse derefter i den sidste lighing fas et andengradspolynomium i x og y. Paraboloiden har altsa
en ligning pa formen

z=a-x*+b-x-y+c-y*+ d-x+e-y + f

—_— &
andengradsleddene forstegradsleddene  konstantleddet

Detaljerne overlader vi til en gvelse ©

@Dvelse 2.18
For at forenkle undersggelsen vil vi fastlaegge koordinatsystemet yderligere, idet vi laegger Origo i A, dvs. A
far koordinaterne {0,0,0}. Ydermere drejer vi koordinatsystemet omkring z-aksen, sa punktet C kommer til
at ligge i y-z-planen. Vihar daogsa C, =0.
a) Gor rede for at vi finder en parameterfremstilling pa formen
x=t-B,
y=t-B, +u-Cy
z=t-B,+u-C,+t-u-(D,-B,—C,)
b) Gerrede for at koefficienten B, =0 (Vink: Vis, at i modsat fald er firkanten ikke vindskaev). Benyt
dette til at eliminere parameteren t.
c) Gor rede for at koefficienten ¢, #0 (Vink: Vis, at i modsat fald er firkanten ikke vindskaev). Benyt

dette til at eliminere parameteren u.
d) Gegr rede for at koefficienten D, = B, + C, . (Vink: Vis, at i modsat fald er firkanten ikke vindskaev).

Benyt dette til at vise at fladen har en ligning pa formen z=a-x*>+b-x-y+d-x+e-y ,hvor b=0 .

71
© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS



Det afggrende spgrgsmal er sa, om vi kan frembringe alle paraboloider pa denne made. Det kan vi ikke! Det
er meget specielt at fladen er dobbelt retlinjet og dette forhold gaelder ikke for en vilkarlig paraboloide. Det
minder meget om parabler i 2-dimensioner, hvor parablen jo ikke ngdvendigvis har skaering med x-aksen. |
2 dimensioner er det diskriminanten der afggr parablens opfgrsel. Det samme geelder i 3 dimensioner!

Definition 6:
En paraboloide er grafen for et andengradspolynomium i x og y, dvs. det er en en flade med en ligning pa
formen
z=a-x*+b-x-y+c-y*+ d-x+ey + f
%,_/
andengradsleddene fgrstegradsleddene  konstantleddet
hvor mindst en af andengradskoefficienterne er forskellig fra nul.
Ved diskriminanten for paraboloiden forstas tallet:

diskriminant=5b —4-a-c

Ideen er meget simpel: VI gnsker at vise at paraboloider kommer i tre forskellige typer:
e Dem, der er dobbelt retlinjede, dvs. gennem hvert punkt pa paraboloiden gar netop to rette linjer,
der begge ligger helt i paraboloiden.
e Dem der er enkelt retlinjede, dvs. gennem hvert punkt pa paraboloiden gar der netop en ret linje,
der ligger helt i paraboloiden.
e Dem der er totalt ikke-retlinjede, dvs. der findes slet ingen rette linjer, der ligger helt i
paraboloiden.

For at underspge om der gar en ret linje gennem et grafpunkt, der ligger helt i paraboloiden, bemaerker vi
at en sadan ret linje ikke kan vaere lodret, idet der til hver (x, y)-vaerdi kun hgrer en z-vaerdi. En ret linje, der
er helt indesluttet i fladen er altsa enten vandret eller skra. Gennem en sadan ret linje gar der derfor netop
en lodret plan, der skaerer paraboloiden i den rette linje. Den lodrette plan har en ligning pa formen
A-x+B-y+C=0. Hvis den ikke tilfeeldigvis star vinkelret pa x-aksen (med en ligning pa formen x =gq ) har

den derfor en ligning pa formen y =k-x+gq . Indszttes denne ligning i fladens ligning fas:
z=a-x* +b~x-(k~x+q)+c~(k~x+q)2 +d-x+e-(k-x+q)+f

z=(a+b-k+c-k*)-x*+(b-q+2-c-q-k+e-k)-x+(c-qg* +e-q+f)
Leeg meerke til at andengradsleddet kun indeholder k! For en given veaerdi af k vil snitkurven derfor enten
vaere en parabel (hvis andengradskoefficienten er forskellig fra nul: Parablen er glad, hvis
andengradskoefficienten, dvs. hulheden er positiv, og sur, hvis hulheden er negativ) eller en ret linje (hvis
andengradskoefficienten, dvs. hulheden, er lig med 0). Laeg ogsa maerke til at hulheden alene afhanger af
planens hzaldning k, dvs. parallelle lodrette planer skeerer fladen i parabler med samme hulhed, dvs. de er
kongruente, og spreder benene lige meget.

Spergsmalet om hvilke rette linjer, der findes indesluttet i fladen, haenger altsa pa lgsningen af ligningen
a+b-k+c-k>=0.

Hvis c er forskellig fra nul, er der tale om en andegradsligning med diskriminanten
Diskriminant=b*>—4-a-c.

Men andegradsligningen vil netop have to forskellige I@sninger, nar diskriminanten er positiv svarende til en

dobbelt retlinjet flade. | dette tilfaelde vil fortegnet for a+b-k +c-k* skifte fortegn alt eftersom vi er

mellem de to Igsninger eller udenfor de to Igsninger. De lodrette planer skaerer derfor i to familier af

parabler, der vender hver sin vej. Der er tale om en hyperbolsk saddelflade. Vi kan taenke pa det pa

fglgende made: Nar den lodrette plan roterer omkring en lodret akse gennem fladepunktet (x,,y,)

varierer hulheden, dvs. parablen spreder og samler benene, men da hulheden ogsa skifter fortegn, vil

parablen to stedet passerer gennem en ret linje, hvor den skifter fra at vaere sur til at veere glad.
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Tilsvarende vil andengradsligningen a+b-k+c-k*> =0 have netop én Igsning, hvis diskriminanten er nul

svarende til en enkelt retlinjet flade. | dette tilfeelde vil fortegnet for a+b-k+c-k* vaere det samme overalt
pa fladen uden for den retlinjede Igsning. De lodrette planer skeerer derfor i en familie af parabler, der alle
vender den samme vej. Der er tale om en glad henholdsvis en sur parabolsk cylinder.

Endelig vil der ikke vaere nogen Igsninger, hvis diskriminanten er negativ. Der findes sa slet ikke rette linjer i

fladen. | dette tilfaelde vil fortegnet for a+b-k + c-k* vaere det samme overalt pa fladen. De lodrette planer
skaerer derfor i en familie af parabler, der alle vender den samme vej. Der er tale om en glad henholdsvis en
sur elliptisk paraboloide.

@velse 2.19 Tilfeldet, hvor c=0.

Hvis ¢ derimod er nul er der tale om en fgrstegradsligning a+ b -k =0 . Den vil s3 have netop en Igsning, hvis
b er forskellig fra nul. Det svarer til at diskriminanten er positiv. Men i dette tilfaelde vil der ogsa veere en ret
linje pa formen x =k . Det kan vi indse ved at indsaette i paraboloidens ligning:

z=a-k>+b-k-y+d-k+e-y+f

z=(b-k+e)-y+(a-k®>+d-k+f)
Her er z netop lineaer iy, svarende til en ret linje. Alt i alt er der altsa to rette linjer, nar diskriminanten er
positiv. Hvis derimod b er lig med nul, sa er der ingen Igsninger pa formen y=k-x+q , men der vil igen
vaere en enkelt Igsning pa formen x=k .

Saetning 9: Struktursaetningen for paraboloider
Paraboloiden med ligningen
z:a-x2+b-x-y+c-y2+ d-x+e-y + f med diskriminant=b>—4-a-c,
—_— [
andengradsleddene fgrstegradsleddene  konstantleddet
hvor mindst en af koefficienterne til andegradsleddet er forskellig fra nul findes i netop tre typer:
e Hvis diskriminanten b> —4-a-c er positiv er der tale om en dobbelt retlinjet flade: Den hyperbolske
paraboloide. Den har en vandret tangentflade med et stationzert punkt som rgringspunkt.
e Hvis diskriminanten b?> —4-a-c er nul er der tale om en enkelt retlinjet flade: Den parabolske cylinder.
e Hvis diskriminanten b> —4-a-c er negativ er der tale om en totalt ikke-retlinjet flade: Den elliptiske
paraboloide. Den har en vandret tangentflade med et toppunkt som rgringspunkt.

Vi vil nu veere lidt mere forsigtige med at undersgge parablen, der fremkommer som resultat af et lodret
snit med paraboloiden: Vi setter ligningen ind for en lodret plan y=k-x+qg og finder

z=(a+b-k+c-k*)-x*+(b-q+2-q-k+d+e-k)-x+(c-q° +e-qg+f)
Som fgr bemaerket er hulheden uafhaengig af g, dvs. to parallelle lodrette planer skaerer paraboloiden i
parabler med samme hulhed. Men x-koordinaten er ikke en ‘segte’ koordinat i den lodrette plan, der jo har

en haldning i forhold til x-aksen. | x-y-planen har sporet af den lodrette plan haldningen k og nar vi
opfatter z som en funktion af x-veerdien i denne plan har vi derfor sendret pa skalaen. Hver gang vi gar 1

hen ad x-aksen gar vi k op ad y-aksen, dvs. stykket \V1+k? vandret hen ad den lodrette plan.

@velse 2.20
For at fa en fornemmelse for hvordan parablen reagerer pa aendringer i hulheden indenfor et interval, ser vi
en parabel med ligningen y=A-x*> +B-x+C
a) Indfgr skydere for koefficienterne A, B og C. Beskriv hvordan parablen opfg@rer sig, nar A varierer i
et interval:
e der indeholder 0.
e har 0 som det ene endepunkt.
e der ikke indeholder 0.
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i lodret plan

Vi skal derfor formindske x-vaerdien med denne faktor for at finde den reelle hulhed/krumning af parablen,
dvs. koefficienten til andengradsleddet i skalatro koordinater i den lodrette plan. Hulheden for snitparablen
er derfor givet ved
a+b-k+c-k*

1+k*
Hulheden gar derfor mod c i det uendelige (k=) og der er derfor tale om en begraenset funktion. En
typisk graf for hulheden ser saledes ud som vist foroven. Den skaerer k-aksen i et eller to punkter afhangigt
af veerdien af diskriminanten, men vi kan ogsa finde de maksimale og minimale veerdier for parablernes
hulhed ved differentiation:

[a+b-k+c-k2 " b+2-(c—a)k—b-k?
1+k? ] - (1+k%)?
Diskriminanten for teelleren er givet ved
4-(c—a)’ +4-b%,
dvs. den er altid positiv! | almindelighed er der derfor to k-veerdier, hvor hulheden er ekstrem. Men med to

ekstremer og en vandret asymptote ma de to ekstremumspunkter ngdvendigvis ligge pa hver sin side af
asymptoten. Det generelle tilfaelde ligner altsa grafen for oven.

Alk)=

Det eneste smuthul er nar der ikke er tale om et
andengradspolynomium, fordi b = 0. Den typiske graf ser da ﬁ(_,):ﬂ k,,med:ﬂ
saledes ud. Der er altsa netop et ekstremumspunkt, med 14x2 142
veerdien a som ligger i k = 0 (dvs. den lodrette plan er parallel
med x-aksen), mens den asymptotiske vaerdi c sa fungerer som
den anden ekstremumsvaerdi som sa ligger i k=00 (svarende til
at den lodrette plan er parallel med y-aksen).

I y=c

T
(=)
—

Det interessante er nu, som du maske har observeret ved at lege med skyderne, at produktet af de to k-
veerdier altid er -1! Det skyldes at produktet ifglge saetningen om rgddernes sum og produkt i et
andengradspolynomium, netop er givet ved forholdet mellem konstantleddet og andengradskoefficienten.

Satning 10: De tilhgrende lodrette planer star altsa vinkelret pa hinanden. De to ekstremale parabler, den
med stgrst hulhed og den med mindst hulhed, star altsa vinkelret pa hinanden.

Vi kan nu forenkle analysen af paraboloiden betydeligt ved at lazegge koordinatsystemet, sa x- og y-aksen
peger langs de to retninger, hvor hulheden er ekstremal. | dette koordinatsystem er koefficienten til det
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blandede led, dvs. b, altsa nul. Det medfgrer at diskriminanten er givet ved produktet af de to gvrige
koefficienter a og b:

Seetning 11: Standardligning for en paraboloide:
Velges z-aksen parallel med paraboloidens akse og x-, y-akserne parallelle med parablerne med de
ekstreme hulheder, dvs. den tykkeste parabel og den tyndeste parabel i de lodrette snit, far paraboloiden
en standardligning pa formen:
z= a-x*+c-y* + d-x+ey + f diskriminant=-4-a-c
—_— — &~
andengradsleddene  fgrstegradsleddene  konstantleddet
Hvor det blandede led mangler.
Paraboloiden er da en hyperbolsk parabolide, netop nar a og ¢ har modsat fortegn, en parabolsk cylinder,
netop nar en af andengradskoefficienterne a og c er nul og endelig en elliptisk paraboloide, netop nar
koefficienterne til andengradsleddene, a og ¢, har samme fortegn.

Ved hjalp af passende parallelforskydninger kan standardligningen forenkles yderligere. VI kan nemlig
samle leddene ved kvadratkomplettering:

Seetning 12: Hvis begge koefficienterne til andengradsleddene a og c er forskellige fra nul, dvs.
diskriminanten ikke er nul, kan standardligningen forenkles til

2 2
Z2=0-(X—Xpop)" +C (Y =Vrop)” +210p

Paraboloiden har da et toppunkt med koordinaterne (xy,,, V7o, Z70,) - HVis @ 0g ¢ har samme fortegn er det
klart et ekstremumspunkt med ekstremumsvaerdien z;,, . Hvis de har modsat fortegn er det et

saddelpunkt, dvs. et maksimumspunkt langs den ene akse og et minimumspunkt langs den anden.

Ved parallelforskydning kan vi yderligere opna at Origo falder sammen med toppunktet og
standardligningen forenkles da til:
z=a-x*+c-y?

@Pvelse 2.21
a) Opret et firedelt vindue, hvor de tre af vinduerne er 3d-graf-vaerksteder, mens det sidste (nederst
til hgjre) er et standard geometri-vindue. Opret skydere for a, b, x,, y, 0g z, i standard geometri-

vinduet.
b) Tegn graferne for z=a-x*>+b-y* (i gverste venstre vindue), z=a-x” (i nederste venstre vindue),

z=b-y* (i gverste hgjre vindue). Hvad er karakteristisk for paraboloiden nér a og b begge er

positive? De begge er negative? De har modsat fortegn? Hvad bliver niveaukurverne i de tre
tilfelde (dvs. skaeringen med de vandrette planer z=2z,)?

c) Tilfgj parameterkurver for parablerne z=a-x*,y =y, (dvs. x=t,y=y,,z=a-t*) henholdsvis
z=b-y’,x=x,(dvs. x=x,,y=t,z=b-t*). Gor rede for at paraboloiden er en forskydningsflade,
dvs. den fremkommer ved at forskyde en kurve, i dette tilfeelde fx z=a-x*,y =0 langs en anden

kurve, i dette tilfeelde fx z=b-y*,x=0.

Hvis omvendt en af koefficienterne til andengradsleddene er nul — vi kan gerne antage, det er ¢ —kan vi kun
gennemfgre en delvis kvadratkomplettering z=a-(x—x, P re-y+ z, . Ved en passende parallelforskydning

kan vi flytte Origo over i punktet (x,,0,z,), hvorved standardligningen forenkles til z= a-x*+e-y.

Pvelse 2.22
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a)

b)

Opret et firedelt vindue, hvor de tre af vinduerne er 3d-graf-vaerksteder, mens det sidste (nederst
til hgjre) er et standard geometri-vindue. Opret skydere for g, e, x,, y, 0g z, i standard geometri-
vinduet.

Tegn graferne for z=a-x*+e-y (i gverste venstre vindue), z=a-x* (i nederste venstre vindue),
z=-e-y (i gverste hgjre vindue). Hvad er karakteristisk for paraboloiden nar a og e begge er
positive? De begge er negative? De har modsat fortegn? Hvad bliver niveaukurverne i de tre
tilfeelde (dvs. skaeringen med de vandrette planer z=2z,)?

Tilfgj parameterkurver for parablerne z=a-x*,y =y, (dvs. x=t,y=y,,z=a-t*) henholdsvis
z=e-y,x=x,(dvs. x=x,,y=t,z=e-t). Ggr rede for at den parabolske cylinder er en
forskydningsflade, dvs. den fremkommer ved at forskyde en kurve, i dette tilfeelde fx z=a-x*,y =0
langs en anden kurve, i dette tilfeelde fx z=e-y,x=0.

Ved passende skaleringer af aksen kan ligningerne forenkles yderligere, sa alle koefficienter er +1. Der
bliver da netop fire prototyper pa paraboloider:

z=x*+y* (omdrejningsparaboloiden)

z=x* (den vandrette parabolske cylinder)

z=x’>+y (den skré parabolske cylinder)

z=x2—y2

(den ligesidede hyperbolske parabolide)

2.4 Gaudis hveelvinger og kupler
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Kirken i Colonial Guell var Gaudis gvebane for det store katedralbyggeri Sagrada Familia i Barcelona. Han
naede dog kun at ggre krypten faerdig inden bygherren og maecenen Giiell dgde og sgnnen satte en stopper
for byggeriet. | nyere tid er interessen for den ufuldendte kirke dog vokset betydeligt og der findes i dag
faerdige modeller af kirken baseret pa Gaudis forelgbige skitser:

Her skal vi isaer interessere os for indgangspartiet, den sakaldte portico. Allerede ved indgangsdgren har Gaudi
sat sin signatur, treenighedssymbolet, i form af de to lyse vinger, der flankerer dgren. De er netop formede
som saddelflader. Men ellers er det hvalvingerne vi vil fokusere pa. De er inddelt i felter, der hver for sig er
muret op med kunstfaerdig keramik:
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Hvert af disse felter er udformet som en hyperbolsk paraboloide, heraf mange med kors, der netop fglger
de retlinjede frembringere, langs diagonalerne i keramikken, mens hovedlinjerne altsa fglger parablerne i
hvaelvet:

Leeg ogsa meerke til de mange folder langs kanterne af felterne. Der er ogsa tydeligt udformede som
hyperbolske paraboloider:

Her vil vi nu se neermere pa et enkelt felt markeret med rgdt i oversigtsfiguren. En opmaling af feltet
afslgrer at den er opbygget ud fra en vindskaev firkant, hvor den gverste trekant ABC ligger vandret i 3.33
meters hgjde over gulvet og udspander loftet, mens den skra fiktive trekant BCD ender 1 meter under
gulvet under gulvhgjde i afstanden 2.66 meter fra vaeggen.
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0 (0,-3.33,3.33,
X )

(0,3.33,3.33)¢

© (2:66,0,-1)
D

Det er modellen for denne hveelving vi nu vil arbejde pa:

@velse 2.23:
a) Velgvinduesgrenserne -6<x<4, —-5<y<5, —-2<z<5 ogafsaetgulvplanenz=0.
b) Indfgr hjgrnerne A(-5,0,3.33), B(0,-3.33,3.33), C(0,3.33,3.33) og D(2.66,0,—1) og afsat
punkterne pa sadvanlig vis:
kugle :={cos(t)-sin(u),sin(t)-sin(u), cos(u)}
A:={-5,0,3.33},...
ptA:= A +radius-kugle
hvor radius er en passende skydervariabel.
c) Afszet den hyperbolske paraboloide
hypar:=(1—-u)-((1-t)-A+t-B)+u-((1-t)-C+t-D), 0<t<1, 0<u<1
d) Afseet en figur svarende til en primitiv udgave af manden, fx i form af en cylinder som krop og en

kugle som hoved ©

radius =25
1. -

Laeg meerke til hvordan loftshvalvingen i modsztning til de traditionelle hvaelvinger, buer nedad. Sadanne

konvekse hvaelvinger er et af hovedkendetegnene ved brugen af de hyperbolske paraboloider.
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For at feerdigggre modellen skal vi nu have afbrudt
loftshveaelvingen, nar den nar vaeggen, dvs. x=0. Ser vi
pa parameteromradet skal vi altsa kun have tegnet
fladen, nar vi befinder os under diagonalen i
enhedskvadratet, som vist pa figuren. Vi ma da ga en
lille omvej, idet vi fgrst afbilder enhedskvadratet pa
trekanten under diagonalen, og derefter afbilder
trekanten pa den hyperbolske paraboloide. Det er ikke
sa slemt, hvis gitterlinjerne ikke behgver veere
frembringere. | sa fald skal vi blot trykke t-koordinaten
sammen med faktoren

(1—u) svarende til afbildningen:

(0,1) (1,1)

(1)

0,0

radius =25
1.
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@velse 2.24:
a) Skift nu attributter pa taghveelvingen hypar, sa vi kun ser gitteret.
b) Halvér derefter domaenet for den hyperbolske paraboloide ved hjzlp af kommandoerne:
hypar _:=hypar|t=t_andu=u_
halv:=hypar |t _=(1-t)-uandu_=u
c) Skift til sidst attributter pa den halve taghvaelving, sa vi kun ser fladen. Du skulle nu gerne have
frembragt en taghvaelving for det rgde felt!

Det kan synes lidt zergerligt, at vi ikke kan fa de rigtige gitterlinjer frem pa den made. Hvis vi arbejder lidt
mere med parametriseringen kan vi reparere pa det ogsa. Teknikken er ikke helt simpel men er afggrende
for videregaende anvendelser af det 3-dimensinelle grafrum. VI starter med at bemaerke at vi skal overfgre
enhedskvadratet i trekanten under diagonalen pa en sadan made at sa laenge vi er inde i trekanten under
diagonalen afbildes punktet pa sig selv. Men nar vi er overdiagonalen afbildes det pa diagonalen, fx som
vist via en vandret forskydning ind pa diagonalen:

\(0,1) (11) (0,1) (1,1)

(I,u)=({f utt=1

1—u,utr>1

(0.0 g ©0) )

Vi @&ndrer altsa ikke u-koordinaten! Til gengaeld skal vi bruge den stykvis lineaere funktion:
; t, 0<t<1-u,
- |1-u,, 1-u,<t<1

Den har grafen

uh =36

(1-20,1-up)
(1,1-u0)

(0.0)
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Desvarre kan vi ikke anvende stykvis lineaere funktioner i 3d-grafer ®. Vi ma derfor omskrive dem til
almindelige funktioner. Vi udnytter da i stedet at en stykvis lineaer funktion har absolutvaerdien som
prototype. Den ovenstdende stykvis lineaere funktion med knaekpunkterne t =0,t =1—u,,t =1 kan derfor

skrives pa formen:
t_=a-|t|+b-|t—(1—u,)|+c-t -1
Vi skal bare finde koefficienterne a, b og c. Men det kan vi jo trygt overlade til TI-Nspire CAS:
eq:=t_=a- |t|+b- |t—(1—u)|+c- |t—1| *t =b- |t+u—1|+c- |z—1|+a- |r|
eql:=eqr=0 and ¢ =0 and O0<u<1 » O0=<wu=1 and O="b-utb+c
eq2:=eq|f=1-u and 7_=1-w and 0=u<1 » 1*u=((:*a)- uta and 0=u=1
eq3:=eq|r=1 and 7 =1—w and O=u=1 * 1-u=b* u+a and O=u=1

O="b*utbtc B u—2) B ‘(u—l)
solve 1—u=(c—a)° uta ab.c|ra= and b=— and =
1-u=b-uta 2 2 2
(u-2) P C:-(u—l) B ] 1] we1) o w2)

eqla=

2 2 2 2 2
Det ser lidt indviklet ud, men det tillader os nu at finde den sggte parametrisering af den hyperbolske
paraboloide. Vi fjerner fgrst gitterlinjerne fra den oprindelige hyperbolske paraboloide ved at satte savel t-
inddelingerne som u-inddelingerne til 2, hvorved vi kun far tegnet omridset af den hyperbolske
paraboloide, dvs. den vindskzeve trekant. Derefter tilfgjes den halve hvalving, men denne gang via den nye
parametrisering. Det ser selvfglgelig lidt mere snakset ud, men resultatet er netop en Gaudi-hvalving
forsynet med de retlinjede frembringere:
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hypar::(l—u)° ((1—1‘)° atse b)+u' ((l—f)' ctie d)
» {2 (5-2.34-u)+5 (u-1),3.33-u-3.33-£,3.334.33 - t-u }
hypar_.=hypar|t=¢_ and u=u_
w1 |e=1]- 1) |e|- w—2)
= - - an
2 2
» {117 [ttu-1|- (w2.13675)+1.17- |#-1|- (u-2.13675)- (u-1)+1.17- |¢|- (u-2.13675)- (u—2)+5-1

halv:=hypar_|_

du _=u

‘:x

5

@velse 2.25:
a) Gennemfgr nu selv den ovenstaende konstruktion og roter figuren, sa du kan fa en fornemmelse af
den rumlige struktur, herunder at gitterlinjerne vitterligt er rette linjer!

Vi er nu kommet ret sa langt i vores analyse af de felter i porticoen, der er dakket af hyperbolske
paraboloider som taghvaelvinger. Som vi har set halverer Gaudi nogle af de vindskave firkanter. Han
benytter sig ogsa af to andre typer beskaeringer, der i parameterdomanet ser saledes ud:

u u
C D
i 1
A B

Den fgrste er firkantagtig, men udspaendt af det andet system af frembringere, dvs. af hovedparabler, der
vender hver sin vej. Den afgraenses altsa af parabelbuer, i stedet for af rette linjer. Vi har allerede diskuteret
denne mulighed i oversigten side 63.
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Den anden er trekantagtig. Den er mere tricket: Linjerne der forbinder A med midtpunkterne for BD og CD
overfgres i parabelbuer, men ikke i hovedparabler, dvs. de er ikke frembringere. Kun linjen, der forbinder
midtpunkterne overfgres i en hovedparabel.

Vi ser nu naermere pa den sidste. Da den ikke benytter sig af frembringere i kanterne vil vi blot tegne den

uden gitter oven pa det store gitter i den vindskaeve firkant. Det afggrende er da at vi kan afbilde

enhedskvadratet pa trekanten i parameterdomanet. Men hertil bruger vi blot en afbildning af formen
(t_u_)=(1-u)-(1-t)-P+t-Q)+u-((1—t)-R+t-S)

hvor P, Q, R, S er billederne af hjgrnerne i enhedskvadratet.

u u_

(0.1) (1,1) R=5=(14,1)

Q-(1,%)
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@velse 2.26:
a) Gegr rede for at afbildningen af enhedskvadratet pa trekanten er givet ved
(t_u_)=({t-u-t+3-u3-t—3-u-t+u)
b) Konstruer nu afbildningen af snittet i den vindskeaeve firkant:
hypar::(lfu)- ((lff)- ats: b)+u' ((171). ctt d)
hypar =hyparjr=t and u=u_

u t
snit:=hypar_|r_=t—u-t+— and u_=————u
2

radius =25
1. 7

Sadanne udsnit var ikke den eneste
komplikation, som Gaudi kunne finde pa!
Ser vi fx igen pa kuplen i sakristiet i
Sagrada Familia, sa viser modellen tydeligt
at han lader de vindskaeve firkanter, der
udspander siderne i kuplen, overlappe
hinanden, hvorfor de hyperbolske
paraboloider ikke bare stgder op til
hinanden langs en frembringer, hvad der
ville veere ret simpelt at modellere, men
de skaerer faktisk hinanden i en
kompliceret kurve. S3 der er udfordringer
nok i Gaudis geometri og det moderne
katedralbyggeri er derfor fuldsteendigt
afhaengigt af staerke CAD-
computerprogrammer, hvor man kan
arbejde med parametrisk design af Gaudis
sammenstykkede flader. Uden
omfattende computerstgtte ville man ikke

i dag kunne styre katedralbyggeriet
sikkert igennem Gaudis intuitive
geometriske visioner.
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3. Den guddommelige flade II: Den elliptiske hyperboloide

3.1 Parameterfremstillinger for cirkler og ligesidede hyperbler

Det er ligesom med solen og manen: Solen, dvs. cirklen, er Igbet med hele opmaerksomheden!
Hvis vi skal parametrisere en enhedscirkel er det naturligt at gribe til trigonometrien. Vi indlaegger et
koordinatsystem med begyndelsespunkt i cirklens centrum. Hvis cirkelpunktet har retningsvinklen t er
punktets koordinater givet ved (cos(t),sin(t)) . Parameterfremstillingen af en cirkel er derfor givet ved

x =cos(t), y=sin(t)
Her skal parameteren t Igbe fra O til 2. Parameterfremstillingen er sat op, sa parameteren t netop svarer
til en retningsvinkel. Det er da ogsa standard for parameterkurverne i TI-Nspire CAS, der er skreeddersyede
til trigonometriske funktioner. Det kan derimod betale sig at seette parametertrinet ned til fx 0.031 (du far
kun lov til at lave 200 parameterspring!). Det sikrer bade at cirklen bliver rimeligt paent rund og at den
lukker paent. Som ved andre parameterkurver kan vi tegne en tangent til cirkelpunktet, ved hjzelp af
tangentvaerktgjet fra Punkter og Linjer-menuen under Geometri-menuen. Men ellers kgrer konstruktionen
af den karakteristiske trekant med cosinus og sinus ved elementaere geometriske konstruktioner:

k]['l[l’]

| coslt) { 1 .0} \\\I\

Den karakteristiske gule trekant har hypotenusen 1 og derfor giver Pythagoras umiddelbart den
trigonometriske identitet
cos(t)’ +sin(t)’ =1.
Fra ensvinklede trekanter fas tilsvarende identiteten
tan(t):Sin—(t)
cos(t)
Disse to identiteter vil vi uden videre traekke pd i det fglgende ©.

@velse 3.1:

a) Vis at cirkeltangenten skaerer x-aksen i x = og y-akseni y=

cos(t) sin(t)”

Bemeerkning: Fgr i tiden fik disse to trigonometriske funktioner saerskilte navne og blev kaldt
sekans- og cosekans-funktionerne sec(t) henholdsvis csc(t). TI-Nspire CAS skriver dem automatisk
om til de klassiske trigonometriske funktioner. Prgv selv i et notevaerksted!

Der findes altsa flere end de tre trigonometriske funktioner, sin, cos og tan som vi normalt bruger! Der
findes nemlig ogsa de tre tilsvarende reciprokfunktioner. De trigonometriske funktioner er alle knyttet til
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cirklens linjer: korder (sin og cos), tangenter (tan og cot, dvs. cotangens) samt sekanter (sekans og
cosekans). De to fgrste aflaeses inden i cirklen, de fire sidste uden for cirklen, fx som vist pa det fglgende
diagram, hvor vi har lagt vaegt pa at afleese dem som vandrette og lodrette stykker (men de kunne ogsa
veere fundet pa cirkelradien og cirkeltangenten: prgv selv!):

7 li;m(.’)

Sekant v
(1.0)

Korde

—_/‘ Tangent

Det vrimler med retvinklede trekanter pa figuren, sa der gaelder allehande Pythagorzeiske sammenhange:

@velse 3.2:

. . sec(t)’ =1+tan(t)’
a) Visatder ma gelde
csc(t)’ =1+ cot(t)

Bemaerkning: Hvis du har fx en ipad, sa har du adgang til det saerlige TI-Nspire CAS tastatur. Her har de
trigonometriske taster en saerlig udformning. Fx er der en bjaelke gverst pa cos-tasten, der giver adgang til
de trigonometriske funktioner beslaegtet med cosinus:

cos " ||sec

COoS

Men det betyder altsa blot at cosinus-funktionen hgrer sasmmen med den omvendte cosinus, den
reciprokke cosinus og den omvendte reciprokke cosinus! Det fgrer til en vigtig restriktion pa notationen:

-1
Nar du anvender notationen |:| pa en trigonometrisk funktion er det afggrende om den kommer fgr eller
efter argumentet, idet der jo geelder

cos“(lf’?) - =
3
cos(piB)_l »2

Det fgrste symbol star for den omvendte cosinus og her skal superscriptet -1 skrives som et enkelt
sammenhangende tegn. Den naeste symbol star for den reciprokke cosinus og her skal superscriptet
skrives som to adskilte tegn i en potens.

Til overflod har matematikerne ogsa indfgrt seerskilte betegnelser for de omvendte trigonometriske
funktioner, idet fx den omvendte cosinus ogsa kan skrives som arccos. Heldigvis kender TI-Nspire CAS alle
disse forskellige betegnelser, men du kan altsd mgde dem i andre fremstillinger ©.
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Viintroducerer nu den ligesidede hyperbel pa fglgende made: Vi gar lodret op i cirkeltangentens
skaeringspunkt med x-aksen og vandret hen fra tangens-punktet, dvs. vi fanger punktet med koordinaterne

1
(sec(t),tan(t)) = ( o]

,tan(t)} . Sporer vi dette punkt kan vi se den kurve, der frembringes:

N :

(0,1)

{xl(.t)=cas(t.)

yl(t):sin(t)

Sekant X

Hvis vi vil frembringe kurven mere permanent, skal vi have konverteret den til et geometrisk sted eller
tegnet som en parameterkurve!

tan(t)

/ . [1,0) . W
o)/
x2\t)=seclt /
_ /
{yz(r]tau(r)/ V4 Tan, ge{

s Geometrisk sted, kurve

@velse 3.3:
a) Tegn enhedscirklen som en geometrisk cirkel og omdefiner rgringspunktet til at ligge pa den
geometriske cirkel. Du kan nu konstruere kurven som et geometrisk sted drevet af cirkelpunktet.
For at fa begge grenene med skal du dog definere vinklen som en ret linje gennem Origo og ikke
som her en halvlinje ©
b) Tegn parameterkurven med parameterfremstillingen idet du igen saetter parametertilvaeksten til

1
0.031: x=sec(t)=———, y=tan(t)
cos(t)

c) Gor rede for at det geometriske sted/parameterkurven far ligningen
Xz _ yz -1

© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS



Tt
Bemaerkning: Parameterfunktionerne er ikke definerede i t =i5. | disse parametervaerdier ryger

parameterkurven ud til uendelig. Afheengigt af hvordan du veelger koordinatrummet og
parametertilvaeksten kan du risikere at TI-Nspire CAS overser diskontinuiteterne. | sa fald far du tegnet
asymptoterne y = +x med ind pa din figur.

Den ligesidede hyperbel med ligningen x> —y®> =1 er modstykket til enhedscirklen x*> +y* =1. De gér begge
gennem enhedspunktet (1,0) og ligger pa hver sin side af den feelles lodrette tangent x=1. | en vis forstand
kan man opfatte de to kurver som en form for spejlinger af hinanden i den lodrette feellestangent. Den
hgjre cirkelbue afbildes da i den hgjre hyperbelgren og den venstre cirkelbue i den venstre hyperbelgren.
Nordpolen (0,1) og sydpolen (0,-1) afbildes tilsvarende i de uendeligt fjerne asymptotepunkter. Men der er
naturligvis ikke tale om en traditionel spejling. Det er mere et magisk "spejl’, der forbinder de to kurver,
som hver for sig kan bruges som udgangspunkt for at fremstille en komplet trigonometri: Den antikke
cirkeltrigonometri og den moderne hyperbolske trigonometri. De spiller ogsa hver for sig hovedrollen i en
komplet geometri: Cirklen har hovedrollen som den fuldkomne figur i den euklidiske geometri, mens den
ligesidede hyperbel spiller den tilsvarende rolle i den sakaldte Minkowski-geometri. Men her har vi altsa
introduceret den ligesidede hyperbel indenfor rammerne af den Euklidiske geometri.

Pa praecis samme made som du har brugt den reciprokke cosinus til at definere en ligesidet hyperbel kan du
bruge den reciprokke sinus til at definere en ligesidet hyperbel:

@velse 3.4:
a) Tegn enhedscirklen som en geometrisk cirkel. Vi gar vandret ud fra cirkeltangentens skaeringspunkt
med y-aksen og lodret op fra cotangens-punktet, dvs. vi fanger punktet med koordinaterne

(cot(t),csc(t)) =( ! 1

tan(t)” sin(t)
cirkelpunktet.
b) Tegn parameterkurven med parameterfremstillingen idet du igen saetter parametertilvaeksten til

]. Du kan nu konstruere kurven som et geometrisk sted drevet af

1 1
0.031: x=cot(t)=——, y=csc(t)=——
tan(t) sin(t)

c) Ggr rede for at det geometriske sted/parameterkurven far ligningen
2 2
y —x"=1

Der findes altsa to ligesidede hyperbler, idet grenen kan ligge symmetrisk omkring x-aksen eller y-aksen.
Cirklen og de ligesidede hyperbler kan som vist ogsa tegnes som grafer for funktioner:

/ / e
yays
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Nar vi i det fglgende skal lege med keglesnitsflader far vi brug for at kunne handtere flere parameterfrem-
stillinger for cirklen og den ligesidede hyperbel med symmetri omkring x-aksen. Vi legger ud med en
rational parameterfremstilling for cirklen og den ligesidede hyperbel. Udgangspunktet er da den rette linje
fra det bagerste enhedspunkt (-1,0). Den har ligningen y =k -(x +1) + 0 og skaerer typisk enhedscirklen
henholdsvis den ligesidede hyperbel i yderligere et punkt. Leeg maerke til at linjen gar gennem punktet (0,k)
pa y-aksen. Den kan derfor styres simpelt via et frit punkt pa y-aksen.

y=0.5x+0.5

@velse 3.5:
a) Eftervis at linjen med haeldning % skaerer enhedscirklen i punktet (2,%) henholdsvis den ligesidede

hyperbel i punktet (2,4

373/
b) Ggr rede for at linjen med haldningen k skeerer enhedscirklen i punktet (ﬁ,ﬁ) henholdsvis den
ligesidede hyperbel i punktet (%,ﬁ) )

Vi ser altsa at enhedscirklen og den ligesidede hyperbel ogsa har parameterfremstillingerne:

1-t° 1+t
e 1p
Den ligesidede hyperbel:

2t 2t

T Y ioe

Enhedscirklen:

De kaldes for rationale parameterfremstillinger, fordi de alene bygger pa polynomiumsbrgker, hvor
polynomierne har heltallige koefficienter. Hvis parameteren t er et rationalt tal § geelder det samme derfor

2 2 2 2
: _q-p _ 2pq : _q+p _ 2pq
for koordinaterne x_,,., = 7 OB Veikel = Gy henholdsvis x,, ..., =y O8 Yiypersel = 5oy

> .

De rationale parameterfremstillinger afbilder den lodrette diameter i enhedscirklen pa cirklens hgjre gren
henholdsvis hyperblens hgjre gren. Denne afbildning er sa fundamental at den har faet et saerligt navn: Den
stereografiske afbildning eller projektion af cirklen og hyperblen.

Leeg ogsa meerke til at x-koordinaterne netop er reciprokke og at y-koordinaterne netop er forholdet
mellem de to koordinater i den modsvarende parameterfremstilling, dvs. de fglger mgnstret i de
trigonometriske parameterfremstillinger:

90
© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS



1 1

X= =
. x =cos(t) o Xe ~ COS(t)
Enhedscirklen: ) Den ligesidede hyperbel: ]
y =sin(t) Yo Ve SIN(t)
Xxirkel COS(t)

Der er da ogsa en snaever sammenhang mellem de trigonometriske parameterfremstillinger og de
rationale parameterfremstillinger.

@velse 3.6:
a) Gegr rede for at hvis den rette linje har retningsvinklen v vil centervinklen for cirkelpunktet netop
vaere 2v.
b) Ggr rede for at sammenhangen mellem haldningen k og retningsvinklen v er givet ved k =tan(v).
c) Gor rede for at hvis vi substituerer k =tan(v) i den rationelle parameterfremstilling for cirklen fas
x =cos(v)* —sin(v)?
y =2-sin(v)-cos(v)
Pa den anden side har cirklen netop centervinklen 2v, dvs. cirkelpunktet har koordinaterne
X =cos(2v)
y =sin(2v)
Der ma derfor gaelde fordoblingsformlerne:
cos(2v) = cos(v)> —sin(v)?
sin(2v)=2-sin(v)-cos(v)
d) Gogr rede for at hvis vi substituerer k =tan(v) i den rationelle parameterfremstilling for hyperblen
fas tilsvarende (idet du udnytter fordoblingsformlerne undervejs)

x =sec(2v)=
cos(2v)

y =tan(2v)
Vi har netop fundet fordoblingsformlerne for cos, sin (og dermed ogsa for tangens):

sin(2v) =2-sin(v)-cos(v)
cos(2v) =cos(v)’ —sin(v)’
tan(2v) = _2tantv)_ tan(v) 5
1—tan(v)
Det er specialtilfeelde af de sakaldte additionsformler, som er
endnu vigtigere. Denne gang giver vi et direkte geometrisk
argument. Vi tager udgangspunkt i den viste trekant. Fgrst
bemaerker vi at der gaelder
sin(C)=sin(180°—-C) =sin(A + B)
Sa splitter vi grundlinjen ¢ ved hjaelp af hgjden fra C og finder
c=c, +c,=a-cos(B)+b-cos(A)
Men nu kan vi inddrage sinusrelationen i fglge hvilken der
geelder

a-sin(C)=c-sin(A) og b-sin(C)=c-sin(C)
Ganger vi ligningen igennem med sin(A + B) =sin(C) fas
sin(A+ B)-c =sin(C)-a-cos(B)+sin(C)- b-cos(A)
=c-sin(A)-cos(B) +c-sin(B)-cos(A)
Forkorter vi endelig med siden ¢ fas den gnskede sammenhang:
sin(A + B)=sin(A)-cos(B)+sin(B)-cos(A)

ci=a- cos(B) cx=b cos(4)
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Skifter vi fortegn pa B fgrer det til formlen
sin(A —B)=sin(A)-cos(B)—sin(B)-cos(A)

Der findes tilsvarende formler for cosinus.

@velse 3.7:
a) Betragt to punkter med retningsvinklerne t og u pa enhedscirklen. Ggr rede for at

cos(u)}

sin(t) sin(u)

~ | cos(t) -
retningsvektorerne far koordinaterne a = og b=
b) Gegre rede for at vinklen mellem de to vektorer kan udregnes saledes:
cos(v—u) :cos(a,B):a-B
c) Gor rede for at dette fgrer til subtraktionsformlen:
cos(t —u)=cos(t)-cos(u)+ sin(t)-sin(v)
d) Gor rede for at hvis vi skifter fortegn pa u fgrer det til additionsformlen:
cos(t +u) =cos(t)-cos(u)—sin(t)-sin(v)

Vi samler de fundne additions- og subtraktionsformler i det fglgende skema (udled selv formlerne for
tangens ©):

sin(A+B) =sin(A)-cos(B)+sin(B)-cos(A)
sin(A— B) =sin(A)-cos(B)—sin(B)-cos(A)
sin(2A) =2sin(A)-cos(A)

cos(A+B) =cos(A)-cos(B)—sin(A)-sin(B)
cos(A—B)=cos(A)-cos(B) +sin(A)-sin(B)
cos(2A) = cos(A)* —sin(A)

tan(A+B) = tan(A)+tan(B)
1—tan(A)-tan(B)
tan(A—B) = tan(A)+tan(B)
1—tan(A)-tan(B)
tan(2A)=—2'mn(A)2
1-tan(A)

Heldigvis er de indbyggede i TI-Nspire CAS (i hvert fald sa laenge vi regner i radianer), sa ofte vil de blive
anvendt uden kommentarer. Men far vi brug for at styre TI-Nspire CAS frelst igennem omskrivningerne er
der to hjelpekommandoer, der kan vaere nyttige: tExpand og tCollect, der er hinandens omvendte
kommandoer: tExpand slar en sum/differens i stykker og stumper, mens tCollect samler dem igen. Fx
geelder altsa

tExpand

sin(A+B) i sin(A)-cos(B) +sin(B)-cos(A)

tCollect
Det er tydeligvis analoge processer til at gange ind i parenteser og til at seette uden for parenteser. | Tl-
Nspire CAS ser det fx sdledes ud:

Sin(_a+b_) 4 si11(a+b)
cos(a} Sill(b)+Sill((I)' cos(b) r Cos[a]- si11(b]+sin[a]- Cos(b]
tExpand(sin(a+b)) s Cos(a]- si11(b]+si11(a]- Cos[b]

tCollect (cos(a) si11(bi)+s in (a] cos(b)) & si11(a+b)
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3.2 Simple omdrejningslegemer
Vi skal nu hgste frugterne af vores arbejde med trigonometrien ©. Vi varmer op med at tegne nogle simple

men fundamentale omdrejningsflader.

Forst ser vi pa enhedskuglen: Udgangspunktet er aekvatorcirklen, dvs. enhedscirklen i x-y-planen. Den har
selvsagt parameterfremstillingen

{cos(t),sin(t),0}
Heldigvis er parameterintervallet som standard sat til at Igbe fra 0 til 27:

theta =275
28319 7

Vi tilfgjer sa en lodret cirkel, der Igber rundt om z-aksen. For en fast veerdi af retningsvinklen 6 med

tilhgrende retningsvektor g har den parameterfremstillingen (med enhedsvektoren k langs z-aksen)

cos(u)- g +sin(u)- k= cos(u)-{cos(B),sin(8),0} +sin(u)-{0,0,1}
={cos(6)-cos(u),sin(B)- cos(u),sin(u)}
Indfgres en skyder for retningsvinklen 6 kan vi nu som vist sende cirklen rundt om z-aksen. Det eneste
problem er at vi kun far tegnet en halvcirkel, fordi u-parameteren som standard er sat til at Igbe fra 0 til «.
Det kommer vi til at forholde os til i det fplgende ©. For at f3 tegnet selv kuglefladen omdgbes
retningsvinklen 0 til parameteren t samtidigt med at vi retter parameterintervallet for u til at Igbe fra —r/2
til /2.

X cos(t)-cos(u)
y |=|sin(t)-cos(u) |, 0<t<2m, —
z

N A
IA
<
IA
NS

sin(u)

Det ser jo lovende ud! Parameterkurverne for t er breddecirkler (vandrette cirkler) og parameterkurverne
for u er meridianer (lodrette halvcirkler). | forhold til matematisk standardpraksis er det eneste vi skal passe
pa med definitionen af parametervinklen u. Den defineres traditionelt som polvinklen (dvs. vinklen i forhold
til z-aksen), mens vi har defineret den som hgjdevinklen (dvs. vinklen i forhold til x-y-planen).
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Drejer vi i stedet en ligesidet hyperbel rundt om z-aksen fas en omdrejningshyperboloide. 1gen kan vi tage
udgangspunkt i en akvatorcirkel og en lodret ligesidet hyperbel, der drejer rundt om z-aksen. For en fast

veerdi af retningsvinklen 6 med tilhgrende retningsvektor a har den parameterfremstillingen (med
enhedsvektoren k langs z-aksen)
sec(u)- e, +tan(u)- k = sec(u)-{cos(6),sin(6),0} + tan(u)-{0,0, 1}
={cos(6)-sec(u),sin(6)-sec(u), tan(u)}

theta =589

22
Indfgres en skyder for retningsvinklen 0 kan vi nu som vist sende den ligesidede hyperbel rundt om z-aksen,
idet vi husker at saette parameterintervallet for u til at Igbe fra —mt/2 til ©/2. Det eneste problem er at vi
ogsa far tegnet asymptoterne med, fordi u-parameteren afrundes en anelse i slutpunkterne. De kan fjernes
ved at indskreenke parameterintervallet en anelse ©. For at fa tegnet selv hyperboloidefladen omdgbes
retningsvinklen 0 til parameteren t samtidigt med at vi retter parameterintervallet for u til at Igbe fra —r/2
til ©/2. Glemmer vi at rette parameterintervallet bliver resultatet en katastrofe, fordi 3d-grafer ikke kan
handtere diskontinuiteterne i tangens-funktionen:

x| [cos(t)-sec(u)] |cos(t)-cos(u)™
y |=| sin(t)-sec(u) |=|sin(t)-cosu)™ |, 0<t<2m, —%gusg
z

tan(u) tan(u)

Bemeerkning: Det er ikke altid parameterintervallet opdateres automatisk efter man har rettet det til. S8 ma
man ind i grafens forskrift og lige gennemtvinge en gentegning af figuren. Det ser jo igen lovende ud!
Parameterkurverne for t er breddecirkler (vandrette cirkler) og parameterkurverne for u er meridianer
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(lodrette ligesidede hyperbler). Fordi hyperboloiden er sammenhangende kaldes den ogsa for en
omdrejningshyperboloide med et net. Den vil vise sig at blive uhyre interessant for os om et lille gjeblik!

@velse 3.8:
X cos(t)-cos(u)
a) Gogr rede for at enhedskuglen med parameterfremstillingen | y |=| sin(t)-cos(u) | far ligningen
z sin(u)
x> +y*+ 2> =1.Vink: Udregn farst x> +y* henholdsvis z> og sammenhold de to resultater.
Prgv ogsa at isolere z og tegne enhedskuglen som grafen for de to fremkomne funktioner. Hvorfor
er det en darlig idé?
b) Ggr rede for at omdrejningshyperboloiden med et net med parameterfremstillingen
x| | cos(t)-cos(u)™
y |=|sin(t)-cos(u)™ | far ligningen x +y? —z* =1. Vink: Udregn fgrst x*+y? henholdsvis z> og
z tan(u)
sammenhold de to resultater.
Prgv ogsa at isolere z og tegne omdrejningshyperboloiden som grafen for de to fremkomne
funktioner. Hvorfor er det en darlig idé?

@velse 3.9:
a) Somvihar set er der to mader at frembringe en ligesidet hyperbel, idet den ogsa kan laegges
omkring z-aksen. Det fgrer til omdrejningshyperboloiden med to net. Ggr rede for at
x| |cos(t)-tan(u)™
omdrejningshyperboloiden med to net far parameterfremstillingen | y |=| sin(t)-tan(u)™ |samt

z| |sinu)™

ligningen z> — x> —y® =1. Vink: Udregn fgrst x*> +y* henholdsvis z> og sammenhold de to
resultater.

Prgv ogsa at isolere z og tegne omdrejningshyperboloiden som grafen for de to fremkomne
funktioner. Hvorfor er det denne gang en god idé?

@velse 3.10:
a) Hvis du drejer en lodret linje omkring z-aksen fas en cylinder. Ggr rede for at det fgrer til
X cos(t)
parameterfremstillingen | y |=| sin(t) |, samt at cylinderen far ligningen x* +y*> =1.
z tan(u)
b) Hvis du drejer en skra diagonallinje gennem Origo (0,0,0) omkring z-aksen fas en retvinklet
X cos(t)-tan(u)
dobbeltkegle. Ggr rede for at det fgrer til parameterfremstillingen | y |=| sin(t)-tan(u) |, samt at
z tan(u)

dobbeltkeglen far ligningen x*> +y* = z>.
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3.3 Hyperboloiden med et net

For at se hvordan denne type dobbelt retlinjede flade opstar, tager vi denne gang udgangspunkt i to cirkler,
der forbindes med en ret linje, sd endepunkterne glider med jeevn hastighed rundt pa cirklerne.
Hyperboloiden er svaerere at undersgge end paraboloiden, sa vi vil fra starten saette nogle begraensninger
pa cirklerne, der ggr det nemmere at gennemfgre undersggelsen:

1. De tocirkler skal ligge i parallelle planer.
2. Forbindelseslinjen mellem deres centre skal sta vinkelret pa deres planer.

Det svarer Igst sagt til koncentriske cirkler i planen, hvor den ene cirkel nu bare flyttes vinkelret ud i
rummet. En konkret model viser ideen:

Vi starter med en gvelse i 2d-geometri, der sa at sige viser situationen set fra oven (tegn selv!):

@velse 3.11:

a) Tegn en cirkel med radius 2. Afsaet et frit punkt pa cirklen og konstruer nu et punkt pa samme
cirkel, der er forskudt en fast vinkel pa 120°. Forbind de to punkter.

b) Konstruer sporingen eller det geometriske sted for forbindelseslinjen, nar det frie punkt drejer
rundt pa cirklen.

c) Gor rede for at alle forbindelseslinjerne tangerer enhedscirklen med samme centrum og at denne
derfor er indhylningskurven for det geometriske sted. Indhylningskurven kaldes strubecirklen.

d) Gor rede for at strubecirklen netop frembringes af midtpunkterne for linjestykkerne. Forskydningen
i forhold til midtpunktet er derfor 60°.

e) Gor rede for at det ikke g@r nogen forskel om vi drejer 120° i positiv eller negativ retning.

Vi flytter nu rundt pa konstruktionen, sa den ligner den rumlige set fra siden, men bliv i 2d-geometri!

0.75em cirkel 0.75cm 075 cm 075 6m
. 2 2 2 5
23 2[5 2[5 25
i : 120 120 120

Pvelse3.12:

a) Tegn to vandrette linjestykker af la&engden 4 under hinanden sa de er adskilt med den lodrette
afstand 2+/3 . De to vandrette linjestykker repraesenterer to cirkler i rummet set fra siden. Men vi
har ogsa tegnet de to cirkler oven pa og nedenunder linjestykkerne, sa vi kan seette punkter i jaevn
cirkelbevaegelse!

b) Afsat et frit hvidt punkt pa den gverste cirkel og benyt fx en parallelforskydning til at overfgre det
hvide punkt til det tilsvarende sorte punkt pa den nederste cirkel. Det sorte punkt drejes nu 120°.
Det oprindelige hvidepunkt og det drejede sorte punkt projiceres ind pa de vandrette linjestykker.

c) Forbind projektionerne med et rgdt linjestykke og traek nu i det hvide punkt! Konstruer derefter det
geometriske sted for linjestykket, som det drives af det hvide punkt. Du har nu fremstillet et billede
af omdrejningsfladen frembragt af frembringeren, dvs. den vindskaeve linje i forhold til aksen, som
roteres omkring aksen.
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d) Projicer ogsa det hvide punkt og det drejede punkt pa de modsatte vandrette linjestykker og
forbind projektionerne med et grgnt linjestykke. Tilsammen udggr det rgde linjestykke og det
granne linjestykke frembringerne gennem skaeringspunktet pa aekvatorcirklen (strubecirklen) for
hyperboloiden. Denne kan nu fx frembringes som det geometriske sted for skaeringspunktet.

Nar du har gennemfgrt disse to gvelser har du med moderne dynamisk geometri opnaet det samme
som Leroy opnaede i sin deskriptive geometri i den laerebog som Gaudi selv blev undervist efter:

iy 00

nog” [ o £ . [ ;};/_1{'/-‘
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Vi flytter nu konstruktionen op i rummet!

theta =299
6.28319 7

theta =4
628319 =

@velse 3.13:

T
a) Overvej fgrst, at i en ligesidet enhedshyperbel i x-z-planen, der svarer x=2 til z =tan(§)=x/§ .

b) Tegn en cirkel med radius 2 i hgjden z =3 og endnu en cirkel med radius 2 i hgjden z=—/3.

c) Opret en skyder for en retningsvinkel 8. Forbind et punkt pa den gverste cirkel P med
retningsvinklen 6 og endnu et punkt Q pa den nederste cirkel med retningsvinklen 6+120° (eller
8 +2m hvis du arbejder i radianer). Traek i skyderen s& du far en fornemmelse for situationen ©.

d) Opret en flade som det geometriske sted for linjestykket, der drejes rundt, idet retningsvinklen 0
erstattes af parameteren t.

e) Du har nu afbildet det ene szt frembringere. Det andet fremkommer ved at erstatte forskydningen
120° med -120° og overlejre de to flader med hinanden. Det er godt at ggre dem gennemsigtige, sa
du tydeligere kan se gitternettene pa fladen.

Vi har nu konstrueret en dobbeltretvinklet flade. Der er tydelig omdrejningssymmetri omkring z-aksen, og

alle niveaukurverne er derfor cirkler. Den mindste cirkel i x-y-planen kaldes strubecirklen. Det er abenlyst

en enhedscirkel. Men spgrgsmalet er hvad det er for en kurve, der drejes omkring z-aksen? For at fa styr pa

det vil vi parametrisere fladen omhyggeligt! Vi tager udgangspunkt i et punkt pa strubecirklen
{cos(t),sin(t), 0}

Det skal forbindes med punkter pd den gverste og nederste cirkel som er forskudt 60° i hver sin retning,

idet vi husker pa at disse cirkler har radius 2 og ligger i hgjderne tan(—g) og tan(g) :

Tt T L Tt Tt T
2-cos(t——),2-sin(t——),tan(——); o 2-cos(t+—),2-sin(t +—),tan(—
{ ( 3) ( 3) ( 3)} 8 { ( 3) ( 3) (3)}
Retningsvektoren for linjestykket er derfor givet ved
{2-cos(t +§),z.sin(t +§), tan(g)}—{cos(t),sin(t), 0} ={2-cos(t+§)—cos(t),2-sin(t +g)—sin(t),tan(§)}

Som parameter for det rette linjestykke vil vi bruge tan(u), dvs. samme hgjde som vi bruger i
hyperboloideparametriseringerne. Vi finder da den fglgende parameterfremstilling for linjestykket

{cos(t),sin(t),0}+m-{2 -cos(t+£)—cos(t),2 -sin(t +g)—sin(t),tan(g)}, 0<t<2m, —gs u SE

3
ta n(g)

Dette er den kanoniske parametrisering af vores dobbelt retlinede flade. Vi kan tjekke den ggr hvad den
skal ved at tegne den tilhgrende graf:
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fade = cos(()sin(,0 1+ m“_(i) | { ) (fi)(f)z (fi)(f)m(i) }

fan -
2 ‘IIJ_ cos(f+;)' sin(y)+cos(f)' (3' cos(sz)—-.f?;_- sin(rx)) 2 ]'3_ sin(ﬁ;)' sin(y)+sin(f)' (3' cos(r.r)—-.‘lff,_- sin(y))
. J b L , J b [ Jt‘a
3 cos (r:) 3 cos(r:) 11(::)

Det ser bestemt lovende ud. Men parameterfremstillingen er lidt snasket. Sa vi slar den i stykker med en

tExpand-kommando, dvs. vi udvider udtrykkene cos(t+§) og sin(t+§) for at se hvad der sker:

cos (f) " COS l:u) —sin I:f) " sin I:u) Cos I:f) sin l:u) +5in I:f) " COS l:u)
. ,t‘anl:u)
Cos I:y) Cos l:y)

Det ser overordentligt lovende ud! Maske kan du genkende additionsformlerne, men ellers kan du samle
leddene med en tCollect-kommando:

tExpand (ﬂade} . {

tCollect(tExpand (ﬂade}) 4 {

cos(r+u) , sin(t+2) tan(u)
cos (? i) Cos l:z«f)

Sa kan det ikke blive simplere! Vi har vist at den dobbeltretlinjede flade med de vandrette cirkler som t-
kurver og det ene hold frembringere som u-kurver har parameterfremstillingen:

x| | cos(t+u)-cos(u)™
y |=| sin(t +u)-cos(u)™
z tan(u)

Holder vi u fast er der netop tale om cirkler med radius cos(u)™ i den vandrette plan z=tan(u). Holder vi

t+u fast er der til gengeeld tale om ligesidede hyperbler med parametriseringen
{sec(u),tan(u)} ={cos(u) ™", tan(u)}
i den lodrette plan frembragt af den vandrette enhedsvektor a ={cos(t +u),sin(t +u),0} og den lodrette
enhedsvektor k ={0,0,1} . Fx vil snittet med x-z-planen, hvor t = 0 netop svarer til at vi setter t =—u,
hvorved vi finder parametriseringen af den ligesidede enhedshyperbel i x-z-planen:
x| [secu)] |cos(u)™
y|=|0 =|0 !

z tan(u) tan(u)
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Inden vi gar videre med parametriseringerne af hyperboloiden vil vi lige se lidt naermere pa modellen med
de to cirkler, der har feelles akse, og den vindskzeve linje, der roteres omkring aksen. Vi har brugt et
bestemt vrid pa 120° mellem de to cirkler, men kan sagtens lave det om til et vilkarligt vrid!

0.75 cm
Vilkarligt vrid
theta =145

theta =160,

180
L theta = 160.

%‘M‘.‘Jg{

AR

theta = 145.
@velse 3.14: (Fortszettelse af gvelse 3.11!)
a) Indfgr en skyder for vrid-vinklen theta. Opret ogsa en tekstboks med teksten theta og udfgr en
beregning af tekstboksen, hvor du taster L for at acceptere variablens vardi.
b) Udfgr en drejning pa vinklen theta af det hvide punkt, idet du klikker pa tallet for theta, for at
definere drejningsvinklen.
c) Hgjreklik pa det sorte 120°-punkt og vaelg omdefiner. Klik pa det nye theta-punkt og hele
konstruktionen fglger med ©.
d) Hvad sker der i graensen hvor theta = 0 henholdsvis theta = 1807 Hvilke flader tror du det svarer til?

@velse 3.15: (Fortszettelse af gvelse 3.121)

a) Indfgrigen en skyder for vrid-vinklen theta. Opret ogsa en tekstboks med teksten theta og udfgr en
beregning af tekstboksen, hvor du taster L for at acceptere variablens vardi.

b) Udfgr en drejning pa vinklen theta af det punkt pa den nederste cirkel, der korresponderer med det
hvide punkt, idet du klikker pa tallet for theta, for at definere drejningsvinklen.

c) Hgjreklik pa det sorte 120°-punkt og vaelg omdefiner. Klik pa det nye theta-punkt og hele
konstruktionen fglger med ©.

d) Hvad sker der i graensen hvor theta = 0 henholdsvis theta = 1807 Hvilke flader tror du det svarer til?
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@velse 3.16: (Forsaettelse af gvelse 3.3)

0 0
a) Denne gang skal vi forbinde punktet {Z-COS(t—E),Z-sin(t—E),—\/g} pa den nederste cirkel med

0 0
punktet {2~cos(t +E),2-sin(t+5),\/§} pa den gverste cirkel. Igen kan det betale sig at bruge

parametriseringen z=tan(u) . Gor rede for at det fgrer til parametriseringen

2-cos(t+ 9) —2-cos(f)-cos(t)
2-cos(d)-cos(t) 2

X
y |=1|2-cos(6)-sin(t) +tan(u)
z

3
0 J3

. 2-sin(t+g)—2~cos(9)-sin(t)

0
b) Ggr rede for at strubecirklen i &kvatorplanen denne gang har radius 2-cos(5) hvor 6 er vridvinklen.

c) Hvad sker der i graensen hvor theta = 0 henholdsvis theta = 180°? Hvilke flader tror du det svarer
til?

21

Hvis vridvinklen Gz? har vi set det fgrer til en ligesidet hyperboloide. Men i almindelighed er
hyperboloider ikke ligesidede og de behgver heller ikke vaere omderejningslegemer. For at forsta det
naermere tager vi udgangspunkt i enhedshyperboloiden med ligningen x> +y> —z> =1 og
standardparameterfremstillingen

x1 | cos(t)-cos(u)™

. ) Tt Tt
y |=|sin(t)-cos(u)™ |, 0<t<2m, _ESUSE .
z tan(u)

Hvis vi skalerer de tre akser uafhaengigt af hinanden (den tekniske betegnelse er at vi udfgrer rette
affiniteter ud fra de tre koordinatplaner) a&ndres ligningen henholdsvis parameterfremstillingen til de
felgende:

. x| |a-cos(t)-cos(u)™

x_2+y___:1 samt |y |=| b-sin(t)-cos(u)™ |, 0<t<2m, eyl

a b 2 2
z c-tan(u)

Der er stadigvaek tale om en dobbelt retlinjet flade, da rette linjer overfgres i rette linjer ved
sammentrykningen. Men de vandrette snit er nu almene ellipser (med faste halvakser a og b) ligesom de

lodrette snit gennem z-aksen, nu er almene hyperbler (med varierende halvakser \/a2 -cos(t)® +b* -sin(t)*
og c). For at illustrere det skal vi bruge parameterfremstillingen samt tre skydere for a, b og c.
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Vi kan se hvor frembringerne kommer fra ved fx at seette x = a. Denne lodrette plan skeerer da netop

hyperboloiden i to retlinjede frembringere idet vi finder

2 2
S N T4 N A
b° ¢ b c)\b c
De to rette linjer er altsa fastlagt som
X=a, X+£=0 henholdsvis x=a, X—fzo
b ¢ b c

@velse 3.17:

a) Vis at parameterkurverne svarende til u=t henholdsvis u=—t netop er de samme to frembringere

som nzavnt ovenfor.

Tt T
b) Hvilke frembringere svarer parameterkurverne med u=t—z henholdsvis u =E—t til?

c) |llustrer ogsa disse parameterkurver pa fladen, idet du slukker for nettet.

Vi kan opsummere vores hidtige erfaringer med parametriseringer af hyperboloider med et net saledes:

\ t-kurver

Vandrette ellipser
u-kurver \

Skra linjer

Lodrette hyperbler

a-cos(t)-sec(u) -n<t<n a-cos(t)-sec(t —u) —Eg t gE
b-sin(t)-sec(u) n_ I b-sin(t)-sec(t —u) f[ Z:[
___u S —
c-tan(u) 2 2 c-tan(t —u) ——sus—
4 4
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Skra linjer

a-cos(t +u)-sec(u)

a-cos(t +u)-sec(t —u) —Egth
b-sin(t +u)-sec(u) n_. I b-sin(t +u)-sec(t —u) 4 4
_Tcy<— Tt T

c-tan(u) 2 2 c-tan(t —u) —ZSUSZ
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Leeg maerke til at vi har mattet indskreenke parameterintervallerne i den anden sgjle. Det sker for at undga
diskontinuiteten i tangens-funktionen som ellers vil tvinge fladen til at fremsta som et misk-mask. Lad os
forst forsta indskrankningen. Vi kigger fgrst pa standardparametriseringen,

x| | cos(t)-cos(u)™
y |=|sin(t)-cos(u)™
z

tan(u)

hvori der indgar tan(u) sdvel som den reciprokke cosinus-funktion cos(u)™:

n mlu . ” nlu n
(=) (n,—) (=) (n,—)
2 2 2 2
L L
47 4_1t 47 47
3 3 3 3
T T T T
(=) (2 (2 (= Z)
= o - = -

T Tt
Vi skal derfor undga nulpunkterne for cosinus, dvs. vi skal indskraenke u-intervallet til —E< u <5 . Hvad t-

intervallet angar, skal vi blot indskraenke det til et interval af laengden 27 pa grund af periodiciteten. Af
symmetrigrunde lader vi det veere intervallet -t <t <m . De vandrette linjer afbildes nu pa cirkler, mens de
lodrette linjer afbildes pa ligesidede hyperbler. De skra diagonallinjer afbildes tilsvarende pa frembringerne.
Man kan taenke pa parametriseringen som en projektion af parameteromradet, hvor man fgrst folder det
vandret til en cylinder, sa man far frembragt alle cirklerne. Dernaest treekker og straekker man i cylinderen,
sa den deformeres til en omdrejningshyperboloide.

x| | cos(t+u)-cos(t—u)"

y |=|sin(t +u)-cos(t —u)™

z tan(t —u)
Skifter vi til den parameterfremstilling, hvor parameterkurverne er frembringere, sa svarer det til en
rotation pa 45° i parameterrummet. Asymptoterne/diskontinuiteterne ligger nu i de skra linjer t—u=i§ .

Tilsvarende begraenses parameterkombinationen t+u til —m<t+u<m. Det maksimale parameteromrade
ser nu saledes ud:
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Men Ti-nspire CAS kan ikke tegne projektionen af et parameteromrade der ligger skaevt, sa derfor er man
ngdt til at indskraenke parameteromradet til et rektangel med vandrette og lodrette sider! | praksis kan

Tt Tt
man derfor hgjst daekke en fjerdedel af hyperboloiden med parameterintervallet —ZStSZ, —Z<u<z.

Da parameterkurven u=t far parameterfremstillingen {cos(2t),sin(2t),0} kan vi altsa hgjst na halvvejs rundt
om paraboloiden ©. Til gengzeld er der ingen grund til at prgve at komme helt ud til asymptoterne. Vi kan

Tt
passende stoppe i hgjden 3 ,dvs. nar t—u:g . Det kan give anledning til den fglgende overdaekning af

parameteromradet:
nlu m 3m
_—Iiuii (_!_)
p p 4 4
3o
(22.2)
an i
_33 LY 3
( ’_) - m
4 (4_11: -3 TL) — <
4 o . 6 6

Skubber vi nu behaendigt den vindskaeve firkant rundt omkring z-aksen kan vi fa en overdaekning med seks
vindskaeve firkanter, der raekker hele vejen rundt:

mlu - .
;iug_ (_!_) J
6 6 3 ! §
3T IN
ey )
L |
47 47 2
- - X
(22 2) ’
4 ,(4'1'5 3w ) igfgi
= 6 6
4 4 - 22
@velse 3.18:

a) Prgv at ggre overdaekningen teettere ved at indskyde flere vindskaeve firkanter, idet du lader
parameterintervallerne vokse med 1t/12 i stedet for /6. Ggr rede for at hver af de vindskaeve
firkanter netop daekker en tredjedel af omkredsen.
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b) Huvis takkerne skal have forskellige farver ma de vindskave firkanter helst ikke overlappe, da der
ellers kommer flimmer i facetterne (hvilket selvfglgelig kunne vaere en effekt man gnskede). | sa
fald skal man tildele de nye takker parameterfirkanter der ikke overlapper med de gamle. Ggr rede

. . - T
for at parameteromradet fx kan vaelges saledes: Eﬁt <0, ES us— .

@velse 3.19
o . . . Tt Tt Tt T .
a) Prgv ogsa at eksperimentere med andre inddelinger fx —Eﬁt SE, _ESUSE , der giver en

overdaekning med 8 vindskaeve firkanter.
b) Kan du ngjes med en overdaekning pa 5 vindskave firkanter?

Nar man bruger elliptiske hyperboloider i parametrisk design vil fokus ligge pa de retlinjede frembringere
og den tilhgrende ramme: Den vindskaeve firkant, som de skal indpasses i. Ligesom i plangeometrien ma vi
da forvente at der er mulighed for et helt kontinuum af hyperboloideflader, der i graensen nsermer sig
paraboloidefladen.

D

For simpelheds skyld vil vi kun se pa en vindskaev rombe, hvor forholdene er szrligt simple. Trekanterne
BAC og BDC er altsa ligebenede. Vi ved da, at der er en hyperbel i fladen, som forbinder Amed D i
trekanten AM, D og tilsvarende er der en ellipse i fladen, der forbinder B med Ci trekanten BM,,C .

Paraboloidefladen ville nu ga gennem tyngdepunktet T, dvs. midtpunktet for midterstykket M, M, . Den
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‘lodrette’ hyperbel derimod vil ngdvendigvis passere midterstykket taettere pd M,. og tilsvarende for den

‘vandrette’ ellipse.

Veelger vi et vilkarligt styrepunkt S mellem tyngdepunktet T og midtpunktet M,. vil der derfor vaere netop
én’lodret’ hyperbel og en ’vandret’ ellipse, der gdr gennem styrepunktet S. Vi har altsa en stgrre frihed i
valget af hyperboloidefladen. Denne frihed kan vi bruge til at stille forskellige krav til hyperboloidefladen, fx
at den om muligt skal vaere en omdrejningsflade. Men i sa fald skal ellipsen jo vaere en cirkel og det er altid
muligt!

| de fglgende gvelser undersgger vi denne struktursaetning for dobbelt retlinjede flader. VI starter med at
kigge pa den stilsvarende situation i plangeometrien. Igen forenkler vi diskussionen ved at holde os til
ligebenede trekanter, dvs. trekanter med stor symmetri:

Seetning 13: Struktursatningen for keglesnit i ligebenede trekanter

Der er givet en ligebenet trekant ABC med grundlinje AC og toppunkt i B. Gennem ethvert punkt S pa
medianen fra B gar der netop et keglesnit, der tangerer trekantens sider i A og C.

e Hvis S ligger over medianens midtpunkt er der tale om en hyperbel (evt. en ligesidet hyperbel).

e Hvis S ligger i medianens midtpunkt er der tale om en parabel.

e Hvis S ligger under medianens midtpunkt er der tale om en ellipse (evt. en cirkel).

Parabeltilfaeldet har vi undersggt grundigt i afsnit 1.3. Sa de to fglgende gvelser handler om
hyperbeltilfaeldet og ellipsetilfaeldet. | begge tilfaelde tager vi udgangspunkt i den ligebenede retvinklede
trekant med grundlinje 2. VI kunne godt analysere problemet rent geometrisk, men det er nemmere at
forsta det tilsvarende problem i rummet, hvis vi Igser problemet analytisk. Vi indfgrer derfor et
koordinatsystem som vist pa figuren:
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@velse 3.20: Ellipsetilfseldet

2 2
X —C
a) Ger rede for at ellipsen ma have en ligning pa formen —+ v x ) =1 og at tangenthzldningen y’
a

2x 2-(y—c)-y
i ellipsepunktet (x,y) ma tilfredsstille en ligning pa formen —2+%:
a

b) Gor rede for at ellipsen, der gar gennem punktet (0, s) og tangerer trekantsiderne i punkterne

0.

(-=1,0) og (1,0) ma tilfredsstille ligningssystemet:

1 ¢
?J’_F:l
2
(s—¢cf 4
bZ
1 ¢
?4‘?:0

og gor rede for at ligningssystemet kun kan Igses, hvis s <1 .

c) Indfgr en skyder for s og tegn den tilhgrende ellipse. Hvad sker der i graensen s=0 og s=17?

@velse 3.21: Hyperbeltilfaeldet

X ly=c)

a) Ger rede for at hyperblen ma have en ligning pa formen ——+ =1 ogat
a

b
tangenthaldningen y' i hyperbelpunktet (x,y) ma tilfredsstille en ligning pa formen
2x 2-(y—c)y’'
__Z+M:
a b
b) Ggr rede for at hyperblen, der gar gennem punktet (0,s) og tangerer trekantsiderne i punkterne

0.

(-1,0) og (1,0) ma tilfredsstille ligningssystemet:

1
-——+—=1
a’ b
2
(s—¢f _,

b2

1 ¢
-~ +—=0
a’ b

og gor rede for at ligningssystemet kun kan Igses, hvis s> 1 .
c) Indfgr en skyder for s og tegn den tilhgrende hyperbel. Hvad sker der i greensen s=0 og s=17?

Vi vender os derefter mod den tilsvarende situation i rummet!

@Pvelse 3.22:
a) Vibetragter den vindskeeve rombe A={1,0,-1}, B={0,-1,0}, C€={0,1,0}, D={1,0,1}.Prgv at
illustrere den i 3d-grafer. Ggr rede for at tyngdepunktet T ma ligge pa x-aksen og have koordinaten
1

X=—.
2

b) Ggr rede for at cirklen, der forbinder B med C ma ligge i x-y-planen og have centrumi {~1,0,0} og
radius /2 . Ggr rede for at cirklen m3 have ligningen (x+1)* +y* =2. Ggr rede for at styrepunktet S

ma ligge pa x-aksen og at S ma have koordinaten x =J2-1.
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c) Ger rede for at hyperblen, der forbinder A med D ma ligge i x-z-planen med centrum i {-1,0,0} og

halvakserne /2 og 1 (den er altsa ikke ligesidet!). Ggr rede for at hyperblen ma have ligningen

+1)°
() -2 =1.

.. . o L (X+1)2 y2 2

d) Ggr rede for at omdrejningshyperboloiden ma have ligningen ———+-——2z"=1. Prgv at
illustrere den med en 3d-graf! Ggr rede for at linjestykkerne AB og AC samt BD og CD ligger i
omdrejningshyperboloiden, dvs. de er frembringere for omdrejningshyperboloiden.

Vi vil nu prgve at finde den generelle hyperboloide, der passer ind i rammen udspzandt af den vindskaeve
firkant. Vi far da brug for at kunne udtrykke at ikke blot punkterne A, B, C og D ligger pa hyperboloiden,
men ogsa at frembringerne AB, AC samt BC og BD ligger i hyperboloidefladen. Det er da nemmest at
udnytte at der er tale om andengradsflader. Hvis derfor blot tre af punkterne pa linjen ligger pa fladen ma
hele linjen vaere indesluttet i fladen! Det er derfor nok at kontrollere at ogsa midtpunkterne

Mz, M,.,M,,, M, ligger pa fladen.

@velse 3.23:

a) Gor rede for den ovennaevnte pastand. Udnyt at skaering mellem andengradsfladen og den rette
linje i almindelighed fgrer til Igsning af en andengradsligning, hvor vi dog ikke kan vaere sikre pa at
fx andengradskoefficienten er forskellig fra 0. Hvilke muligheder er der for Igsninger til dette
ligningssystem? Prgv at illustrere de forskelige muligheder. Vink: Det kan vaere nemmere at starte
med at kigge pa skaering mellem en andengradskurve (keglesnit) og en ret linje i en plan.

il =5 z hd =3 z

@Dvelse 3.24:

a) Vikigger igen pa den vindskave rombe A={1,0,-1}, B={0,-1,0}, €={0,1,0}, D={1,0,1}. Ggr
2 2 2

(X;—Zd)+%—z—2 =1. Ggr rede for at
hvis A ligger pa hyperboloiden galder det samme for D og tilsvarende at hvis B ligger pa
hyperboloiden gelder det samme for C. Ggr tilsvarende rede for at hvis blot et af de fire
midtpunkter M,,,M,.,M,,,M,, ligger pa hyperboloiden gzelder det samme for de gvrige tre.

b) Opstil tre ligninger, som hyperboloide-parametrene a, b, c og d ma opfylde for at den vindskaeve
rombe ligger pa hyperboloiden. Kontroller at hvis du insister pa at det skal vaere en
omdrejningshyperboloide, dvs. a = b, sa finder du samme Igsning som i gvelse 10.

rede for at ligningen for hyperboloiden ma vaere pa formen:
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c)

d)

Da vi har én overskydende parameter kan vi nu Igse de tre ligninger med bibetingelserne

a>0,b>0,c>0 samt d < 0. Ggr rede for at ligningen for den generelle hyperboloide bliver pa
X_d 2 2 22

¥+ L4 ——=1, hvor vi skal huske p3, at d er negativ!

d-(d-1) 1-d —d

Bestem styrepunktet pa x-aksen udtrykt ved parameteren d, der angiver placeringen af centrum for

formen:

1
hyperboloiden. Ggr rede for at styrepunktets koordinat ligger mellem 0 og E . Du kan evt. tilfgje

tyngdepunktet T pa illustrationen, sa du kan se at fladen ligger bagved T.
Indfgr en skyder for d (husk at d skal veere negativ!) og tegn den generelle hyperboloide udspaendt
af den vindskaeve rombe. | fgrste omgang er det ok med en illustration af hele hyperboloiden, men
derefter er det en udfordring at fa den tegnet, sa den ligge indenfor rammen! Problemet er at du
ikke kan overfgre skyderens veaerdi til greenserne for parameterintervallet dynamisk. Men det kan
Igses ved i stedet at seette begraensningen ind i forskriften for parameterfremstillingen. | praksis
gores det saledes: Parameterforskriften (hvor parametergraenserne afhanger af skydervariablen k)
x=f(t), glk)<t<h(k)
erstattes af
x=f((1-t)-glk)+t-h(k)), 0<t<1.

Flyttes styrepunktet over pa den anden side af tyngdepunktet T kan man stadigvaek finde en hyperboloide
der passer ind i rammen, men der byttes nu om pa ellipsen og hyperboloiden, ellipsen ligger lodret og
hyperblen ligger vandret. Det svarer til at vi i stedet forbinder punkterne B med Ci den vindskaeve firkant.

hd =125

radius =.05

1.325

Pa figuren har jeg tilfgjet tyngdepunktet T, sa du kan se at fladen denne gang passerer foran T.

@velse 3.25:
a) Vikigger igen pa den vindskaeve rombe A={1,0,-1}, B={0,-1,0}, €={0,1,0}, D={1,0,1}.Gegr
- : . . —-dy} y* 7
rede for at ligningen for hyperboloiden nu ma veere pa formen: +—=1.

b)

c)

a b

Opstil de tre ligninger, som hyperboloide-parametrene a, b, c og d ma opfylde for at den vindskaeve
rombe ligger pa hyperboloiden.

Da vi har én overskydende parameter kan vi nu Igse de tre ligninger med bibetingelserne
a>0,b>0,c>0 samt d > 1. Ggr rede for at ligningen for den generelle hyperboloide bliver pa
(X—d)z yz 7
d(d-1) d-1 d

formen: =1, hvor vi skal huske p3, at d er stgrre end 1!
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d) Bestem styrepunktet pa x-aksen udtrykt ved parameteren d, der angiver placeringen af centrum for
1
hyperboloiden. Ggr rede for at styrepunktets koordinat ligger mellem E og 1. Du kan evt. tilfgje

tyngdepunktet T pa illustrationen, sa du kan se at fladen denne gang ligger foran T.

e) Indfgr en skyder for d (husk at d skal vaere stgrre end 1!) og tegn den generelle hyperboloide
udspaendt af den vindskaeve rombe. | fgrste omgang er det ok med en illustration af hele
hyperboloiden, men derefter er det en udfordring at fa den tegnet, sa den ligge indenfor rammen!

Ligesom vi kan udfylde en trekant ABC med et keglesnit, der tangerer de to af trekantsiderne, sa kan vi altsa
udfylde tetraederet udspaendt af en vindskaev firkant med en dobbelt retlinjet keglesnitsflade. Det giver os
stgrre frihed, nar vi skal opbygge en modulaer struktur i rummet.

Seetning 14: Struktursaetningen for dobbeltretlinjede flader i vindskave romber
Der er givet en vindskaev rombe ABCD med toppunkter i A og D. Gennem ethvert punkt S pa aksen, der
forbinder diagonalernes midtpunkter, dvs. M,.M,,, gar der netop en dobbeltretlinjet flade, der tangerer

den vindskaeve rombe i A og D.
e Hvis S ligger taettest ved M, er der tale om en elliptisk hyperboloide med en ellipse i trekant BM,.C og

en hyperbel i trekant AM,,D .

e Hvis S ligger i aksens midtpunkt er der tale om en hyperbolsk paraboloide med en parabel i trekant
BM,.C ogen parabel itrekant AM, D .

e Hvis S ligger taettest ved M, er der tale om en elliptisk hyperboloide med en hyperbel i trekant BM,.C
og en ellipse i trekant AM ;D .
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3.4 Gaudis lysskakter
Den mest spektakulzere anvendelse af hyperboloiderne i Gaudis arkitektur sker uden tvivl i forbindelse med

lysindfaldet i Sagrada Familia. Lysskakterne er store cirkelformede abninger, der netop svarer til
strubecirklerne i omdrejningshyperboloiderne:
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Lysskakternes opbygning som omdrejningshyperboloider ses klart pa modellerne. Interessant nok er
keramikken denne gang udformet, sa den kun fglger det ene system af retlinjede frembringere. Det ses
tydeligt pa de originale fragmenter, hvor de grgnne striber gennemskaeres pa skra af keramikken.

Kaster vi et naermere blik pa lysskaterne ser vi at de er omgivet af takker, der fglger de retlinjede
frembringere. Takkerne har ikke alle samme laengde, men samlet i stjerneformede mgnstre. Der hvor to
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systemer af takker mgdes er de flettet ind i hinanden som tunger. De kan godt anes pa den ovenstaende
billede, men ellers fremgar de tydeligt af den fglgende planche:

P

jeometri

: . . &g . (
» la nau central:
Voltes de la nau ¢ -

Men sadanne takker pa omdrejningshyperboloiderne er jo netop hvad vi har set pa i stor detalje i det
foregaende afsnit, se side 100-101.
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Litteraturliste:

Ved udarbejdelsen af haeftet har jeg iszer stgttet mig til de felgende vaerker om Gaudis arkitektur:

Gaudi: Exploring form — Space, geometry, structure and construction. 2002. Ed. Giralt-Miracle.
The Essential Gaudi — The geometric modulation of the Church of the Sagrada Familia. 2000. Jordi Bonnet.

Gaudi — Rationalist met perfecte materiaalbeheersung. 1989. Ed. Bak, Heide, Molema og Tomlow.

Dertil kommer selvsagt lvan Taftebjergs glimrende introduktion til geometrien bag Gaudis arkitektur:

Antoni Gaudi: Geometrien bag arkitekturen. 2011. lvan Taftebjerg Jakobsen.
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Gaudis arkitektur med TI-Nspire CAS

Gaudi var en mester i dekorativt design. Han indfgrte ikke bare et organisk design inspireret af naturens
former, men stgttede sig ogsa i udstrakt grad til parablen, og mere alment parabellignende kurver som
kadelinjen, som designelement i sine legendariske bygningsvaerker, hvoraf mange er optaget pa Unescos
verdensarvsliste. | haeftets fgrste del fortzelles om matematikken bag parabler og keedelinjer.

Gaudis spektakulzere udnyttelse af de to typer dobbelt retlinjede flader i arkitekturen var en revolution.
| anden del af haeftet fortaelles om matematikken bag de to dobbelt retlinjede flader, ikke mindst de
parametriseringer, der ligger bag ved de to ‘guddommelige flader’.

116
© 2013 Texas Instruments - TI-Nspire™ CAS



Besag vores hjemmeside

education.ticom/danmark

Q TEXAS INSTRUMENTS Education Technology

Produkter | Elever | Lwmrere | Downloads | Indksb | Support

TI84 Plus C Silver Edition=
grafrognar

De nye funkioner omfatier
farveskaerm, baggrundsbelyst
display med hej oplesning m.m.

m , T Technology Lane Service
MY Deter gratis og let ot lane udstyr!
=~

T3 Teachers Teaching with
©00  Technology

TTT  otevropamtsk pojokt som
understatior eheruddanneisa for
twrore

Undervisningsmateriale for larere
Materialer th
matematikundervisningen.

Fa mero at vide.

Kontakt os | Log p¥
© Copyright 1995-2013 Texas Instruments Incorporated, Al rights reserved.

Forhandiere Log P3 | Trademarks | Politik vedr. personlige informationer | Politik vedr. links

Tl Kundeservice
TIf: 38 18 19 56

mail: ti-cares@ti.com

© 2013 Texas Instruments





