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Forord

Detta instruktionsmaterial ar uppbyggt kring ett antal matematikuppgifter och ar
indelat i avsnitt baserat pad det matematiska innehallet. Ett inledande avsnitt
innehaller en hel del vasentlig information, som behovs for att forsta hur raknaren
kan anvandas rent tekniskt. Varje foljande avsnitt inleds med en kort inledning med
presentation av anvanda funktioner och kommandon, f6ljt av uppgifter. Urvalet av
uppgifterna ar baserat pa innehallet i de olika kurserna i gymnasieskolan. Losningar
ges till alla uppgifter utom de som finns i avsnittet problemlésning.

Eftersom TI-89 Titanium ar ett CAS-verktyg (Computer Algebra System) och alltsa ar
symbolhanterande kan lararen i framtiden presentera nya typer av uppgifter for
eleverna. Dessa kan i stor utstrackning baseras pa problemlésning. Detta gor att en
storre grupp av elever an tidigare kan hantera komplexa problem med st6d av
raknaren. Just det vill jag exemplifiera i detta instruktionsmaterial.

Loddekopinge i januari 2007

Lars Jakobsson
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Trakigt men viktigt - introduktion

Nar raknaren startas med ON-tangenten 6ppnas applikationsfonstret (véanstra bilden)

Bladdra fram Home och tryck ENTER eller tryck pa tangenten HOME pa

tangentbordet. Om raknaren inte tidigare an

vants visas ett tomt huvudfonster (hogra
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bilden).
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Fiv| Fev [F3v| F4v | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clean Up
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Contacts Data/Matri...
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Finance Grarh

MAIN RAD AUTO FUNC

MAIN RAD AUTO FUNC 0730

Funktionstangenterna F1-F5

Hogst upp under skdarmen finns de sex men
funktionstangenterna F1-F5 kommer du at d

For att Oppna F6-menyn behover du forst
trycka pa 2nd-tangenten sedan F1. Detta
framgar av texten 6ver tangenten F1 pa
tangentbordet. Om du 6ppnade menyn kan
du stdnga den igen utan att gora nagot val
genom att trycka antingen ESC-tangenten
eller HOME-tangenten.

Det finns ytterligare en meny som kan nas
med F1-tangenten, namligen
funktionseditorn, Y=. Denna meny nar du
genom att trycka forst pa RUTER-tangenten
sedan F1. Om du 6ppnade funktionseditorn
kan du atervanda till huvudfonstret genom
att trycka pa HOME-tangenten.

Andring av installningar

Skulle du vilja andra installningar pa
raknaren trycker du pa MODE-tangenten
och mots da av féljande fonster:

MODE |
FL | Fz | F3
Fad¢ 1|Fad¢ 2|Fade 3
Disp1ay Didits...........
ndle
EXPON

<ntial Form
complex Format

-

RECTANGULAR >
ON>
ESC=CANCEL

USE € AND 3 TO OFEN CHOICES

Du kan gora val genom att anvanda
piltangenterna. Efter att ha Oppnat en
valmeny kan du atervanda utan att andra
nagot, antingen genom att trycka ESC-

yerna F1-F6. Med hjalp av de fem
essa olika menyer.
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tangenten eller trycka ENTER pa det aktuella valet. Om du vill géra en dndring staller

du markoéren pa det dnskade alternativet oc

For att bladdra mellan de tre fonstren med i
F1-F3 eller piltangenterna. Det ar mojligt att
finns som en nedladdningsbar applikation.
sprakval.

h trycker ENTER.

nstéllningsval kan du antingen anvéanda
byta sprak pa raknaren. Aven svenska
| detta material anvands engelska som
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Om du gor andringar i installningarna maste du bekrafta andringarna med ENTER da
du lamnar MODE-menyn annars kan du anvanda ESC-tangenten. Allt detta framgar av
skarmen.

Mjukstart

Genom att trycka pa CATALOG-tangenten far du tillgang till samtliga funktioner i
raknaren. Du kan bladdra med piltangenterna, altenativt snabbflytta genom att trycka
pa den inledande bokstaven i instruktionen (utan att forst trycka pa ALPHA, detta val
sker automatiskt).

Anta att du vill undersoka om talet 1759 ar ett primtal. Funktionen kallas isPrime. Tryck
darfor forst pa bokstaven | (9-tangenten) och bladdra sedan ner till isPrime. (vanstra
bilden). Genom att trycka ENTER kopieras funktionen till inmatningsraden (mellersta
bilden). Sedan skrivs talet med avslutande parentes. Genom att trycka ENTER far du
svaret (hogra bilden).

CATALOG Fiv| Fzr |F3v| F4~ | F5 F6~ Fiv| Fzr |F3v| F4~ | FS Fo~
= == |Too]s|ﬂ13ebrolcolclutherl?r?mlﬂl(leon u»l | |roo1s|a19ewa|ca1c|utner|w9mm|c1ean upl |
intDiv(
J€ inteagrate
iPart(
;sglkonE)
risPrime ; ;
Item ®jsPrime(1759) true
I_Lbl isPrimed]
INT INT MAIN RAD AUTO FUNC 1730

Vi kan naturligtvis undersoka detta ocksa genom att faktoruppdela talet 1759. Det gar
att hitta factor i katalogen som vi gjorde med isPrime, men manga av de kommandon,
som anvands ofta, ar lattare tillgangliga i de olika menyerna F1-F6. | det har fallet
anvander du lampligen F2-menyn (Algebra-menyn). Se vanstra bilden nedan.

Kopiera kommandot till inmatningsraden med ENTER. Du behdver inte forst radera det
som star dar, om det &r markerat (se bilden). Det som star dar skrivs namligen i sa fall
automatiskt 6ver. Skulle det inte vara markerat (t ex om att du flyttat markoren pa
inmatningsraden med piltangenterna), sa tommer du raden forst med CLEAR-
tangenten.

Eftersom raknaren svarar med talet sjalvt gar det inte att faktoruppdela (hégra bilden).

Fiv| Fev [F3v| F4v | FS Fé~
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

g approx(

% 322952322 " isPrime(1759) true
m izl 84nSoluel true| |® factor{(1759) 1759
Lm—
MAIN RAD AUTO FUNC 1730 | [MAIN RAD AUTD FUNC 2730

Redigera ett uttryck

Anta att du nu skulle vilja faktoruppdela talet 1760. Det ar da bekvamt att kunna
redigera det uttryck som redan finns.

GoOr da sa har: tryck forst pa pil-hoger-tangenten. Uttrycket ar nu inte langre markerat.
Flytta sedan markoren med pil-vanster-tangenten, sa att den befinner sig omedelbart
till hoger om talet 1759. Tryck pa RADERA-tangenten (mellan CATALOG och CLEAR)
tva ganger. (vanstra bilden nedan). Skriv sedan 60 och tryck ENTER. Resultatet av
faktoruppdelningen dyker da upp (se bild till hoger). Observera dels att raknaren
normalt arbetar i inskjutnings-mode, dvs flyttar efterliggande tecken framfor sig, dels
att du inte behover stalla markoren vid radslut for att utfora kommandot. Markoren kan
sta var som helst i inmatningsraden.
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Fiv| F2v [F3v| Fyvr | FS Fé+ Fiv| Fev [F3v| Fy~r | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clean Up Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clean Up

B isPrime(1759) true
" isPrine(1759) true| |® Factor(1759) 17359
" factor(1759) 1759 (= factor(1760) 29.5.11
factor{17p factor(1760)
MAIN RAD AUTO FUNC 2720 | |MAIN RAD AUTO FUNC 3730

Mera om redigering

Skriv in (a+b)A2 pa inmatningsraden och tryck ENTER. For att kunna mata in
bokstaverna trycker du forst pa ALPHA-tangenten och sedan den aktuella tangenten
for bokstaven (for a blir det ALPHA sedan =). Vill du se uttrycket utvecklat? Valj da F2-
menyn och bladdra ner till expand. Kopiera till inmatningsraden.

[ nvI Fer ]‘r3-] Fiv T FS ] Fév ‘[ ] _ Fir FS Fév Fiv| Fev |F3v| F4v | FS Fév

Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clean Up Tools QRN IGICalc|0ther |Pr3mi0jClcan Up Tools|A13¢brajCalc|0ther|Pr3miDjClcan Up
1isolyed

" isPrime(1739) true| (=i Y true||® isPrime(1759) true

" factor(1759) 17359| (= = . Zeros 2 17359 |® factor(1759) 17359

® factor(1760) 25.5.11||n £a ?Eggﬁﬁgﬁomg 25.5.11||w factor(1760) 25.5.11

tpropFrac

l(a+b)2 (a+b)2 u(a| 8inSolvel (a+b)2 l(a+b)2 (a+b)2

m expand(]

MAIN RAD AUTO FUNC 4720 | |MAIN RAD AUTO FUNC 4720 | [MAIN RAD AUTO FUNC 4730

Nu ar det dags att utnyttja de “historiska paren”, dvs det tidigare inskrivna. Tryck pil-
upp-tangenten antingen endast en eller tva ganger. | detta fall spelar det ingen roll
eftersom markoren i bada fallen hamnar pa samma uttryck. (I vanstra bilden nedan
har pil-upp-tangenten anvants tva ganger.) Tryck ENTER for att kopiera till
inmatningsraden. Observera att funktionen expand satter en vansterparentes. Detta
innebar att du maste satta en hogerparentes innan du trycker ENTER. Om du
glommer det, far du ett felmeddelande med anvisning hur du ska komma vidare.
Prova garna! Efter korrekt parentessatting dyker det utvecklade binomet upp pa

skarmen.
| Flvl Fe~ |F3~| FY~ | [ l Fé~ | | | Flvl Fe~ |F3~| FY~ | [ l Fé~ | |
Tools|A13¢bralCalc|Other|PrImID|Clcan Up Tools|A13¢bralCalc|Other|PrImID|Clcan Up
S.5.
" isPrime(1759) true| (= isPrine(1759) truel | factor(176m) 27511
® factor(1759) 1759||® factor(1759) 1759 |u (2 + b)? (a+b)?
" factor(1760) 29.5-11||w factor(1760) 2%-5-11| | expand((a + b)2)
=+ b) (2 +b)4[ma+1)2 (2 +b)> 32+42.3-b+b?
expand( expandt (a+by 4 |_
MAIN RAD AUTOD FUNC 1/ Y4 MAIN RAD AUTOD FUNC Y30 MAIN RAD AUTOD FUNC £/30

Att anvanda "historiska par” ar mycket arbetsbesparande. Fler 6vningstillfallen
kommer senare.
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Tilldelning

Det gar att binda en variabel, dvs att lagra ett tal eller en funktion i en variabel. | detta
avsnitt foljer en kort beskrivning av hur detta sker och vilka konsekvenser det far.
Skriv 3 STO B. STO-tangenten finns till vanster pa tangentbordet precis éver ON-
tangenten. Studera sedan vad som hander da du utvecklar (a +5b)°. Utnyttja de
historiska paren for att hamta expand((a+b)?), for att spara arbete. Se bilderna som

foljer.
| H.vl Fev |F3v| F'«vl F& l Fé~ | | | | | H.vl Fev |F3v| F'«vl F& l Fé~ | |
Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clean Up Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clean Up
TICCUT VAT OoUy — -~ P Y T33O VITOoUy — -~ P Y
"(a+b)? (a+b) "(a+b)? (a+b)
. expand[(a +b) 2] . expand[(a +b) 2]
aZ+2-a-b+b? aZ+2-a-b+b? aZ+2-a-b+b?
"3sb 3m3+b 3|m3+b 3
32b expand((atb) 2y
MAIN RAD AUTOD FUNC 6/30 | |[MAIN RAD AUTOD FUNC 2/ B MAIN RAD AUTOD FUNC 6/30

Ar resultatet forvanande? Konsekvensen av tilldelningen blir att variabeln b nu ar en
konstant med vardet 3 och kommer att ersattas med 3 om den anvands i
fortsattningen.

Det ar darfor viktigt att ta bort sddana bindningar nar det ar dags for ett nytt problem.
Ett praktiskt satt att gora detta pa ar att anvanda NewProb, new problem, som finns i
F6-menyn. Kopiera kommandot till inmatningsraden och tryck ENTER.

Fiv| Fev [F3v| Fy~r | FS Fé+ Fiv| F2v [F3v| Fyvr | FS Fiv| F2v [F3v| Fyr | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clean Up Tools|A13¢bra|Calc|Other|Fr3mi0 Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clcan Up

Fexpand(([a +Db] % 3 ' 1:Clear a-z..
a“+2-a'b+b tRestore custom detau 4

m33hb 3 |=3-+b
. expand[(a +b) 2] . expand[(a +b) 2]
az+6-a+9 az+6-a+9 = NewProb Done
L— L— NewProb
MAIN RAD AUTO FUNC 7730 | |MAIN RAD AUTO FUNC 7730 | [MAIN RAD AUTO FUNC 1730

Alla historiska par forsvann och lagrade varden ar nu borta. Studera garna
statusraden vid skarmens nedre del. Langst till hoger kan du i senaste bilden lasa
1/30. Detta visar att det finns ett historiskt par namligen NewProb och Done. |
mittenbilden far du informationen 7/30. Har finns alltsa 7 historiska par. Vad hander
da, nar antalet historiska par blir 30? Inget dramatiskt. De tidigaste kommer att kastas
ut efter hand som nya tillkommer.

Pa statusraden kan du ocksa utldsa att réknaren ar installd pa vinkelmattet radianer
(RAD) och att den ar i funktions-mode (FUNC), y som funktion av x, nar det galler
grafritning. Texten AUTO avslojar att raknaren kommer att evaluera uttryck exakt om
sa ar mojligt annars approximativt. Slutligen visar MAIN vilket bibliotek (folder) som
ar aktivt i handelse att nagot sparas. Forandringar av dessa instéallningar gor du vid
behov genom att trycka pa MODE-tangenten, sd som visats ovan.

Darmed ar det dags att komma till skott!
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Grundlaggande exempel med ekvationer, funktioner och
grafer

| de tre inledande uppgifterna kommer du att moéta funktioner som finns i Algebra-
menyn (F2). Dessutom kommer du att se hur funktioner kan definieras i
funktionseditorn.

Grafritning och kommandona solve, factor, Define

For att |16sa andragradsekvationen 2x*> —=3x -2 =0 ska du s smaningom vilja Solve i
F2-menyn. Men forst kan vara praktiskt att skriva in uttrycket i vanstra ledet,

2x* -3x-2, separat. Sedan valjer du F2, solve, kopierar kommandot till
inmatningsraden, hamtar vansterledet bland de historiska paren och avslutar med =0.
Observera syntaxen med avslutande "komma” x, som anger aktuell variabel i Solve-
kommandot. De historiska paren utnyttjas sedan for att I0sa ekvationen

2x* =3x-2=0, for att faktoruppdela 2x* —=3x -2 och for att rita funktionen

y=2x>-3x-2.

Fiv| F2v [F3v| F4v | FS Fé~ Fiv| Fev [F3v| F4v | FS Fé~
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up) Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

= NewProb Done 2-%x%-3-x-2
'2'X2-3'><'2 lsolve(Z-x2—3-x-2=0,X]
2'X2—3'X—2 X=-172 or x=2

u f‘actor[Z'xz = 3K =25 x]
(x=-2)-(2-x+1)

c,tor*(2:+:>-<"2-3=+:><—2, ®)

MAIN RAD AUTO FUNC

u solue(2-><2 -3x-2= 0,x]
®=-1/2 or x=2

soluve(24x"2-3kx-2=0, x)

RAD AUTO FUNC

MAIN

3730 4730

Observera syntaxen med ,x dven i factor. Det ar inte nédvandigt har, da termerna ar
rationella tal, men ifall de ar irrationella behovs x-et.

| detta lage ar det lampligt att diskutera faktorsatsen med eleverna sa att de tydligt ser
sambandet mellan det faktoruppdelade uttrycket och I6sningarna till motsvarande
ekvation.

For att definiera funktionen kan du antingen anvanda Y= menyn, som ar tillganglig
genom tryckning pa RUTER-tangenten foljt av F1 eller anvanda kommandot Define. |
detta fall ar det mera praktiskt att anvanda det senare eftersom uttrycket i hogerledet
redan ar inskrivet.

Kommandot Define finns i F4-menyn. Kopiera detta till inmatningsraden. Skriv sedan

y1(x)= och anvand piltangenterna att hamta uttrycket 2x> —3x -2 bland de historiska
paren.

Fiv| F2v [F3v| F4~ | FS Fé~
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

Fiv| F2v [F3v| F4v | FS Fé~
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

Fiv| F2v [F3v| F4v | FS Fé~
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

2:%4=-3-x-2 2:%x4=-3-x-2 x=-1/2 or x=2
lsolve(Z-x2—3-x—2=0,x] lsolve(Z-x2—3-x—2=0,x] lf‘actor[2~x2—3-x—2,x]
x=-1s2 or x=2 x=-1/2 or x=2 (x=2)(2-x+1)

lf‘actor[Z'xz—:S-x—Z,x]
(x=-2)-(2-x+1)

Define ul(x)=
MAIN RAD AUTO

lf‘actor[Z'xz—:S-x—Z,x]

"Define Yi(x) =2 %2 -3-x -2
(x=-2)-(2-x+1)

Done
N2=3kx—-2
FUNC 5730

Define ul(x)=2%x

Define |
MAIN

RAD AUTO FUNC 4730 FUNC 4730 | [MAIN RAD AUTO

Du kan nu, om du vill, kontrollera att funktionen finns i funktionseditorn genom att
trycka Y= (RUTER och F1). Tryck WINDOW (RUTER och F2) for att gora
fonsterinstallningar. Valj ett standardfonster ZoomDec genom att trycka pa F2 i detta
fonster. Tryck ENTER med ZoomDec markerat och grafen dyker upp.
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Fiv | Fe~ [F3 |F4 [FS+{ F6r | 7 I ]
|Too'|s|Zoom|Ed.t| v |rm |St91e|;:~'«‘..
“PLOTS 5 ®mi é: %oom?ox
=2yl m Tyr = xmal 2: ZoomlIn
/315;5 BECRAE xs¢| 3: ZoomOut.
g3= gl
= ymal of qr
3%-_. ysc| 68 .
06= ®red 7iZoomTrig
u7= 84ZoomInt
y2(x)=
MAIN FAD AUTO FUNC MAIN FAD AUTO FUNC MAIN FAD AUT FUNC

Diskutera funktionens nollstallen utifran grafen och jamfor med tidigare resultat fran
ekvationslosningen och faktoruppdelningen.

Uppgifter

1 Vilka ar losningarna till andragradsekvationerna?
a) x> +2x-2=0
b) x> +2x+1=0
c) x> +2x+2=0
d) x> +2x-3=0
2 Faktoruppdela uttrycken:
a) x* +2x-2
b) x> +2x+1
c) x> +2x+2
d) x> +2x-3
3 Rita funktionerna:
a) yl(x)=x>+2x-2
b) y2(x) = x> +2x+1
c) ¥3(x)=x>+2x+2
d) y4(x)=x"+2x-3

Jamfor resultaten i 1, 2 och 3 och diskutera med eleverna.

For att |I6sa ett ekvationssystem skriver du and mellan ekvationerna och avslutar med
,X. Vardet pa y dyker automatiskt upp som en sidoeffekt. Prova garna med att skriva ,y
istéllet och observera skillnaderna. Rita garna de bada linjerna och jamfor den
algebraiska och den grafiska |6sningen. For att rita linjerna kan du anvanda Solve for
att I6sa ut y. Sedan kan du med Define definiera y1(x) respektive y2(x) som de bada
linjara funktionerna. Observera att funktionerna maste kallas y1(x) och y2(x). Det blir
alltsa ett litet redigeringsarbete som behovs da du I6st ut y. (Forfattarens anm. and
hittar du enklast i katalogen.)

x=-2y=5

4 Los ekvationssystemet
2x+3y =1

Kommandona differentiate, zero, Maximum och cSolve

For att kunna hantera raknaren i foljande uppgifter behéver du utéver ovanstaende nya
kunskaper ocksa kunna anvanda nagra kommandon i F3-menyn (Calc). Dessutom
kommer du att stifta bekantskap med numeriska metoder, som du formodligen tidigare
ar bekant med eftersom de ocksa ar tillgangliga pa grafraknare, som inte ar
symbolhanterande t ex TI-84.

Till att borja med studerar vi funktionen y = x’ =3x? + x+1. Rita funktionens graf. Vilka

nollstallen har funktionen? Vilka ar koordinaterna for den lokala maximipunkten
(numerisk och exakt bestamning)?
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Starta med NewProb. Detta ar bra som rutinatgard. Valj sedan Y= menyn (RUTER f6ljt
av F1), placera markdren vid y1 och skriv in xA3-3x*2+x+1 och tryck ENTER.
Naturligtvis hade det gatt lika bra att anvanda tekniken ovan med Define. |
funktionseditorn dar du befinner dig trycker du F2, Zoom. Tryck ENTER for
standardféonstret ZoomDec, vartefter grafen uppenbarar sig.

Fiv | F2v |F2 |F4 |F5+ FBr | 7 >
Tools[2oom|Edit| v [AT1 [stere]ver. I ] Edit] v |11 [stele):ve I
“FLOTS = 5 é: %OON?OX
3 . tZoomln
‘/3%4 SRl oz 3 ZoonOut,
u3= a3 ™
3%- 3% 61 ZoomStd \Vi
Q6= a6 7iZoomTrig
u7= a7i SdZoomint
y2{x)= u2(x)=
MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUT FUNC

Som framgar av grafen har funktionen tre nollstallen. Koordinaterna for dessa kan du
bestdmma numeriskt genom att anvanda zero i F5-menyn (Math). Liksom for en
grafraknare, markeras vanster och hoger intervallgrans och vardet berdaknas. Tekniken
visas pa det negativa nollstallet. Tryck ENTER da du markerat Lower Bound och Upper
Bound. Som framgar av sista bilden ar ett narmevarde pa detta nollstalle 0,414214.
Antalet decimaler som redovisas varierar beroende pa instéllningen av "Display
digits” i MODE-menyn.

Fiv| F2~| F2 FY FSv| Fov [FPA5:
Tools|2oom|Trace|Redraph|Math|Draw|Fen):-
1

4:Maximum N\

St Intersection

6:Derivatives » W

TELfCxodx

S4Inflection Lower Bound?

! XC: =7 ) [ uc:-1.513
MAIN FAD AUT FUNC MAIN RAD AUT FUNC

Fiv| F2~| F2 FY FSv| Fov [FPo%:
Tools|2oom|Trace|Redraph|Math|Draw|Fen):-:

» 1
X ™
[ AV \/
Upper Bound? Zero
XC:.95 ) | yc:. 875 XC: -.41421 ycil.e-14
MAIN RAD ALT, FUNC MAIN RAD ALT FUNC

Eftersom TI-89 ar symbolhanterande kan det vara trevligt med en exakt bestamning.
Den gor du genom att anvanda Solve. Det kan ocksa vara intressant att sedan anvanda
factor for att verifiera med en faktoruppdelning av funktionen.

Tryck HOME-tangenten och folj stegen som visas i foljande bilder. For att se alla
nollstallena gar du upp i de historiska paren och bladdrar at hoger med piltangenten

(hoger).

Tools|a13cbralCatc|other|praminfcican ue Tools|a13cbralCatc|other|pramin|cican up
= NewProb Done
B colue(ul(x)=0,x)

= NewProb Done| | NewProb Done|| 42-1) or x=1 or x=[2+1

B colue(ul(x)=0,x) mcolue(ul(x)=0,x) B factor{ul(x), x)

x=[Z-1) or x=1 or x»|| [FERIE SRR R | (x-1)(x+[Z-1)(x-[Z2-1)
|_ solvelyl =0, %)
MAIN RAD AUTO FUNC z720 | [MAIN RAD AUTD FUNC 17z | |[MAIN RAD AUTO FUNC 3720
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Tryck RUTER foljt av F3 for att atervanda till grafen. Den lokala maximipunktens
koordinater bestammer du nu med hjalp av Maximum i F5-menyn (Math). Markera en
punkt till vanster om (Lower bound) och en till hdger om (Upper bound) maxipunkten.
Tryck ENTER efter varje.

Fiv | F2~| F2 FY Fov [FP+5::
Tools|2oom|Trace|Redrarh Draw|Fen|:
1:Ualue
s Minimum
6:Dn er‘sgc 1on \U fﬁv
sDerivatives
TS Cxodx i i
SdInflection Lower_Bound? Upper Bound?
XCE =, 3 ) [ yci. 403 XC:.D ) [ yci. 875
MAIN RAD AUT FUNC MAIN RAD AUT FUNC MAIN RAD AUT FUNC
Av bilden intill framgar att narmevarden for —,, IR ECIR G LD G
maximipunktens koordinater ar (0,183503 ; 1,08866). [ootsjZoomiTracelhedvarhlbionliy onlpenl:
Nasta steg ar att bestamma dessa koordinater exakt. For
detta behover vi derivera funktionen. Eftersom vi ocksa ﬁ'\
ska undersoka derivatans nollstallen ar det praktiskt att L3
definiera derivatan som en egen funktion. Denna kan Masimum
dopas pa lampligt satt t ex y1prim(x). Det gar givetvis Xei. 183905 | Uc’rﬁ';cess's‘"

ocksa bra att anvanda nagon av de funktionsnamn som
finns i funktionseditorn. Varfor inte anvanda y2(x)?

Tryck HOME-tangenten. Valj F4, Other och sedan Define.
Skriv y2(x)= och dppna Calc-menyn (F3). Se bild.

Kopiera differentiate till inmatningsraden med ENTER. Skriv y1(x) , x) Tryck ENTER.
Kontrollera garna utseendet av derivatan genom att skriva y2(x) och trycka ENTER.

Fir| fer PR F9- | F5 | Fé~ Fiv| Fev |Fav| f4~| F5 | Fé~ Fiv| Fev |Fav| f4~| F5 | Fé~
LA MR - A I A R | R L R R S R |roo1sIms«»ralcmlumrlmmulcmn w| ]
1:d¢ differentiate oA oF x=1 0 x= S SO R s S
. 2 2 i =
.Neli.lp lf‘actor(gl(x),x) (X 1) [X+J_ 1] (X 1]
solv
s ¢ =um (x= 1) (x+2-1)(x-[Z - 1) [ Define y2¢x) =—2(u1(x)
@2- T¢ product dx( )
® factd &:fMing ®Define y2(x) =d—(gl(x)) Done
:fMax( x >
(x -1 8larcLent Done| (= u2(x) IoXE =6 XK
Define wzCoH Define y2{x)=d{ul{x),x)
TYPE OF USE €314 + (ENTER] OF [£5C) MAIN RAD AUTO FUNC 4730 | [MAIN FAD AUTD FUNC FE

Nu bestammer du derivatans nollstallen med solve och sedan funktionsvardet for y1(x)
i maximipunkten. For att fa fram funktionsvardet pa ett enkelt satt kan du forst skriva
y1( och sedan utnyttja de historiska paren. Kopiera ner hela resultatet och radera

~(W6-3)
3

ett narmevarde for att kunna jamféra med tidigare resultat? Enkelt — tryck RUTER foljt
av ENTER for ett approximativt svar. Se bilderna nedan.

Fi~ F2v |F3«| F4~ FS Fé~ Fi~ F2v |F3«| F4~ FS Fé~ Fi~ F2v |F3«| F4~ FS Fé~
Tools|A13¢bralCalc|Other|PrImID|Clcan Up Tools|A13¢bralCalc|Other|PrImiD|Clcan Up Tools|A13¢bralCalc|Other|PrImiD|Clean Up
XSs=—7Fg— 0Or X=
Done| |» salve(u2(x) = 0, ) 3 3
" y2(5) 3x2-6-x+1 [JE 3) =83 iy -([&-3) 4.8
3 3

®solue(u2(x) =0, x) A7

sedan allt utom . Avsluta med hogerparentes och tryck ENTER. Hur far du da

9
R T M

|MﬁlN RAD AUTO FUNC 6/30 |MﬁlN RAD AUTO FUNC 2730 |MﬁlN RAD AUTO FUNC B/30

Avslutningsvis: da du snart behdver icke-reella I6sningar kan det vara bra att veta att i
Algebra-menyn (F2) finns Complex, dar du finner cSolve, med samma syntax som for
solve.
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Uppgifter

5 Studera grafen av f(x)=2x" —x-1.
a) Hur manga nollstallen har funktionen?
b) Motivera detta genom t.ex. faktoruppdelning.
c) Bestam numeriskt och algebraiskt koordinaterna for den lokala
maximipunkten.

d) Vilka I6sningar har ekvationen 2x* =x-1=0 iden komplexa
talmangden?

6 Studera funktionen y = x-e* med avseende pa lokala extrempunker
och nollstallen och rita funktionens graf.

Kommandona integrate och deSolve

Primitiva funktion bestams och integraler berdknas som féljer. Vi startar med att
3/2

bestamma en primitiv funktion till x-sin x och sedan berédknar vi f(x2 +x)dx .
1/2

Forst stadar du med NewProb (i CleanUp -menyn, F6). Valj sedan Calc-menyn (F3) och
integrate. Kopiera kommandot till inmatningsraden och skriv x*sin (x) , x) och tryck
ENTER. Funktionen sin finns som 2nd Y och den satter sjalv vansterparentesen. GIom
inte den hogra! Av resultatet framgar att raknaren utfort en partiell integration och
svarar med den primitiva funktion som har integrationskonstanten = 0.

Vid en integralberakning tillfogas undre och dvre grans med komma emellan.
Observera att det ar viktigt att du matar in 2 och 3/2 och inte 0.5 respektive 1.5.
Kontrollera garna vad som hander om du skulle gora "fel”.

Fir| Fe~ Fiv | FS Fév Fiv| Fer |F3v| F4~ | F5S Fév Fiv| Fer |F3v| F4~ | F5S Fév
Tools|a13cbra Other|Praminjcican Up Tools|a13cbralcalc|other|Pramincican s Tools|a13cbralcalc|other|Pramin|cican s
1:d¢ differentiate
= NewProb Done
" [(x-sin(x))dx
= NewProb Done sin(x) — x-cos(x)
n -si 372
J(x-sinGx))dx . (%2 + x)ax 25,12
® NewP Sin(x) — X - Ccos(x) 1-2
MAIN RAD AUTO FUNC 1730 |mm RAD AUTO FUNC 2720 | |MAIN RAD AUTO FUNC 3730

Vid |6sning av differentialekvationer anvands deSolve i Calc-menyn (F3).

Vi studerar forst diff.ekvationen y'+3y = x och sdker den allménna I6sningen till denna

ekvation. Syntaxen framgar av féljande bilder. Derivatsymbolen (primet) finns som
2nd =. Observera att den godtyckliga konstanten betecknas @1, vanstra bilden nedan.
Om vi fortsatter att |0sa flera diff.ekvationer kommer de godtyckliga konstanterna att
numreras @2, @3 osv tills vi anvander NewProb.

Har nast studerar vi en andra ordningens homogen diffekv. ndmligen »"+2y’+y =0.
For att skriva y” anvander du 2nd = tva ganger i foljd.

Fiv| F2v [F3«| F4~| FS Fo~ Fiv| F2v [F3«| F4r | FE Fov
Tools|A13¢brajCalc|Other|Fr3mID{Clcan Up Tools|A13¢bralCalc|0ther|Fr3miDfClcan Up
£ [=10) o alw) & Uohe
®deSolve(y' +3-u=x,x%,4)

= NewProb Done 9=@1.e‘3'x+%_1/9
B deSolve(y' +3-u=x,x,4)

“Zex, X mdeSolvel(y' ' +2:u' +u=0,p
y=@21-e +?—1/9 g=(@2-x+@3)-e-x

deSolve(y' +3y=x, %, 4 IdeSolvey' ' +2y ' +u=0, X, u)
HAIN RAD AUTD  FUNC 2730 | |MAIN RAD AUTD  FUNC 3730
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Slutligen Iat oss bestdamma den speciella 10sning till y""+2y"+y =0 for vilken
I6sningskurvan i skdarningen med y-axeln tangeras av linjen y = x+1. Rita ocksa denna
I6sningskurva.

Randvillkoren innebar att y(0) = 1 och att y'(0) = 1.

Randvillkoren skjuts in direkt efter diff.ekvationen med and emellan. Se bilder nedan
(den hogra bilden visar slutet av inmatningsraden)! Enklast kopierar du and fran
katalogen (CATALOG-tangenten).

[n-I Fer Irz-‘[ ruvl FE I Fév ]‘ ]
Tools|A13¢brajCalc|0ther|Pr3mI0jClcan Up
NEWFTOD YERISE T 179
" deSolve(y' +3-9=x,X, 9 |3 4acolve(y’ ' +2-y' +y=0p
y=@l-e S X+Z-1,9 s
3 y=(B2-x+@3)-¢
mdeSolvel(y' ' +2-u' +y=0,p||"deSolve(y'' +2-4' +y=0)
u=(E2-x+B3)-e * u=(2-x+1)-e %
deSolved(y' '+2y'+y=0 and u.. '-_J(El)=1 and y'(0)=1,x,4>
MAIN RAD AUTO FUNC 3730 | [MAIN RAD AUTO FUNC 4/30

For att rita funktionen, anvander du Define och kopierar sedan losningen till
inmatningsraden Eftersom denna visar y= flyttar du markoren sa att den befinner sig
omedelbart till hdger om y och tillfogar 1(x), sa att definitionen blir yl(x)=(2x+1)-e”
istéllet. Standardfonstret ZoomDec ar troligtvis installt sa tryck endast GRAPH, dvs.
RUTER och F3. Om sa 6nskas kan du rita tangenten genom att anvanda Tangent i
Math-menyn (F5). Da raknaren fragar Tangent at? Skriv 0 (x-koordinaten) och tryck
ENTER. Denna bestamning ar numerisk vilket framgar av decimalpunkterna efter
koefficienterna.

P

|Tgt;slmgggrolc?l’clnf::rl?rg?'ﬁlult’lerasn.uvl |
y=(R2-x+63)-e *
mdeSolve(y' ' +2:y' +u=0)
u=(2-x+1)-e ¥

" Define wl(x) =(2-x+1)-¢ %

Done
Define yl(x)=C2kx+1)ke™( ..
MAIN RAD RUTO FUNC /30 | |[MAIN RAD AUT FUNC MAIN RAD AUT FUNC
Uppgifter
7 Bestam den primitiva funktion till In x vars lokala minimipunkt ar -2.
8 Los differentialekvationen y''-2)'-3y =0.
9 Bestam den I6sning till differentialekvationen »''-2y'-3y =0 vars
I6sningskurva i origo tangeras av linjen y = 2x.
10 Studera funktionen y =sink-x for k-vardena k=1, 2 och 3.
11 Rita grafen av funktionen y = x-sin x . Bestdm nollstéllena och forklara

grafens utseende genom att studera dess derivata.

12 a) Utveckla funktionerna sin 2x och cos 2x.
b) Utveckla funktionerna sin 3x.
c) Fundera forst och kontrollera sedan vad resultatet blir da sin 4x
utvecklas.
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Lite diskret matematik och modellering

Har behover du veta hur du ska kunna berakna fakulteter, kombinationer och
permutationer.

Pa hur manga satt kan en ko bestaende av tolv personer ordnas? Pa hur manga satt
kan du valja ut fyra personer ur en grupp av tolv personer om det ar viktigt i vilken
ordning de viljs (t ex en ordforande, en sekreterare, en kassér och en webbredaktor).
Pa hur manga satt kan gruppen valjas om det ar oviktigt i vilken ordning valet har
skett? Endast vilka personer, som valts, ar av intresse.

Fakultet, permutationer och kombinationer

Som bekant kan 12 personer ordnas pa 12! satt . Fakultetstecknet finns naturligtvis i
katalogen men ar enklare att finna som Math (2nd 5), Probability och sedan alternativ
1. Vélj forst NewProb i CleanUp-menyn (F6). Skriv 12 och kopiera sedan
fakultetstecknet, sd som beskrivits ovan. Utan att sa begarts, studerar vi samtidigt
hur faktoruppdelningen av 12! ser ut. Se bilderna.

Fi~ F2~ I1F2~l FY~ (33 Fé~ | Fi~ | Fe~ | F3'| FY~ | [ l Fé~ | | | Fi~ | Fev | F3'| Fy~ | F& l Fé~ | |
To MATH PlC1can Up Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID|Clcan Up Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mI0|Clcan Up
H »
mripiiin
3: ncr( : = NewProb Done
tnCr
firsngc |} :?16251L o 479001600
ran orm 2 u NewProb Done! acLor H
H Ly b
SiRancoesq MR Done| [ 12! 479001600 210.35.52.7.4
8:randPoluf( 12! Pactor~(12!)
TYPE OR USE €314 + [ENTER] OF [ESC) MAIN RAD AUTOD FUNC 2730 | [MAIN RAD AUTOD FUNC 3730

Antalet permutationer av 4 element bland 12 ar av intresse nar vi ska valja ut personer

!
i ordning. Detta antal kan skrivas 12-11-10-9 =%. Den funktion som anvands
kallas nPr och finns i samma meny som fakultetstecknet. Se bilden till vanster ovan.
Vi skulle kunna hamta den har, men det kan vara en god idé att istallet anvanda
katalogen eftersom syntaxen for funktionen avsldjas déar. Sa tryck pa CATALOG-
tangenten och sedan N (dvs. siffran 6). Bladdra ner till nPr med piltangenterna.
Langst ner i statusraden avsl6jas att argumenten ar tva stycken med komma emellan
(EXPR1,EXPR2). Kopiera nPr till inmatningsraden med ENTER och skriv sedan 12,4
och avslutande parentes. Tryck ENTER.

Som bonusbild visas resultatet av nPr(n,k).

CATALOG | H.vl Fe~ |F3v| FY~ | [ l Fé~ | | | H.vl Fe~ |F3v| FY~ | [ l Fé~ | |
3 ] Tools|A13¢bralCalc|Other|PrImID|Clcan Up Toﬂs- f'ns«bra Calc|Other| Prsmll'l'c’leih U‘vav
newhMat. ¢ = NewProb Done| |® factor{12!)
NewPic .12! 479001600 210.35.52.7.14
NewElot ® factor(12!) "nPr(12, 4) 11880
ninLe 2085374822411 " hPr(n, k) —hnt _
not " nPr(12, 4) 11220 : (n-K)!
| »rPr(
EXPRLJEXPREZ MAIN RAD AUTOD FUNC Y4/30 | [MAIN RAD AUTOD FUNC £/30
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Antalet kombinationer av 4 element bland 12 ar 4! ganger farre an antalet

1
permutationer, eftersom de utvalda kan ordnas pa 4! satt. Detta antal skrivs (4 ) .

Berdkna nCr(12,4).

Fiv| F2v [F3v| F4v | FS Fé~ Fiv| Fev [F3v| F4v | FS Fé~
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clcan Up Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clean Up

TEOTOT T =T LILLEN B 9"y o) TIrooo

10,5, <2 .
210.35.52.7. 44|, n!
" P12, 4) 11880||" "TEN. K (h- k)

= nPrch, k) n! "nCr(12,4) 495

(h=-k)! n!
=" nCr(12, 4) 495 k! -(h-k)!

B nCrin, k)

MAIN  RADAUTO FUNC 6/30 RAD AUTO FUNC 2730

Uppgifter

13 P& hur manga satt
kan de 52 korten i en
kortlek ordnas?

14 Talet avslutas med
ett stort antal nollor.
Hur manga ar det?
Varfor ar det detta
antal?

15 Du ska plocka ut 13
kort ur kortleken. Pa
hur manga satt kan
det ske? ke

\x : 5
16 Vid en bridgegiv blandas de 52 korten och delas sedan ut till de fyra

spelarna. Korten &r med andra ord férutbestamda da blandningen ar
avklarad. Hur manga olika bridgegivar finns det? For fullstandig
information ar det viktigt att veta att det ar ovasentligt i vilken ordning
korten plockas upp av de fyra spelarna.

Listhantering och statistisk plottning

Hur manga diagonaler finns det i en fyrhérning, femhorning och en sexhorning? Gor
en matematisk modell med hjalp av listhanteringen i vilken du far fram en trolig
formel. Kontrollera formelns giltighet genom t.ex. en 7-h6rning. Bevisa formeln!

| en triangel gar det inte att rita nagon diagonal. | en fyrhorning gar det att dra 2. | en
femhorning ar det majligt att dra 5 och i en sexhdrning 9 diagonaler. Detta kan
eleverna komma fram till genom att rita motsvarande figurer. Vi studerar detta i tva
listor.

For att Oppna den inbyggda listeditorn tryck pa APPS-tangenten. Valj Data/Matrix
Editor och tryck ENTER. Namnge filen, t ex “diagonal”, i rutan Variable. Tryck ENTER
tva ganger (en gang for inmatningen och en for att stdnga pop-up-fonstret).

Fi Data/Matrix Editor 15:37 Fi~ Fe F3 FY - |FeAF?
Menu: 07-01-08 Tool” NEW Y,
h VN
Ei X Data/Matrix Editor :”l’:' D‘“":
1 older: Main
Contacts EEPro %_ gurrent’ Variable:
$ U | J . \ CEnter=OK CESC=CANCEL
Finance Grarh Homg
MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC MAIN WCW RAD AUTOD FUNC
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Mata in antalet horn i manghorningen, dvs 3, 4, 5 och 6, i kolumn c1. Fortsatt sedan
med antalet diagonaler i kolumn c2. Mellersta bilden nedan visar fonstrets utseende da
rad 2 i kolumn 2 (r2c2) skrivits in men inmatningen har inte fullbordats med ENTER an.
Hogra bilden visar list-editorn efter fullbordad inmatning.

rn-I Fe ‘[r;‘[ FY4 lrs ]rs}[r?]‘ ] me
Tools|Plot Setup|Cell|Header|Calc|UtilfStat Tools|Plot Setup|Cell|Header|Calc|UtilStat
OATA | I DATA | |
cl c2 c3 [= cl c2Z c3
1 1 3 o] 1 3
2 2 4 2 4 2
3 3 S 3 S S
4 4 & 4 & 9
ricl= r2c2=4 ric2=0
MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC

Tryck nu Plot Setup (F2). Valj Define (F1). Som Plot Type valjer du Scatter
(punktdiagram) och som markaorer vid Mark: Box. Skriv sedan in varifran x och y-
vardena ska hamtas. | mellanbilden nedan har inmatning av ¢1 redan skett och
dialogrutan for y ska fyllas i med c2. Observera att du maste trycka pa ALPHA-
tangenten ett antal ganger for att fa inmatat c1 respektive c2. Nar inmatningen ar klar
tryck ENTER (2 ganger).

’ main‘diadonal main‘diadonal Plot 4
TFY Flot Tvpe. . Scatter ¥
Box ¥

[Fz | F3
péfneld|chior] ¥ hart

Flot 1:

’ maintdiadonal
| F2 T F3 |F4
Copy|Clear| «

(=

Flot ‘l i.ise Freq and Catedories? NO >
Flot £: IR R S B

4 Plot 7 { resevy. Lo
g}og g= Baindt gtadsran [

ot 3 — - - m—
¥ oo / CEnter=SAYE CESC=CANCEL

MAIN RAD AUTO FUNC MAIN a_FRAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC

Det ar dags for fonsterinstallningar. Tryck RUTER foljt av F2 for WINDOW. Med tanke
pa de varden som ska plottas ar det lampligt med xmin=3, xmax=8, ymin=0 och
ymax=15. Avluta med att trycka GRAPH-tangenten dvs. RUTER och F3.

Det verkar vara mgjligt att punkterna ligger pé en andragradskurva. For att kunna
undersoka detta, kan du utfora en regression. Atervand till listeditorn genom att trycka
pa APPS-tangenten och pa nytt valja Data/Matrix Editor, som ovan. Valj sedan Current
eftersom du har denna listvariabel oppen.

Fiv| F2v
Tools|200m

xmin=3. I
ﬁ;’g’ff? : Data/Matrix Editor

ymin=0. 3 o 1:Current
uscl=1. B 3:New..

xres=2. : o

MAIN RRD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC TYPE OF USE €314 + [(ENTER] OR [ESC)
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Nar raknaren ar tillbaka i listeditorn valjer du Calc (F5). Se bild nedan till vanster.

Pa 6versta raden oppnar du menyn for Calculation Type och bladdrar ner till QuadReg
for att kunna utféra en polynomregression av andra graden. Tryck ENTER. Mata in c1
och c2 i rutorna for x och y respektive. GIom inte att trycka pa ALPHA-tangenten vid
lampliga tillfallen Alpha-mode ar ursprungligen valt. Sa du matar in ¢ utan att forst
trycka ALPHA. For att mata in siffran 1 trycker du forst ALPHA for att lamna alpha-
mode. Pa nasta rad trycker du forst ALPHA for att atervanda till alpha-mode men
raknaren atergar sjalv da du skrivit c. Dags att tala om var regressionsekvationen ska

lagras.
T A
Tools|Plot Setuplce|Header|Carc|utifstat r m::m\d-aSona! Calculate m::m\d-aSona! Calculate 1
DATA T T d Calculation Tvpe.. ITCubicReq Calculation Tvpe.. QuadRed 3
cl c2 c3 i d:ExpReg v
1 3 it 2. t;aggg sto none
2 4 2 Use Frea and Catedd 5o ModMed Us¢ Fred and Catedories? NO
= V-z o, : & V-z
35 5 ey B sty
4 =) 9 dv iitiis iraioe., [ i" = dv iioitiic aradaes [0
rlc2=0 CEnter=SAVE > ESC=CANCEL CEnter=SAVE > ESC=CANCEL
MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC USE € AND » TO OFEN CHOICES

Tryck hoger piltangent da markoren star pa none efter Store RegEQ, for att 6ppna
detta valfonster. Om du av misstag skulle raka trycka ENTER har, atervander du till
listeditorn och far pa nytt trycka Calc (F5). Men ingen storre skada ar skedd. Alla hittills
gjorda val ligger kvar. Valj y1(x) och tryck ENTER. Se bilden i mitten. Tryck pa nytt
ENTER for att utféra regressionen.

rmainhdiadonal Calculate rmainhdiadonal Calculate Fi-1 _F2 F2 L P4 I(FS IFRAF?
> Tools s~ STAT VARS Nyt
d Calculation Tvpe.. Quadked > Calculation Tvpe.. QuadRed 3 DATA
......................... YIQ-X24b-X4C
................................................ e a =5
..... Store RedER vt > 1 . o
Use Frea and Cated Use Frea and Catedories? NO3 2 Pz =
et Y. . 3 ’
>w~v>« ervien ud(x) >w~v>«
) MR v>-23~“z BEEX) MEERTA R v>-23~“z 4
C > sl C > \
Enter=SAVE J'H?(X) Enter=SAVE ESC=CANCEL o y,
MAIN WO RAD AUT FUNC USE € AND > TO OPEN CHOICES MAIN RAD AUTO FUNC

Raknaren har anpassat en funktion y1(x) =0,5-x> =1,5-x, med n = 3. Har &r naturligtvis
konstanterna narmevarden eftersom modellen ar framtagen numeriskt.

Da du trycker ENTER atervander raknaren till listeditorn. For att se hur modellen
stammer tryck GRAPH, dvs. RUTER och F3.

| graffonstret ser du en god anpassning till de fyra punkterna. Tryck Trace, som ar F3. |
fonstrets 6vre hogra horn kan du lasa P1 som visar att markéren foljer punkterna i plot
1. Kontrollera detta genom att trycka pil-héger och pil-vanster. Bilden visar att
femhorningen har 5 diagonaler, allt enligt inmatad data. Tryck pil ner och raknaren
[amnar plotten och gar 6ver till funktionen y1(x). Tryck t ex pa siffran 6 och sedan
ENTER och raknaren redovisar antalet diagonaler i sexhorningen enligt modellen.
Kontrollera alla de varden som ar inmatade sa att modellen stammer. Nar detta ar klart
skriv in 7 for att fa en forutsdgelse om antalet diagonaler i en sjuhdérning. Stammer
det? Prova med 8, ar detta ocksa OK?

-t
HMAIN

RAD AUTO

ciS.
FUNC

ci9.
FUNC

-t
HMAIN

RAD AUTO

-t

c:l4d.
FUNC

MAIN RAD AUTO
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Om du forsoker mata in 9 far du ett felmeddelande. Anledningen ar att vardet ligger
utanfor den definitionsmangd [3, 8] som du gett genom fonsterinstaliningarna. Och
just nér du ville veta detta! Detta ar enkelt avhjalpt. Tryck pA HOME-tangenten for att
komma till huvudfonstret. Skriv y1(9) pa inmatningsraden och tryck ENTER. Andra till
y1(90) och tryck ENTER. Hur ska vi veta om detta ar sant? Vi kan inte veta om modellen
ger ratta varden om vi inte kan kontrollera dessa. Det ar inte helt latt gjort med en 90-

horning. Har kravs ett bevis.
Fiv| Fev |F3«| F4~ | FE Fov Fiv| Fev |F3«| F4~ | FE Fov
Tools|A13¢bralCalc|Other|Fr3miD|Clean Up Tools|A13¢bralCalc|Other|Fr3miD|Clean Up

N ERROFR N

Window variables domain
= NewProb Done
G = NewProb Done| [» g1(9) 27.
= yi(9) 27.[|®™ 91(290) 3915.
: _ ( ER) ( 0
MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC 2720 | |[MAIN RAD AUTO FUNC 3730

Beviset utfor du i uppgift 18 nedan.

Observera i de tva senare bilderna ovan att resultaten redovisas som 27. respektive
3915. och inte som 27 och 3915 respektive. Raknaren visar med detta, att det inte ar en
exakt berakning utan numerisk.

Uppgifter

17 Vid kulspel spelar
barn ibland "pyris”.
Den enklaste bestar

av ett lager med en ‘
enda kula. ,

"Fyrapyrisen” har tva

vaningar. R /

"Tiopyrisen” ar en e R
skapelse med tre

vaningar med sex
kulor i botten. Flera
vaningar kan byggas
pa med samma monster.
a) Hur manga kulor finns det i en 5-vanings pyris?
b) Hur manga finns da i en n-vanings? Modellera forst och bevisa
sedan.
n* 3-n
18 Bevisa att antalet diagonaler i en n-horning ar 7 - T
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Summor och serier

Anta att du vill berakna summan av alla positiva heltal upp till och med 100. Denna
100

summa kan skrivas 2 k.

Om du kanner till syntaxen for kommandot kan du kopiera det fran Calc-menyn (F3).
Kanner du inte till syntaxen, kan du ta reda pa den genom att soka upp kommandot i
katalogen och kopiera det till inmatningsraden darifran. Statusraden ger dig nodvandig
information. Efter att ha last denna skriver du in summan och trycker ENTER.

Fir| F2~ Fy~ | FE Fbv CATALOG Fiv| F2v |[F3«| F4~ | FE Fbv
Tools[A13¢bra| ﬂth&r Fr3mi0jClean Up 1 T2 3 ] Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3miDjClean Up
He1p|Built=in| il

1:d¢ differentiate

% Jl“( mtegrat.e St,oGDE
imit
. Stoglc = NewProb Done
str‘mg( 100
: . k 5050
» NewPr_8larclend suglgat,( kgl

MAIN RAD AUTO FUNC 1730 | [MAIN RAD AUTO FUNC 2730

For att summera en talféljd med oandligt manga element erséatter vi den 6vre
summationsgransen med oandlighetssymbolen. Denna finns tillganglig pa
tangentbordet som RUTER foljt av CATALOG.

. N 1 1 1 < . . ) .
For att berdkna summan —+—+—+....... = 2—2 skriver vi som visas i bilden

- 2 3 = k
.7'[2

nedan. Serien ar konvergent med summan ? Da vi vill berakna summan

1 1 1 <N B . . . .
—+—+—+..... = 2— far vi det resultat, som nasta bild visar. Detta ska tolkas sa att

1 2 3 — k
summan inte kan beraknas. Orsaken ar att serien ar divergent.

Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3miDjClean Up Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3miDjClcan Up
1§0 % 1 52
">k soso| (v 3 (= Mo
k=1 K 1[ k2] &
w 2 w0 W
1 n 1 1
3 2hin W
k=1[k2] 61| _k=1lk k=1t K
MAIN RAD AUTOD FUNC 3730 |MN RAD AUTO FUNC 4430
Uppgifter
19 Berakna summan av alla tresiffriga tal som ar delbara med 7.
. 1
20 Berakna summan 1+ —+—+—+.....
3 9 27
I 1 1 1 1
21 Berdkna 1-—+———+————+.....
3 9 27 81 243
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Numerisk I6sning av differentialekvationer, riktningsfalt

For att kunna studera differentialekvationer med grafisk I6sningsmetod maste du stalla
om raknaren. Detta gor du genom att trycka pa MODE-tangenten. Genom att trycka pil-
hoger da markoren star pa Graph far du mojlighet att valja funktionstyp.

Valj DIFF EQUATIONS.. Bekrafta med ENTER (2 ganger), for att spara installningarna.

MODE | MODE
Fi | Fz2 | F2 Fi Fe F3
Fad¢ 1|Pad¢ 2|Fade 3 Fad¢ 1|Fad¢ 2[Fade 3

Grarh............ Graeh......

Current Folde main Current Fg 1:FUNCTION

Gisglay Didits.. ' Gisplay 0i 21 PARAMETRIC
.............. [

Exvonentuﬂ Fo Exponentiq

3:EEBUENCE
GectorFo 5230

T Pretty Pri

at
Complex Format..... REAL »

WUHT IUNS
Enter=SAVE CESCZCANCEL ESC=CANCEL
USE € AND > TO OPEN CHOICES MAIN RAD AFPROY  DE

v

Anta att du vill studera diff.ekvationen y’-4-y =0 med startvillkoret y(0)=2. Denna

ekvation kan |6sas exakt och det kan vara av varde for att jamfora med den numeriska
metoden. Tryck y=., dvs. RUTER och F1. Har skriver du nu in ekvationen y" = 4y med
det givna startvillkoret sa som vanstra bilden visar. Valj sedan WINDOW och stall in
fonstret enligt den mellersta bilden. Tryck GRAPH och raknaren ritar upp ett
riktningsfalt och en I6sningskurva utifran det givna randvillkoret, hégra bilden.
Tatheten i riktningsfaltet kan stallas in i WINDOW-menyn. Langst ner finner du fldres
(field resolution). | bilden nedan ar 14 valt. Experimeneral

Fiv| F2~ |F3 S+ For| "7 I Fir | Fev | Fiv| F2v | F3 FYy FS~| Fo~ [F7+«{FB
|Too'|s|2¢om|£d.t| v |rm |$t91e| Ve, I ] Tools|2oom ] Tools|2oom|Trace|Re3raph|Math(Draw|Fen|IC
<FLOTS to=0,

t0=0 tmax=10,
vyl '=4-yl tste

By 12512

31 2:. XMAX=.

g3'= xscl=

gi3= umin= 2

27 (L= gmaxv16
SELECT ONE 15T-0RDER FUNCTION ONLY MﬂlN RAD APPROX DE L MAIN RAD APPROX DE

Om du vill vélja en annan startpunkt, kan du gora det dven nar du har kurvan synlig.
Detta sker genom att du trycker pa F8, (2" F3), IC som betyder Initial Conditions.
Anvand garna TRACE, F3, for att studera kurvan.

Med IC kan du sjalv valja startpunkt genom att flytta markéren med piltangenterna och
sedan trycka ENTER alternativt ange t och y1 varden och fa en annan I6sningskurva till
differentialekvationen ritad. Jamfor I6sningskurvorna med den exakta I6sningen.

Fiv| Fev | F3 FSv | Fov [F7+{FB Fiv| Fev | F3 FSv | Fov [F7+{FB
Tools|2oom|Trace Resrovh Math|0raw|Fen|IC Tools|2oom|Trace Resrovh Math|0raw|Fen|IC

T A P F AR S e A W R P F AT & T
VAV AV AV AP SV AP SV SV AV S | VAV A "V AV A AV AV AV A
P R P R
o o

slhitia ohditions=? —— —| |ew————tf——————— — ——
_t=0.2 —ul= T T T T T
MN RAD APFROY OE MN RAD APFROY 0OE
Uppgifter
22 Om ett foremal faller och vi tar hansyn till luftmotstandet mot rorelsen

kommer hastigheten, v, att bestimmas av diff.ekv. m-v=m-g—-k-v>.
Har ar m hopparens massa, g tyngdaccelerationen och k en konstant,
som beror av bl.a foremalets form och storlek. Studera hur hastigheten
beror av tiden for m = 80 kg och k= 16 kg/m. Valj begynnelsefarten 0
m/s.
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Problemlésning

Med ett CAS-verktyg som TI-89 Titanium kan eleverna fa uppgifter med en annan typ
av formulering, dar I6sningen utvecklas fran en upptéackt, till en fortsatt undersékning
och slutligen till en generalisering genom en algebraisk verifiering. Har foljer ett
inledande exempel, som ar av denna karaktar. Flera likartade problemstallningar finns i
de foljande uppgifterna.

Undersok, upptack och verifiera

Definiera ett tredjegradspolynom som har tre nollstéallen, garna heltalsvarden.
Rita en tangent till funktionsgrafen och studera om och var den skar x-axeln. For
vissa tangeringspunkter kommer tangenten att skéra x-axeln i ett av nollstallena.
Finns det nagot monster for nar detta intraffar? Undersok! Ar det du observerat
generellt? Bevisa! Vi bortser fran de fall att tangenten ritas i sjalva
skarningspunkten med x-axeln.

Enklast definierar du problemet faktoruppdelat, eftersom detta ger full kontroll over
nollstallena. | funktionseditorn, Y= (RUTER och F1) valjer du Zoom f6ljt av ZoomDec,
for att senare justera fonsterinstallningarna. Detta val kunde lika garna ha gjorts i
WINDOW-menyn (RUTER och F2) eller GRAPH-menyn (RUTER och F3).

Fiv| Fer |F3v| F4~ | F5S Fév Fi 3 Fér| 7 I Fi FY4
|Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean upl | Edit| v [A11 |stetefven,
, :%oom?ox 3)
v tZoomln -
32 : ZoomOut,
3
= NewProb Done 34 65 ar
® Define wi(x) =(x+2)-(x - 1p 32 7:ZoomTrig
Done|| g7{ 84Zoomlnt
e gl (x=(x+2)(x-1)(x-3) ud(xi=
MAIN RAD AUTO FUNC 2730 | [MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUT FUNC

Fonsterinstallningarna justeras i y-led, sa att extrempunkterna blir synliga (med
marginal). Samtidigt justeras x-axeln sa att ett”lagom intervall blir synligt. Se bilderna

som foljer.

[thFbI

Tools|2oom
®xmin=-3.
xmax=4.
®scl=1,
gm1n—'6.
umax=10.
yscl=2
Xres=2.

MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC

For att rita tangenter anvander du Math-menyn, F5. Nar raknaren fragar “Tangent at?”
kan du antingen flytta markéren med piltangenterna eller skriva in ett x-varde. Det
senare rekommenderas. Rita tangenten i punkten med x=0. Tryck darfor 0 och sedan
ENTER.

Fiv| Fev | F3 FGv [Foe? 5
Tools|2oom|Trace Resrovh Draw|Fen|::
3TM1n1mum

N

tMaximum

St Intersection

6:Derivatives »

TSP Oxoodx \\

8:Inflection

9:Distance j /
Tangent at.”
xCi.944304 | uyciZ.84721 y=-5. x+6.

MAIN RAD AUTO FUNC TYPE OF USE €314 + [(ENTER] OR [ESC) MAIN RAD AUTO FUNC

Denna tangent skar x-axeln mellan de bada nollstallena x=1 och x=3, ndrmare bestamt
i x=1,2 vilket kan bestammas med hjalp av tangentens ekvation som redovisas i
fonstret. Denna berédkning kan ske pa traditionellt satt med papper och penna eller med
kommandot solve i Algebra-menyn.
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Det kan vara intressant att observera att om du ritar en tangent fér ett nagot lagre x-
varde kommer tangenten att fa flackare lutning och skara narmare x=3. A andra sidan
om du ritar en tangent for ett ndgot storre x-varde kommer skarningen att ndrma sig
x=1.

Innan du fortsatter kan det vara praktiskt att radera den tangent som du nyss ritade.
Detta sker med CirDraw i Draw-menyn, F6.

Forst provar du att rita en tangent med tangeringspunkten x=-0,5.

T Lo T R
1:ClrDraw

¥ 2:0rawkFunc
3iDrawlny
4:DrawPol

S:0DrawParm
6:Drawsl

3 st oy
Taggent at? \\\\hg/f / \\\NJ//AHNH
N Pt | yciZ. 84721 y="-2,25x%+6., 75

TYPE OF USE €314 + [ENTER] OF [ESC) MAIN KRD AUTO FUNC MAIN RRD AUTO FUNC

>
.
-

Detta var ett framgangsrikt val. Tangenten som ritas i x=-0,5 skar x-axeln for x=3. Detta
verifieras genom att tangentens ekvation, y =-2,25x + 6,75, har I6sningen x=3 for y=0.

Lat garna denna tangent ligga kvar och rita ytterligare en for x=0,5. Ytterligare en
framgang! Av ekvationen for tangenten framgar att y=0 da x=1.

Kvar star att rita en tangent som skar i det tredje nollstallet, x=-2. Det ar uppenbart att
tangeringspunkten maste laggas pa ett hogre x-varde. Testa x=2. En ny fulltraff! Av
tangentens ekvation framgar att y=0 ger x=-2.

u=-6,25x+6. 25 u=-1.x-2.
MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC

Vad ar det nu som ar speciellt med dessa punkter? Jo, x=2 ligger faktiskt mitt emellan
x=1 och x=3 som ar tva av nollstéllena. Galler detta dven for de andra?
-2+1 1 -2+43

—— och
2 2

En egenskap ar upptéackt! Lat nu eleverna undersdka nagra olika tredjegradspolynom
med andra nollstéllen. Variera garna ocksa sa, att koefficienten for tredjegradstermen
inte ar 1.

= 5 Det stammer!

Naturligtvis kommer elevundersdkningarna att bekrafta det som redan observerats.
Nu har eleverna upptackt genom att undersdka flera polynom. Nu aterstéar det att
verifiera att detta galler generellt med ett bevis.

Definiera darfor f(x)=k-(x-a)-(x-b)-(x-c).Eftersom tangentens ekvation ska

bestammas, behovs riktningskoefficienten till linjen och déarmed derivatan av
funktionen f. Darfor definieras ocksa fp(x) som derivatan av f(x). Lat oss kalla
tangeringspunkten for d. Lagra medelvardet av de tva nollstallena i d genom:

a+b o109 4.
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Fiv| Fer |F3v| F4~ | F5S Fév Fiv| Fer |F3v| F4~ | F5S Fév Fiv| Fer |F3v| F4~ | F5S Fév
|Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| | |Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| | |Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| |
= NewProb Done| (= NewProb Done
#Define f{x)=k-(x—-a)(x-p||"Define fF(x)=k-(x-a)(x-»p

Done Done
= NewProb Done . : _a . : _a
s Define F(x)=k-(x - a)-(x - p| [ DeFine FPO) =ZFo(£0)) Define fP(x) =—=(f(x))
Done Done Done

AL Sl - PEAS LA =] Ml[Define fpix)=d{f{x),x) Define fpix)=d(fix),x)
MAIN RAD AUTO FUNC 2730 | [MAIN RAD AUTO FUNC 3730 | |MAIN RAD AUTO FUNC 3730

Lutningen hos tangenten i punkten x=d bestams, liksom ekvationen, t(x), for denna
tangent. Slutligen undersoks vardet t(c).

rn-I Fer Irsz ru-] FS I Fbv ]‘ ] [an Fer Ir3~] rs-I FE ] Fév T ] [an Fer Ir3~] rs-I FE ] Fév T ]
Tools|A13¢brajCalc|0ther|Pr3mi0jClcan Up Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clean Up Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clean Up
AERL- N S1b] MR 5 5 (a2-2-a-b+b2)-k
{a2-2-a-b+b2)k 3
" fr(d) 5 5 3 ® Define t(x) =fp(d)-(x - d) P
'[a -2-ab+b ]'k ®Define t(x)=fp(d)-(x—d)p Done
4 Done| (= t(c) o)
.he L OO=Fpldikx—d)+f(d) t.(c)
MAIN RAD AUTO FUNC 5730 | [MAIN RAD AUTO FUNC 5/30 | |MAIN RAD AUTO FUNC 7730

Att t(c) =0 visar att tangenten skar x-axeln just for t=c.

Darmed ar det bevisat att for en tredjegradsfunktion med tre nollstallen galler: da en
tangent ritas i en punkt dar x-vardet ar medelvardet av tva av nollstallenas x-
koordinater, sa skar denna tangent i det tredje nollstallet.

Uppgifter
23 Ett andragradspolynom har nollstallena 1 och 6. Funktionen har ett
lokalt maximum = 4. Vilket ar polynomet?
24 For vilka varden pa C har funktionen f(x)=x" —5x+ C tre nollstallen?
25 Studera funktionen f(x)=x>+2x-1.

a) Bestam lutningen hos den linje som gar genom P(-1; -2) och Q(2; 5)
pa kurvan och jamfér med derivatan till f(x) i mittpunkten pa intervallet
[-1,2].

b) undersék motsvarande for punkterna (-2 ; f(-2)) och (1 ; f(1)).

c) Undersok om upptackten galler generellt for alla
andragradspolynom, dvs om den galler for f(x)=a-x> +b-x+c.

d) Galler detta for polynom av tredje graden ocksa?
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26 Studera pa nytt funktionen f(x)=x>+2x-1.
a) Bestam minimipunktens (M) koordinater.

b) Rita en tangent till kurvan i punkten (P) med x=1 och bestdm
koordinaterna for skarningspunkten (Q) mellan tangenten och
symmetrilinjen till andragradsfunktionen.

c) Jamfor y-koordinaterna for punkterna P, Q och M. Vilken slutsats
drar du?

d) Upprepa undersokningen for en tangent i punkten med x=-2. Galler
din slutsats har ocksa?

e) Undersok om upptackten galler generellt for alla
andragradspolynom, dvs. om den géller fér f(x)=a x> +b-x+c.

27 Studera pa nytt funktionen f(x)=x>+2x-1.

a) Rita tangenterna till kurvan i punkterna x=-2 och x=1. Bestam x-
koordinaten for skarningspunkten (xp) mellan dessa tangenter.
Slutsats?

b) Rita den vertikala linjen genom
xp. Bestam arean av det omrade

som begransas av kurvan, den
vanstra av tangenterna och den
vertikala linjen genom xp. Upprepa

for omradet mellan kurvan, den
hogra tangenten och den vertikala
linjen. Jamfor de bada areorna. Slutsats?

c) Dags att generalisera. Galler slutsatserna godtyckliga
andragradspolynom och tangenter? Studera pa nytt

f(X)=a-x>+b-x+c.

MAIN RAD AUT! FUNC

28 En rat linje skar en andragrads-
funktion f(x)=a-x’> +b-x+c i
punkterna P och Q. Visa att arean
av det skuggade omradet endast

beror av a och differensen mellan -~
x-koordinaterna for P och Q.

RAD AUTO FUNC

MAIN
Uppgifterna 25-28 ar hamtade fran The Case for CAS utgiven av TA3
Europe
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29

30

31

32

33

34

35

36

1
Rita funktionen y =—. Tangenten i punkten med x=1 skar x-axeln i
X

punkten P och y-axeln i Q.

a) Bestam arean av triangeln OPQ, dar O ar origo.

b) Rita tangenten i punkten med x=2 och upprepa ovanstaende
areaberakning.

c¢) Upprepa garna med andra x-varden for att se hur arean férandras.
d) Bevisa med en godtycklig tangeringspunkt (a ; 1/a) att det
observerade galler generellt.

Rita en tangent till funktionen

y= Jxi punkten med x=2. Bestam

skarningspunkten med x-axeln.
Upprepa for andra varden pa x for
att observera ett monster.

Bevisa algebraiskt dina iakttagelser.

a) En engéngsmugg har MAIN RAD AUTO FUNC
bottenradien 2,5 cm och radien pa 6ppningen 3,3 cm. Muggens hojd ar
10,0 cm. Hur stor ar dess volym?

b) Generalisera ovanstaende. Hur stor volym har en mugg med
bottenradie r1, 6ppningsradie r2 och hojd h?

Bestdm ekvationen for normalen till funktionen y =Inx i punkten med

x=a. Ta reda pa x-koordinaten for skarningspunkten mellan denna
normal och x-axeln. Vilket ar avstandet mellan denna punkt och
punkten x=a pa x-axeln?

Arean, T, av en triangel med sidorna a, b och ¢ kan beraknas med

Heron’s formel, T = Js(s —a)(s-b)(s-c), dar s ar halva omkretsen av

triangeln.

a) Berakna arean av den ratvinkliga triangeln med sidor 3 cm, 4 cm och
5cm.

b) Berakna arean av den ratvinkliga triangeln med sidor 3 cm, 4 cm och
6 cm. Redovisa exakt varde.

c) Bevisa Heron’s formel.

Undersok I6sningarna till diff.ekv. y''+2y'+b-y =0 for b-vardena:
b=-3,10ch2

Studera funktionen y = x*> +b-x—1 foér b-vérdena: b=-2, -1, 0, 1 och 2.

Undersok speciellt laget av minimipunkten for de olika funktionerna
och sok ett samband som kan beskriva laget av dessa.

Da vi bygger korthus staplar vi kort enligt
ett visst monster. Nedan visas bilder av

envanings-, tvavanings- och trevanings-

korthus. Som bjalklag mellan vaningarna

ligger minsta mangd kort, dvs ett i

tvavanings och tre i ett trevanings, overst /\
ett och dar under tva. Hur manga kort

finns i fyravaningshuset och i n-
vaningshuset? Hur manga kort gar det at
att bygga alla hus tom n-vaningshuset
utan att riva de foregaende?
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Nagra lésningar

1 Solve finns i menyn F2, Algebra. Har visas endast |6sningen pa 1a.

Fiv Fev |F3v| Fl4v F& Fév
|Tools|ﬂ13ebro|c01c|utherlPrSmlnl(leonuvl |
8065817517094387857 16606 )

= 52! 8.06582e67
" nCr(32, 13) 635013559600

'solve[x +2'x-2=0, x]

x-'[.l—+1) or x=J3-1

solve(x™2+2x-2=0,x)

MAIN RAD AUTO - FUNC /30
2 Factor finns i menyn F2, Algebra.
I ﬂ.vl Fev |F3v| F'!vl F& I Fov | I I ﬂ.vl Fev |F3v| F'!vl F& I Fov | |
Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3miD|Clean Up Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3miD|Clean Up
Al BUUSAC UL ML AR %+ 1]
-f‘actor[x +2- X-2 X] .PaCtOP(X2+2'X+2,X]
(x+J_+1](x 3+1) O o
= factor(x? +2-x+1,x) 3 ® factor(xZ +2-x -3, x)
(x+1) (x=1)-(x+3)
a, b: MAIN RAD AUTO FUNC 2030 C, d: MAIN RAD AUTO FUNC BRTT 8/30

Om nagon term ar irrationell som i a, maste Factor ha parametern x. Om
termerna ar rationella kan x utelamnas och syntaxen forenklas till

Factor(x? +2x-3).

3 Funktionerna defineras under Y=, “ruter” F1 och funktionen ritas under
GRAPH, “ruter” F3. Fonstret ar ZoomDec med en forskjutning 0,5 enheter
vertikalt nedat.

Fiv| Fev |F2 oo Fér I
|Tools|Zoom|Ed-t| v |nn |St91e| e,
<FLOTS
~/91=x2 +2-x-1
¢g2=><2 +2-x+1
¢g3=x2 +2-x+2
*’ug=x2 +2:x-3

usSCxd=
MAIN RAD AUTO FUNC BRTT MAIN RAD AUT FUNC BRTT
4 Anvand Solve under F2, Algebra. | Catalog hittar du “and”.

Fiv| Fev [F3v| Fy~ | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

Beolue(x—-2'94y=5 and 2-x+4p
®x=17/7 and y= -9/7

--( -2u=5 and 2x+3u=1,x)
MAIN RAD AUTO FUNC BATT 1/30 | [MAIN RAD AUT FUNC BERTT
5 Lésningarna till c och d visas. Med |thlslzzgmlr:agcelnesrpaphlr:osthlof'ga::lxnl5 |

grafen pa skarmen finner du Maximum i

F5-menyn. Markera vanster och hoger

intervallgrans, Lower bound och Upper

bound respektive. Tryck sedan Enter. /@J
Masimum
®Ci -. 408248 | yc: -.727834
MAIN RAD AUT FUNC ERTT
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| vénstra bilden nedan har inte kommandot pa inmatningsraden utforts
annu. Forst i den hogra bilden syns funktionsvardet exakt och
approximativt.

Derivata-symbolen finns i menyn F3 eller pa tangentbordet, 2nd 8.

I ﬂ-l Fev |F3v| Flv l F& | Fb~ | I Fiv| Fev |F3«| F4~ | FE Fév
Tools|A13¢bralCalc|Other|Fr3miDjClcan Up Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3miD|Clcan Up
a 5 X=—g— or x=-7
" le10) 6-x% -1 [-J‘s] 32 [
.yt —== — 2
ssolvel6-x2-1=0,x) e 108 6
x = 'f’ or x =% u gl[-TE] -. 727834
Gl (- T(E)/6) gl ¢ -I(6)/6)
MAIN RAD AUTO FUNC BRTT 2/30 | | MAIN RAD AUTO FUNC BRTT 4/30
6 Funktionen behover inte skrivas in i Y= menyn. Den kan aven matas in med

hjalp av Define i F4-menyn eller med hjalp av STO. Bada metoderna visas i
den vanstra bilden nedan. Har framgar ocksa att funktionen har ett
nollstalle x=0. Den hdgra bilden visar derivatan, att derivatan har ett
nollstalle, x=-1) och att funktionsvardet da ar - 1/e.

Fiv| Fzvr |F3v| F4~ | F5S Fév Fiv| Fevr |F3v| F4~ | F5S Fév Fiv| Fev| F3 F4 | FSv | FGv |F7e?5

Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID|Clcan Up Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID|Clean Up Tools|2oom|Trace|Redraph|Math|Draw|Pen):-:
" & (u10x0) (x+ 1)-
: 2 X

| ] - -

Define wl(x)=x e Done wsolve((x+1)-eX=0,x%)
"o 3 yl(x) Done x=-1
® solvelx-eX=0,x x=0[|myl(-1) -¢ "1 | Minimun
solve (ke (x)=0, x) %ot -1, yct -, 367879
MAIN RAD AUTO FUNC ERTT 3720 | |MAIN RAD AUTO FUNC ERTT 6720 | |MAIN RAD AUTO FUNC ERTT

7 Integralsymbolen finns imenyn F3 eller (P & JEe80 f Sufordinus] |

pa tangentbordet, 2nd 7. Observera
syntaxen. Vi har har en primitiv funktion
dar integrationskonstanten satts till 0. Vi
soker en speciell primitiv funktion och o — —
adderar darfor konstanten C. Den " InGOEX o e
speciella funktion vi soker finner vi
sedan som skdrmarna nedan visar.
[nvI Fer ]‘r3-I rq-I FS ] F6v ]‘ ] WWTW
Tools|A13¢bralCalc|0ther|Pr3mID|Clcan Up Tools|A13¢bralCalc|0ther|Pr3mID|Clcan Up

I InCodx ¥ InCx) = %
B Define yl(x) =x-1ln(x) — x +p
= NewProb Dohe Done
® 1) dx %+ 1n(x) = x| [® solve(ln(x) =0, x) x=1
" Define wl(x) =x-1n(x) - x +p|[® solvelyl(l)=2,c) c=3
Done(|m 3+ ¢ 3

Define ul{x)=x*ln(x)-x+cC
MAIN RAD AUTO FUNC BRTT 3730

MAIN RAD AUTO FUNC BERTT 2/30

RAD AUTO FUNC BEATT 6730

Fiv| Fev | F3 FY FSv | Fov [FPA%:
Tools|2oom|Trace|Redraph{Math|Draw|Fen):-

Eftersom derivatan, dvs In x ar en vaxande
funktion kommer teckenvaxlingen hos den
att vara fran minus till plus. Alltsa ror det
sig om ett minimum.

Minimum
-xcil. uct 2.
MAIN RAD AUTO FUNC ERTT
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definieras som bilden visar. Detta gor det
bekvamt att andra varde pa k. Definiera
sedan derivatan. Jag valde

funktionsnamnet y1p(x) for derivatan av  |® NewProb Done
y1(x). Bestam derivatans nollstallen. Se ® Define yl(x) =sin(k-x)|k=p
Done!

vanstra bilden nedan. Bestam
funktionens nollstallen. Se hogra bilden
nedan.

Fiv| Fev [F3v| Fy~ | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

Fiv| Fev [F3v| Fhv | FS FGv
Tools|A13¢bra|Calc|Other |Pr3mID{Clcan Up

8 deSolve finns i F3-menyn. Derivata-primen [re55and ol el ot Silerdovus|
finns som 2nd = pa tangentbordet. For att
fa andraderivatan anvands denna tva
gé nger. = NewProb Done
De godtyckliga konstanterna i I6sningen meeSolveli s saslan s ank
betecknas av TI-89 med @1 och @2. g=€2. e ~+ELl-e
S-:-lue(g ' =2y =3y=0, %,y
MAIN RAD AUTO FUNC BRTT 2/30
. . . ’ Fiv| F2v |[F3«| F4v | FE F&~
9 Villkoret innebar att y(0)=0 och att y’(0)=2. IT°,°,"lﬁ‘,’?":.‘;l““l""'"l""""’lc‘“" ‘.',’l ,.J
Villkoren tillfogas med and direkt efter ®deSolve(y' ' -2y’ -3-y=)
diffekvationen. y=02-e5 X 4+p1.e ¥
| bilderna nedan har jag ritat ® deSolve(y' ' —2-33' =3:u=p
I6singskurvan. Observera att graderingen Qimis . N e2><
pa de bada axlarna ar olika. (D=0 and ' (BY=2, 0>
Ji8_3/30
Fi~ Fev |[F3«| FYy~ F& Fo~ Fiv| F2~| F2 FY4 FS~| Fo~ |F? H
|Tools|msebrolcalclutherlPrSmlnl(leon u»l | Tools|2oom|Trace|Redraph|Math|Draw|Pen):-:
e JOIVeE S - g ~ S by
_ PRLEE _ e %
LA Z
‘ 03~x =%
B Define yl(x) = - R o W
Done
Line ul(x)=e"(Ikx) 2—e™( .. (IRl
MAIN RAD AUTO FUNCEGINI 4/30 MAIN RAD AUT FUNC
10 Starta med k = 1. Funktionen kan

Define yld(x)=sin(k*x) | k=1
Ml

Fiv| Fev [F3v| F4~ | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

N RAD AUTO FUNC 2730

mDefine ylp(x) =Ed§(gl(x))

Done
" solve(ylp(x) =0, %)

= (2-énl-1)n
2

RAD AUTO FUNC 4730 RAD AUTO

®solve(ulp(x) =0, %)
o (2-Bn1 -1)-m

®zolve(yl(x) =0, x)

Done

2

X =En2-n

FUNC

Slutligen rita grafen av funktionen.
Fonsterinstallningarna ar som grund
ZoomTrig som sedan andrats sa att y-axeln
ar[-2, 2].

Upprepa ovanstaende steg helt enkelt
genom att andra definitionen av y1(x) .
Kopiera ner den gamla definitionen och

Fiv| Fev | F3 FY FSv | Fov [FPA%3
Tools|2oom|Trace|Redraph{Math|Draw|Fen):

B P

AR

A
Nt

\

andra. Upprepa tidigare utforda berakningar
genom kopiering.

Andra sa slutligen definitionen av y1, sa att y1(x) kommer att bli en kurvskara
genom att tilldela k varden ur en lista. Se vanstra bilden nedan. Genom att
trycka pa GRAPH, RUTER F3, far vi hogra bilden.

MAIN RAD AUT! FUNC

Undersok, upptéck och verifiera med TI-89 Titanium




Fiv| Fev [F3v| Fy~ | FS Fé+ Fiv| F2v| F3 FY FSv| Fov [FPo%::
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clean Up Tools|2oom|Trace|Redraph|Math|Draw|Pen):-

< Enl = I

X
®mcolue(ul(x) =0, x)

Xx=EBn2'n

= Define wi(x) =sinCk-x)| k=)

Done

LAl Go=sinkex) | k={1,2,3>
MAIN RAD AUTO FUNC 6/30 | |[MAIN RAD AUT FUNC

11 Funktionen och dess derivata definieras genom att lagra med STO som
omvaxling till att anvanda Define i F4-menyn. Vanstra bilden. Sedan soks
nollstallena till derivata, men foga framgangsrikt. Endast ett redovisas.
Varfor? Funktionens nollstallen bestams. Se hogra bilden.

[nv‘[ Fer ]‘r3-l r%-‘[ FE ] Fb~ ‘[ ] [n-'[ Fer ‘[r;-‘[ ru-[ FS ‘[ Fév ]‘ ]
Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clcan Up Tools|A13¢brajCalc|0ther|Pr3miD|Clcan Up
B-sin(x) » ul(x) Done
d
[
= NewProb Done! clx(':'I(X):I * 9lp(x) Done
®x-sin(x) 2 yl(x) Done| | solve(ulp(x)=0,x%) x=0.
d ®coluve(ul(x) =0, x)
. — ¥)) » ulp(x Done ?
dx(gl( ) * 91p(x) Xx=Cnl-mw or x=0
|mm RAD AUTO FUNC 3730 |mm RAD AUTO FUNC 5730

Funktionens graf ritas.

Gru ndinstéllningen ar ZoomTrig med |Tools|Zoom|TracelRes?ovhlr:osthlnigblxnl5 |
efterfoljande andring av y-axelns

gradering. Som framgar finns det mer an A /\
ett nollstalle till derivatan. / /’\J‘\\/ \

MAIN RAD AUT! FUNC

For att studera derivatan och dess
nollstallen ritar vi grafen av derivatan. For att kunna rita yp(x) gor vi den
tilldelning som vanstra bilden nedan visar och ritar sedan. Se hogra bilden.
Derivatan ar punkterad. Detta uppnas genom att valja Style i Y= menyn.
Nollstallena hos derivatan och derivatans teckenvaxling bekraftar utseendet
hos grafen av den ursprungliga funktionen.

|T£t;s|m§ft:ra|cra?'1'c|u{:e'rlrr;%nlulc’lerosn'uvl |

L (4100) » ulp(x) Done| |

®solve(ulp(x) =0, x) ®x =0,
®zolve(yl(x) =0, x)

®x=Bnl-mw or x=0
B Define u2(x) =ulp(x) Done

MAIN RAD AUTO FUNC 6730 | |MAIN RAD AUT FUNC
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12 | F2 menyn hittar du under Trig, tExpand. Nedan redovisas I6sningarna pa
12a.

Fiv| Fer |F3v| F4~ | FS Fév
Tools|a13cbralCalc|other|Pramin|cican up
= NewProb Done
Stapprox(

- B LtExpand(sin(2-x))
S ConoErans 2-5in(x) - cos(x)

Itexpand(
4:zeros(

SinSoluel = tExpand(cos(2-x))
Done 2~(cos(x))2 -1
TYPE OF USE €313 + (ENTER] OF (E3C) |MN RAD AUTO FUNC 3730

13 Symbolen !, fakultet, finner du under Math (2nd 5), Probability.

Fiv| Fev [F3v| Fy~ | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID[Clcan Up)

= NewProb Done
= 52!

80658175170943287857 16606 )
52! 8.06582e67

MAIN RAD AUTO FUNC 3730

14 Antalet nollor i 52! ar 12.
Ledning: Se det inledande exemplet under diskret matematik dar en bild
visar faktoruppdelningen av 12!.

15 Antal kombinationer av r element bland n, (
r

Fiv Fev |F3v| Fl4v F& Fév
Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mID{Clcan Up

= NewProb Done!
= 52!
806581751709438785716606)
= 52! 8.06582e67
= nCr (52, 13) 635013559600
CATALOG. [manN RAD AUTO FUNC 4730

n
), betecknas nCr, se

52!

13n* -
Ett annat satt att resonera rent kombinatoriskt ar att du tanker dig de 52
korten framfor dig. Forst valjer en person ut 13 kort bland dessa. Detta kan

16 Varje enskild hand kan sorteras pa 13! satt, sa antalet ar

52
ske pa 13 satt. Sedan valjer nasta person ut 13 bland de resterande 39

korten och slutligen valjer den tredje ut 13 kort bland de 26 kvarvarande. Den
sista personen tar aterstoden. Har finns bara ett enda val.

. T - e . 52\ (39\ (26
Enligt multiplikationsprincipen blir da antalet givar (13)'(13)'(13)'1. Detta

antal ska rimligen vara detsamma som det vi berdknade som 13')4 .
kdanns modosamt att kontrollera alla siffrorna i de bada talen. Lyckligtvis
behover du inte gora det. Du fragar din réknare om talen ar lika. Detta sker
genom att du pastar att de ar lika. Boolesk algebra ger dig svaret true eller
false beroende pa utfallet.
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For att kunna se hela talet flyttar du upp markoren bland de historiska paren
och bladdrar at héger med piltangenten.

I Fiv | Fev | F3v| Fy» | F& l Fév | I I Fiv | Fev | F3v| Fy» | F& l Fév | |
Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clean Us Tools|A13¢bralCalc|Other|Pr3mi0|Clean Up
(134
= NewProb Done| |» NewProb Done|| {-737765488792839237440000
] ] ]

L 3 o220 3 32 7 =nCr(52, 13)-nCr(3)
(13!) ') (13!)
536447377654827928392374) 5 928 true

! /(131574 521/(131)"4 ..32#nCr (39, 13)#nCr(26, 13)

MAIN RAD AUTO FUNC 2730 | |[MAIN RAD AUTO FUNC 1/ 2 | |[MAIN RAD AUTO FUNC 3730

17 Antalet kulor for de olika vaningarna ar:
Vaningar: 1 2 3 4
Kulor: 1 4 10 15

som laggs ini listeditorn i en variabel som kallas kulor. Darefter gor du en
Plot setup (F2) och finner att den redan ér klar. De foregaende installningarna
finns dar. Om sa inte ar fallet upprepar du enligt det inledande exemplet. Lat
garna eleverna forsoka med en regression av andra graden forst for att se att
denna ger felaktiga resultat. Valj darefter QubicReg. Stall in som bilden i
mitten nedan visar.

|'“| e |'3| i |'5|“1‘7| | (______mainSkulor Calcwlate ||| F3r ! —Ea—LE2 L_E4 IFS IFadf?
Tools|Plot Setup[Cen|Header|Calc|utitfstat E;____ﬁﬁﬂﬁﬂﬁiﬁﬂﬂﬂﬁi_____:‘ Toolss” STAT VARS St
DATA l I Calculation Tvpe.. Cubicked 3 DATA
1 5 3 X.. < Y@ xI+b-xzeCx4d

c [= C v G a =.166667
1 1 1 H sto ¥100 3 1 z =333333
2 2 4 Us¢ Freq and Catedories? NO» 2 4 =:3.SE'12
5 [Eio I
4 4 20 v sniic wprazere [ 4

= \ /

3= Enter=SAVE ESC=CANCEL e
MAIN RAD AUTO FUNC USE € AND 3 T0 OFEN CHOICES MAIN RAD AUTO FUNC

Gor fonsterinstallningar enligt nedan och studera sedan graferna. Genom att
anvanda Trace kan du se att funktionsanpassningen stammer 6verens med
de varden som ar kdnda. Som syns nedan har femvanings-pyrisen 35 kulor
enligt modellen, vilket stammer 6verens med det antal du kan berakna "for
hand” genom att se att antalet kulor som tillkommer i nasta lager ar 15

. 1 1 1
stycken. Ocksa kan du se att modellen tycks vara g-n3 +§-n2 +§-n , genom
att studera koefficienterna i regressionsekvationen. Detta aterstar nu att
bevisa.
I Fiv | Fev | ] Fiv | F2~| F3 FY = Fiv| F2v [F3+«| F4v | FE Fév
Tools|2oom Tools|2oom|Trace|Redraph|Math|Draw|Pen):-. Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID|Clcan Up
®¥min=Q.
XMmax=9.
®scl =é .
Mmin=Lu.
ama>1<=%5 = NewProb Done
Jyscl=l.
Xres=2. " 91(x) 3 >
. 166667 -x° + .5 -x< + .3332
_ ( %)
MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC 2’30

For att bevisa detta anvander du lampligen ett induktionsbevis.
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1 1 1
Vi ser att modellen ar giltig for n=1 eftersom g+5+§ =1, med eller utan

1 1
raknarstod. Definiera en funktion a(n) = g-n3 +E-n2 +§-n, som anger

antalet kulor i en n-vanings pyris. Vi antar nu att modellen galler for ett
godtyckligt varde for n, namligen n=p.

Da vi bygger den (p+1)-a vaningen under p-vanings-pyrisen lagger vi till
p+l

med raknaren. Se bilderna 3 och 4 nedan. Observera syntaxen for
summationen. | bild 4 har summan adderats till a(p) och utgér alltsé antalet
kulor i pyrisen med (p+1) vaningar. Ar detta samma som a(p+1)? Om sa ar
fallet, galler modellen aven for n=p+1. Kontrollera t ex som i bild 5.

Fir| Fzr |Fav| Fuv | FS Fo~ Fir| Fzr |Fav| Fuv | FS Fo~ Fir| Fer 4w | FS Fo~
|Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| | |Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| | |Too'Islﬁwebromutherl?rsrnlul(’lean up|
1:d¢ differentiate
'*;11(><)2 176+ 172+ 173 1= 176+ 2:5¢ intearate
45- %< + .333333-x - 3.5e-12|[w Define al(m) =1/6-n2+ 1,2 0| |m Defirgailinit ¢
"6+ 1724173 1 Done tMC . produc
: 3 3 2 6:fMing
®Define a(n) =1/6-n~"+ 1,2} = a(p) E—+ B+ L|macpy | £iENaS
Done! P 6 2 3 P Slarclent
L) =1/6%0"3+1 /240" 2+1 230 alp) alpiy
MAIN RAD AUTO FUNC 5230 | |MAIN FAD AUTD FUNC 6730 | [MAIN FAD AUTO FUNC 5730
Fir| Fzr |Fav| Fuv | FS Fo~ Fir| Fzr |Fav| Fuv | FS Fo~ Fir| Fzr |Fav| Fuv | FS Fo~
|Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| | |Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| | |Too'Islﬁwebrolca’lclutherlPrSMIulc’lean up| |
A= b o
e 2 3 pY . 5 11-p malp)+ > k=a(p+1)
Px1 BETS & A k=1
map)+ > k p+1 true
g "a(p)+ 2> k=a(p+1) RGP
B2 pp2 . AP o = p(p+1)-(p+2)
B o 3 true 3
3¢p)+ZCk, k, 1, p+1) I = P> +2Ck, ko 1, p+1)=a¢p+ 1 MMlif actor(ap))
MAIN RAD AUTO FUNC 7730 | |MAIN RAD AUTD FUNC 8730 | [MAIN RAD AUTD FUNC 5730

Vi har visat att om modellen galler fér n=p sa galler den ocksa for n=p+1.
Eftersom modellen géller for n=1 galler den darmed for alla n. | den sista
bilden har sambandet faktoruppdelats for att fa ett “tydligare” utseende.

18 Fran ett godtyckligt hérn i en n-horning ar det mojligt att dra (n-3) diagonaler.
Det ar ju inte mojligt att dra en diagonal till ndgot av de bada angransande
hornen och inte heller till det “egna” hornet. Detta galler for vart och ett av de
n hornen. Sa enligt multiplikationsprincipen blir detta n-(n-3) stycken. Da

uppstar ett litet problem bara. Alla diagonaler har nu raknats tva ganger (t ex
fran horn 1 till horn 4, men ocksa fran horn 4 till hérn 1). Antalet diagonaler i
(n-3)

2

en n-horning ar med andra ord . Enligt modellen vi tog fram ar

n® 3n . .
antalet — ———, vilket ar samma sak.
2 2
Fi~ F2v |F3«| F4~ FS Fé~
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mID|Clcan Up
=yl .5-%2-1.5x
2
n 3n
. f‘actor[T =

n-(n-3)

|MﬁlN RAD AUTO FUNC £/30
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142

19 Summan kan skrivas 27%. Granserna har

bestamts som bilden visar.

Fiv| F2v [F3v| Fy~r | FS Fé+
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clean Up

[ rx'] Fer ]rz-] Fly~ I FE I Fb~ ]‘ ]
Tools|A13¢brajCalc|Other|Pr3miDjClcan Up
= NewProb Done
i 14.2857
142
= 3 (7x) 70336
%x=195
2¢7%, %, 15, 142) I
|_ RAD AUTO FUNC 3730

" NewPr‘ob Done
Fiv| Fer |Fev| F4~ | FE FG~
L] Z 372 Tools|A13¢bra|Calc|Other|Pr3mi0|Clcan Up
x=0 3><] @ 1
= > |= 3.2
20 MAIN RAD AUTO FUNC 2730 w=pl 3%
34
> =
21 ZCC-10 %1 /3%, x,0,%
MAIN RAD AUTO FUNC 3730
22 Skriv om diff.ekvationen som v'= g ——-v>.
m
Tzo’ls Zggm Erg.t ; ;'Fl S{Efe :q I ] |T£ss|25§r'n| ] Tgo;s Zzgr'n l’:ogce Re;mvh r:gth D:‘g;u vfe?n I’<':n
<FLOTS to=0, 3] T N T Ui T W Tty T, o
to=0. tmax=10, R T T N
vu1'=9.8 - 16,80 y1 2 Eoyebsat Py S
3%}:@ xm1n—3.2 Ll S R S P e
9i2= oyt e P Ve T Y S P o A
ke o umin=0 VAR Ecd sl Bk Bl £
gil=0 gnaxyid. [ g g e g
MAIN RAD AUTO [3 MAIN EAD AUTO (3 MAIN RAD AUTO DE

| bilden till héger framgar att hopparen uppnar en
slutfart som ar i det ndrmaste 7 m/s. Denna fart kan
du berakna exakt. Da slutfarten i det narmaste
uppnas ar accelerationen i det narmaste 0 m/s*2. Det

16
innebar att 0 = 9.8—%-\;2. Detta ger x = 7 m/s som

stammer val overens med den numeriska metodens
resultat.

Det ar mdjligt att andra bl a I6sningsmetod i en
meny som kallas GRAPH FORMAT.

Den kan du 6ppna fran graffonstret genom att
trycka RUTER och F (tangenten |). Den installning
som anvants ovan framgar av fonstret RK som
Solution Method star for Runge Kutta. Som
alternativ kan du valja Eulers metod. Lek garna med
installningarna har.
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Fiv| Fev | F3 FSv| F&v [F?AFB
Tools|2eom|Trace Resrqph Math|0raw|Fen|IC
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Slutord

Det ar min forhoppning att du fatt en inblick i den mangfald av méjligheter som TI-
89 erbjuder. Hoppas ocksa att du haft lika mycket gladje att arbeta med materialet
som jag hade nar jag utarbetade det.

Lars Jakobsson
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