La calculadora como una herramienta heuristica

Las siguientes paginas ... estdn basadas en un estudio largo y extenso de métodos de solucion.
Este tipo de estudio, Ilamado heuristica por algunos autores, no estd de moda hoy dia, pero tie-
ne un extenso pasado y posiblemente algan futuro.

Al estudiar los métodos de resolver problemas percibimos otra cara de la matematica. Si, la
matematica tiene dos caras; es la ciencia rigurosa de Euclides, pero también es algo mas. La
matematica presentada en la forma euclidea aparece como una ciencia sistematica y deductiva;
pero la matemaética en estado de gestacion aparece como una ciencia experimental e inductiva.
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El caracter “experimental e inductivo” propio de la matematica que se descubre o
se crea, aludido por Polya en la cita introductoria, ha dado entrada a la aplicacion de
los instrumentos modernos de célculo al proceso de creacibn matematica. Las calcu-
ladoras y las computadoras se emplean hoy dia, no s6lo como instrumentos capaces
de completar eficiente y expeditamente calculos relativamente complicados, sino
también como instrumentos de descubrimiento y exploracién. Dicho de otro modo,
las calculadoras y las computadoras han pasado a ser para el estudioso de la matema-
tica algo analogo a lo que es el microscopio para el biélogo o el telescopio para el as-
tronomo. En efecto, el florecimiento de ciertas areas de la matematica (como el ana-
lisis numérico, la teoria de los sistemas dinamicos y el estudio del caos) esta directa-
mente vinculado a la accesibilidad de tales instrumentos de célculo y a sus aplicacio-
nes como instrumentos de exploracion en las disciplinas matematicas correspon-
dientes. La educacion matematica misma, en todos sus niveles, se ha venido nu-
triendo progresivamente de las aplicaciones de las calculadoras y las computadoras
como instrumentos de exploracion y modelaje matematicos. No debemos perder de
vista la capacidad de estos instrumentos para crear “ambientes de exploracion” en
los que el estudiante puede asumir un rol activo en el descubrimiento matematico y
la formulacién de conjeturas. Ejemplos elocuentes de este ultimo tipo de aplicacion
lo son los programas de exploracion geométrica tan populares hoy dia (como el
“Geometer’s Sketchpad” y el “Cabri Geometry”). Asi pues, las calculadoras y las
computadoras han hecho posible introducir en la did4ctica tradicional de la mate-
matica el caracter experimental e inductivo propio de la investigacion matematica
gque se gesta en las fronteras del conocimiento de esta disciplina.

El propdsito de este articulo es el de ofrecer algunos ejemplos de problemas ma-
tematicos del nivel de escuela secundaria (estudiantes de 15 a 18 afos), cuyas solu-
ciones y estrategias de ataque pueden descubrirse con la ayuda de ése instrumento
cientifico que hoy dia conocemos genéricamente como “la calculadora grafica”. Nos
referimos a las calculadoras que poseen una amplia bateria de funciones matemati-

' G. Polya, How to Solve It; A New Aspect of Mathematical Method, Princeton University Press, 1945;
la traduccion es nuestra.




cas y estadisticas y que estan dotadas de recursos de graficacion en varios tipos de sis-
temas coordenados (rectangular, polar, paramétrico, etc.). Muchas de tales calcula-
doras poseen ademas recursos de programacion y la posibilidad de organizar datos
en forma tabular.

Los problemas que hemos elegido incluir en esta comunicacién se han tomado
de entre una amplia coleccion de problemas que en nuestros paises los estudiantes
con talento matematico emplean para desarrollar proyectos de “investigacion mate-
matica”, muchas veces con el fin de concursar en competencias especiales, como las
“ferias matematicas y cientificas”. En su mayoria (aunque no siempre) los proble-
mas son de tipo numérico, los cuales se prestan de manera especial para la explora-
cion mediante el empleo de la calculadora o la computadora. Los estudiantes se va-
len de tales instrumentos para explorar activamente detalles sobre la naturaleza de
las relaciones numeéricas que surgen del estudio de tales problemas. También abun-
dan los problemas geométricos, para los cuales se pueden ensayar alternativas heu-
risticas de solucion mediante la aplicacion de programas de exploracion geométrica.
Ofrecemos esta coleccidén de problemas en el animo de evidenciar la utilidad de estos
poderosos instrumentos de célculo en la ensefianza de la matematica, y con la espe-
ranza de entusiasmar a nuestros colegas en la docencia para que empleen tales ins-
trumentos con el fin de promover en sus estudiantes la exploracion, la formulacion
de conjeturas y la generalizacion en el estudio “activo” de la matematica.

El problema de los triples pitagoricos consecutivos

Un triple pitagorico es una triada de enteros no-negativos (X, y, z) que satisface la
condicién x°+y’ =z>. Por ejemplo, (0, 1, 1), (3, 4, 5) y (9, 12, 15) son triples pitagori-
cos. En el caso en que un triple pitagérico (X, y, z) satisface la condicién x+1=y, deci-
mos que el mismo es un triple pitagorico consecutivo.  Asi pues, (0,1, 1) y (3, 4, 5)
son triples pitagoricos consecutivos, pero no asi el triple (9, 12, 14). En efecto, los pri-
meros dos triples pitagoricos consecutivos son (0, 1, 1) y (3, 4, 5). Un problema inte-
resante es el de determinar una formula (recursiva o directa) que genere todos los
triples pitagéricos consecutivos (sea o no la coleccion de éstos infinita).

Ciertamente, este es un problema que invita a la experimentacion. Una estrate-
gia heuristica que se sugiere de inmediato es la de recolectar una lista suficiente-
mente extensa de triples pitagoricos consecutivos con el fin de intentar descubrir en
ella patrones numeéricos que nos permitan generar algunas relaciones numeéricas
gue lleven al descubrimiento de las formulas deseadas. En esta coyuntura el empleo
de la calculadora resulta de mucha utilidad pues nos permite generar la lista deseada
sin “dolor” alguno (0 muy poco dolor). La calculadora es capaz de generar rapida-
mente una tabla de ndmeros entre los cuales aparecen los triples pitagoricos conse-
cutivos deseados. Por ejemplo, podriamos emplear una tabla que muestre, para va-

lores consecutivos de los enteros positivos X, los valores de x, y = N S +(x+1) y
y - &y(1; aqui gy () representa el “suelo” del entero y, es decir, el mayor de todos los
enteros n que satisfacen n £y. Notese que esta Ultima expresion vale cero si y sélo si

y €s un entero, es decir, si (X, x+1, y) es un triple pitagorico consecutivo. Empleando
una calculadora para generar tal tabla se obtienen pantallas como las que se mues-
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tran a continuacion.
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Figura 1: Tabla para generar triples pitagoricos consecutivos

En la tabla se aprecian los primeros dos triples pitagéricos (0, 1, 1) y (3, 4, 5).
Como ya se ha indicado, para identificar los triples pitagoricos consecutivos en la ta-

bla, basta con solo examinar la columna Y, (=y - gy()) para detectar la aparicion de
“ceros” (los valores de la columna Y, que corresponden a los valores 0y 3 de X (= x)

valen cero). Si examinamos la tabla a medida que tomamos valores progresivos de
X, podremos constatar que el proximo cero ocurre para el valor de X = 20. El triple
pitagorico correspondiente es entonces (20, 21, 29).
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Figura 2: Otros triples pitag0ricos consecutivos

Luego la exploracidon se hace un tanto mas tediosa, pero con un poco de pacien-
cia llegamos al valor x = 119 para obtener el préoximo triple pitagoérico, a saber, (119,
120, 169). La siguiente tabla muestra el progreso alcanzado hasta el momento:

X x+1 y
1
4 5
21 22 30
119/ 120/ 169

Figura 3: Inicio de una tabla de triples pitagoricos consecutivos

Una observacion interesante sobre este problema se relaciona con los cocientes
sucesivos de los valores de x o los valores de y. Por ejemplo, los cocientes consecuti-
vos de los valores de x son 21/3 =7y 119/21 @ 5.57, y los de los valores de y son 5/1 =
5,30/5 =6y 169/30 @ 5.63. Resultados del mismo orden de magnitud se obtienen
cuando empleamos los triples pitagéricos que siguen al ultimo de la tabla. Esta ex-
perimentacion “inductiva” sugiere que el proximo triple pitagorico ocurre para un
valor aproximado de x de 5.6 © 119 @666. Si examinamos la tabla correspondiente
gue comienza con este valor de X y la continuamos examinando a medida que los
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valores de X aumentan, vemos que el proximo valor de cero en la columna de Y
ocurre para X = 696, es decir el préximo triple pitagorico es (696, 697, 985).
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Figura 4: Triple pitag6rico que sigue a (119, 120, 169)

Podriamos continuar explorando de esta manera o escribir un pequefio programa
para describir los proximos triples pitagoéricos consecutivos de la tabla. En el progra-
ma se indica el ultimo valor de x descubierto y el programa indica el proximo triple
en la lista (empleando como dato que el proximo valor de x es del orden de 5.8 veces
el valor anterior de x). Por ejemplo, sustituyendo el valor de x del ultimo triple des-
cubierto, x=119, obtenemos el triple (696, 697, 985); si luego sustituimos x=696, obte-
nemos a su vez el triple (4,059, 4,060, 5741).
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Figura 5: Programa para generar tiples pitagoricos consecutivos

X x+1 y
4 5
21 22 30
119 120 169
696 697 985
4059 4060 5741
23660 23661 33461
137903 137904 195025

Figura 6: Triples pitag0dricos consecutivos adicionales

Al obtener valores adicionales se puede extender la tabla anterior para obtener la
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tabla de la Figura 6. Como es de esperarse, los numeros en la primera columna cre-
cen rapidamente. Es interesante notar de paso que en algunas calculadoras (como la
gue estamos empleando en los calculos de este ejemplo’) la suma de los cuadrados
de las primeras dos columnas de la tabla podria resultar en un nidmero que no se
puede representar exactamente en la ventanilla de la calculadora. En tal caso la cal-
culadora revierte al formalismo numérico de la aritmética de punto flotante; véase
la Figura 7. Invitamos al lector a hallar el proximo triple pitagérico de la tabla.

137983+137384:
2. 8E33e1R

Figura 7: Calculadora que revierte a aritmética de punto flotante

Estrategias heuristicas de busqueda de relaciones entre los nimeros de la tabla re-
velan datos muy interesantes. Algunos estudiantes que han considerado este pro-
blema terminan dando con una relacién recursiva para generar la sucesiéon de los
triples pitagdricos consecutivos (a,,a, +1,b,) (n30):

a,=0 b, =1
an+1 = 3an +2bn +1 (1)
b.,=4a,+3b, +2

Preguntas naturales que surgen de la experimentacion en este problema son las
relacionadas al comportamiento asintético de los cocientes a,,/a, y b, /b, vy
a,/b,. De las relaciones anteriores es facil ver que

a,, _3a /b, +2+1/b,
b, 4a,/b,+3+2/Db,

)

Si hay un numero infinito de triples pitagéricos consecutivos (como ya empeza-
mos a sospechar por (1); en tal caso a,® ¥ y b, ® ¥ cuando n® ¥) y suponemos
que a, /b, se acerca (como parece) a un numero X, entonces se obtiene de (2) que

3X+2
X = )
4x +3

(3)

La solucion positiva de (3) es x = 1/\2. El lector puede verificar que los valores

sucesivos de a, /b, se aproximan en efecto a .707107» 1/J2. Empleando nueva-
mente (1), el lector podra verificar que a,,/a, y b, /b, ambos se aproximan a

3+242»5.82.
2T]-83




Una dimension particularmente interesante de este problema surge luego de ob-
servar que la recursion indicada anteriormente se puede escribir en “forma matri-
cial”. En efecto, en el estudio de otra sucesion famosa, la de Fibonacci, la expresion
matricial es muy reveladora. Recordamos al lector que la sucesion de Fibonacci se
define recursivamente como:

f,=0 f =
fn+2 :fn+l +fn (n3 O)

Entre los adeptos al estudio de esta sucesion (quienes son muchos como lo atesti-
gua la cantidad impresionante de publicaciones en la forma de articulos y revistas
sobre el tema) se conoce muy bien el procedimiento que pasamos a describir muy so-
meramente. Note que la recursién anterior se puede escribir como

@0 _@ log.o

e =3 3 n30).
ef ..o el Oeef o (n®0)

Curiosamente los valores propios’ que se emplean para diagonalizar la matriz
indicada son las famosas constantes “aureas” que aparecen en la formula directa
para generar la sucesion de Fibonacci:

m=(1+J5)72, n=(1-5)72 y
- n" .
fn —W (n30).

En el caso de la recursion de los triples pitagéricos tenemos (a,=0 b, =1):

@oag B @0 @0 0

eb .8 & 3zb o €20

En este caso los valores propios de la matriz indicada estan dados por m=3 + 2\/5)

y n=3- 2/2. Los cocientes a,,/a, y b, /b, parecen aproximase a p cuyo valor
aproximado es de 5.82. Es de esperarse que en este caso también se pueda obtener

una férmula directa en la que aparecen las constantes py n.

El problema de las ratas holandesas

El bidlogo holandés Maarten’t Hart estudié el desarrollo de poblaciones de ratas.
El siguiente es un resumen de uno de sus escritos sobre ratas: “Estimo que en pro-
medio una hembra pare 6 ratas, 3 machos y 3 hembras. EI periodo de gestacion es de
21 dias asi como el periodo de lactancia. A pesar de que las hembras podrian conce-
bir nuevamente durante el periodo de lactancia, para simplificar la situacion supon-

* Los valores propios de una matriz cuadrada A son las raices del polinomio det(xI-A), en laque | es la
matriz identidad del mismo tamafio que A.
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dré que la hembra podra parir nuevamente otras 6 ratas (3 machos y 3 hembras) lue-
go de pasados 40 dias desde su ultimo parto. Las hembras recién nacidas podran a su
vez parir luego de pasados 120 dias. Si suponemos que los nacimientos siempre
consisten de 3 hembras y 3 machos, entonces si una pareja de ratas tiene progenie el
primero de enero, el numero total de ratas el préximo primero de enero (contando
la pareja original de la primera parida) sera de 1808.

Nuestro problema es el de determinar si Hart predijo correctamente el nimero
total de ratas luego de un afio. Mas generalmente nos interesa determinar férmulas
recursivas y directas del fendmeno descrito. La experimentacién en este problema
no resulta ser una particularmente sencilla, pero luego de varios intentos genera-
mos una tabla como la siguiente:

Tiempo -1 /0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
NuUmero de parejas |1 |4 |7 |10 |22 |43 |73 |139

Figura 8: Parejas de ratas

En la tabla, hemos tomado el tiempo en unidades de 40 dias. Si denotamos por
N, el nimero de parejas de ratas en el periodo de tiempo t, un poco de experimenta-
cién muestra que la relacion

Nt+3= Nt+2 +3Nt' t3 -1, (4)

tomando -1 como cuarenta dias antes de enero 1, cuando teniamos una pareja en la
qgue la hembra comenzaba la gestacion. Vemos ademéas que N, =1, N, =4y N, =7.
Estas relaciones definen recursivamente la sucesiéon de la cantidad de pares de ratas y
la pregunta original se puede plantear de la siguiente manera: ;ocurre el valor 904
entre los valores que asume la sucesion de los N,? Continuando el calculo sucesivo
de los nameros de parejas de ratas, vemos que en 9 periodos de 40 dias, es decir, en
360 dias, habran 904 parejas. Claramente, luego de transcurridos los dias adicionales
necesarios para completar el afio, aun habrd el mismo numero de parejas. De la re-
lacion (4) se obtiene (al dividir ambos lados de la ecuacion por N, ):

N
N

N
N

N 3
t+2 — t+2 + ] 5
N ©

t+3

t+1 i+l

N

t+2 t+1

t

Si suponemos que las razones N,,/N, se aproximan a un cierto numero real x
(como lo sugiere un poco de experimentacion con la calculadora y la tabla desarro-
llada), entonces de (5) se obtiene:

x* =x +3/x, es decir,

x*- x*-3=0. (6)



Una calculadora “resuelve” esta ultima ecuacion y da un valor aproximado de
1.86371 para su raiz real; véase la grafica de la Figura 9.
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Figura 9: Raices de la ecuacion (6)

®

En el caso del valor calculado para t=8, tenemos que N,/N; = 904/487 = 1.85626.
Si se resuelve la ecuacion (6) empleando la formula de Cardano para la solucion de
la ecuacion cubica, se obtiene que la raiz real esta dada por:

é _ l]
azl_é\/83+9\@ +§/83 9./85 +1l; (a»1.86371)

Las otras dos raices del polinomio dependen de a y, desde luego, son complejas,
la una conjugada de la otra:

-(a-D=xiJfa-1)Ba+1)

> .

Es de esperarse que todas estas raices entren en la férmula directa que describe la
recursion (4). En el caso presente, la recursion también puede ser expresada en for-
ma matricial y las raices indicadas resultan ser los autovalores de la matriz corres-
pondiente. Dejamos al lector interesado la exploracion de estos puntos.

Un numero biblico
En la Biblia (traduccion de Casiodoro de Reina segun revisada por Cipriano de Vale-
ra) en 21:11 del evangelio de San Juan, aparece la siguiente cita:

Subié Simén Pedro y sacé la red a tierra, llena de grandes peces, ciento
cincuenta y tres; y aun siendo tantos la red no se rompié.

Por aparecer en la Biblia, el niumero 153 ha cobrado cierta notoriedad habiendo
sido objeto de especial atencién por parte de muchos de los exegetas de este antiguo
escrito. Muchas personas insisten en que todos los nUmeros que aparecen mencio-
nados en la Biblia poseen una naturaleza especial que solo puede ser descubierta
luego de profundas reflexiones. La primera referencia escrita sobre este niumero se
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atribuye a San Agustin. De acuerdo a San Agustin, si sumamos todos los enteros del
1 al 17 obtenemos la suma de 153 (por consiguiente, 153 es un numero triangular).
Por otra parte, el nimero 17 es muy especial de acuerdo al famoso santo, ya que es la
suma del numero de mandamientos (10) de la vieja ley mosaica y el numero de los
dones del espiritu (7), simbolo de la nueva dispensacion. Asi pues 17 representa (asi
reza el argumento de San Agustin) la unién de lo viejo y lo nuevo. Por otra parte,
sefiala Martin Gardner que el 153 satisface la siguiente curiosa relacion:

1M+ 2!+ 31 + 41 + 51 =153.

(En la relacién anterior hemos utilizado la notacion factorial: para un entero positi-
vo n, n! representa el producto de todos los enteros positivos de 1 an.)

Un poco de imaginaciéon permite descubrir algunas otras propiedades curiosas
del 153. Por ejemplo, si sumamos los cubos de los digitos de este nimero obte-

nemos 13 +53 + 33 =1 + 125 + 27 =153. Dicho sea de paso, este no es el (inico entero
con esta propiedad. Por ejemplo, los nimeros 370 y 371 también tienen la propiedad
de que cada uno de ellos vale la suma de los cubos de sus digitos. Un ejemplo mu-
cho menos dramatico de otro tal entero positivo (pero ejemplo al fin) lo es el 1. Pre-
guntamos al lector: ;Habra otros nimeros con esta propiedad?

Quizéas la propiedad mas curiosa e impresionante del 153 pareceria ser una que
descubrié el Phil Kohn de Yogne’am, Israel. Fue él quien anuncié al mundo que, de
cierto modo, el nimero 153 esta implicito en uno de cada tres enteros consecutivos.
Veamos porqué. Para enunciar adecuadamente el sorprendente descubrimiento de
Kohn, primeramente fijamos cierta notacion. Si n es un entero positivo, denota-
mos por sum,(n) el resultado obtenido al sumar los cubos de los digitos de n

(cuando n se representa en la base 10). Asi pues sum,(153) = 153 y sum,(18) = 513.
De la misma manera, si k es un entero positivo, sumg") (n) representa el resultado
obtenido al aplicar sum, k veces corridas comenzando con el entero n. Asi pues
sum? (6) = 141:

6 > sum, (6) =216 — sum,® (6) = sum, (216) =225 > sum,® (6) = sum, (225) = 141.

¢Qué ocurre si continuamos repitiendo el proceso iterativo comenzando con el
namero 6. Empleando una calculadora que nos indica los niameros acumulados en
la iteracion luego de cada paso vemos la imagen que se presenta en la Figura 10.
¢Qué ocurre si comenzamos con otro numero divisible por 3? Por ejemplo, con 3 y
con 21; véase la Figura 11.

La conjetura de Kohn fue la siguiente:
Si n es un entero divisible por 3 y aplicamos repetidamente el proceso
descrito comenzando con n, terminaremos eventualmente en el 153.

Es decir, existe un entero positivo k tal que sumsz® (n) = 153. Ademas,
si n es divisible por 3, entonces sumg(n) también es divisible por 3.
9
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£, 216,225, 141,

£, 216,225, 141,66,

£, 216,225, 141,66, 432,
6,216,225, 141, 66,432, 99,

£, 216,225, 141, 66, 432,99, 1458,
6,216,225, 141, 66,432, 99, 1458, 7O2,

£, 216,225, 141, 66, 432,99, 1458, 702, 351,
£, 216,275, 141, 66,432, 99, 1458, P2, 351, 153
e R Ellc Sa e

Figura 10: Iteraciones comenzando con el nimero 6

21,

21,9,

21,9,729,

21,9,729, 1080,
21,9,729,1080,3513,
21,9,729,1080,313, 153,
21,9,729,1080,3513, 153,153,
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Figura 11: Otras iteraciones de nimeros divisibles por 3

Ahora nos preguntamos que ocurre si el numero con el que comenzamos la ite-
racion no es divisible por 3. Veamos algunos ejemplos:

i i i S R
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2.8,512, ? ?
7.343,118,
2.8,512,134,
7.343,118,514,
2.8,512,134,92,
F.343,118,514, 190,
2.8,512,134,92.737.
F.343,118,514,190,730,
2.8,512,134,92,.737.713.
F.343,118,514, 190,730,370,
2.8,512,134,92, 737,713,571, ¢ 343,112,514, 190, 730, 370, 370
2,8,512, 134,92, FIF, F13. 371, 371, ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
| EAL Gl T T - ) FEFTT EALEUTI T T W P |
Figura 12: Comenzandocon2y 7
4, 1&,
4, 6, 16,217,
4,654,280, 16,217,352,
4,64, 280, 520, 16,217,352, 160,
4,64,280,520, 133, 16,217,352, 160,217,
4,64, 280,520, 133, 55, 16,217,352, 160,217,352,
4,64,280,520, 133,55, 250, 16,217,352, 160,217,352, 160,
4,64, 280,520, 133,55, 250, 133,
| FEFTT CETACTIR ] T T 7 aii<s Jf IETIT CETACTIR ] T T 7l |

Figura 13: Comenzando con 4y 16

Podemos asi observar patrones muy interesantes. Por ejemplo, la iteracion repe-
tida del proceso comenzando con el 2 termina en 371 (para el cual tenemos sum,
(371) =371) y si se comienza con el 7, se termina con el 370 (desde luego, nuevamente
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sum,(371) =371). La Figura 13 muestra que el proceso no tiene necesariamente que
terminar en un namero fijo sino que podria terminar en una “érbita”. Por ejemplo,
si se comienza la iteracion con el 4 terminamos alternandonos en orden ciclico por
los numeros del conjunto {133, 55, 250}; si comenzaramos con el 16 ocurriria lo mis-
mo con el conjunto {160, 217, 352}. Desde luego, las érbitas de un solo punto (como
{1}, {153}, {370}, {371}) corresponden a puntos especiales de la iteracion, llamados
“puntos fijos”.  Otra observacién interesante es la siguiente: en una iteracion dada
todos los resultados son congruentes modulo 3, es decir, todos tienen el mismo resi-
duo al dividir por 3. Sin embargo, no parece haber una regla general para predecir la
orbita o el punto fijo dénde habra de terminar un namero dado con el que se co-
mience la iteracion. Otro dato interesante es que el proceso descrito conlleva un
“colapso” impresionante si comenzamos con numeros “grandes”; véase la Figura
14.

S A N inlriesi o ST AT

1458774, 78285441778996,

1458774, 1452, TEEE54417TEI96, SO0,

1458774, 1452, 198, 78285441 778996, 5005, 250,

1458774, 1452, 198, 1242, TEEE54417TE96, 5005, 250, 133,

1458774, 1452, 198, 1242, 81, 78285441 778996, 5005, 250, 133, 55,

1458774, 1452, 198, 1242, 51, 513, TEEE54417TE96, SO0, 250, 133, 55, 250,
1458774, 1452, 198, 1242, 81, 513, 153, 78285441 778996, 5005, 250, 133, 55, 250, 133,
1458774, 1452, 198, 1242, 51, 513, 153, 153,

e LAl AT Fai< | FEET LAl AT TR I

Figura 14: Grandes colapsos

En efecto, es posible demostrar que el colapso no se hace esperar: si n 3 2,000, en-
tonces sum,(n) < n. Este dato nos sugiere un programa para confeccionar la demos-
tracion del resultado que esta implicito en esta iteracion. El programa a seguir po-
dria ser el siguiente:

= Hallar todas las érbitas y los puntos fijos de la iteracion con la ayuda
de la calculadora (experimentando con niumeros n < 2,000).

= Probar (es decir, cotejar) que todos los nimeros 1 £ n < 2,000 cuando
se toman como valores iniciales de la iteracién, terminan en una de
las Orbitas o puntos fijos determinados en el paso anterior.

Si se completa este programa tendriamos una demostracion del resultado que
subyace esta exploracion, de la cual podria decirse con toda correccion que es una de-
mostracion matematica “por medio de la calculadora”. Finalmente sefialamos que

este problema admite generalizaciones evidentes. Si b>1 es un entero, entonces todo
entero positivo n se puede escribir como una suma de potencias de b,

n=x,b™+x, ,b™ " +.. +x,,
donde Xx,,X,,:--X,, son enteros entre 1 y b-1 inclusive, y x,,* 0. Utilizando la analo-
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gia con el sistema decimal, diremos que Xg, X1, ... , Xm son los “digitos” de n respecto
alabase b. En este caso escribimos n = (x,, X X,),- Por ejemplo, si b=2, enton-

m-1
ces 7= (1)22 + (1)21 + 1; aqui m=2, x, =X, =X, =1y 7=(111). De la misma manera ve-
rificamos que 5=(101),. Dados una base b y un exponente e podriamos definir analo-
gamente

suma, (N) = X,°+ X, ;" + .. +x,5,paran= (X X, ; - Xg)p -

(Aqui la suma indicada se completa en el sistema numeérico de la base b.) ¢Para qué
bases b y qué exponentes e existen patrones interesantes? Advertimos que el proble-
ma de la prediccion (sélo a base de b y e) de las 6rbitas obtenidas mediante las aplica-

ciones sucesivas de sume es un problema de tales proporciones que su resolucion
parece estar mas alla de las posibilidades de la matematica moderna.

Las huellas efimeras® de la geometria dinamica

Algunas calculadoras modernas’ vienen dotadas de programas de “geometria di-
namica” tales como el “Geometer’s Sketchpad” o el “Cabri Geometry”. Estos progra-
mas permiten la exploracion “dindmica” en escenarios artificialmente creados para
la experimentacion y la formulacion de conjeturas geomeétricas. A continuacion
presentamos algunos ejemplos.

Suponga que se tiene un circulo con centro A y que en él inscribimos el triAngu-
lo CDE. Luego dibujamos las medianas CH, DF y EG como se muestra a la izquierda
de la Figura 15. Una observacion dificil de escapar es que las medianas del tridngulo
inscrito parecen todas cortarse en un punto comun I, tal y como lo predice el famoso
teorema de la geometria plana. La ventana derecha de la Figura 15 muestra el mis-
mo circulo con su triangulo inscrito, pero en el ella hemos ocultado las medianas; el
punto | es, desde luego, el punto de intersecciéon de las medianas (baricentro o cen-
troide).

sl L N P e i

EENEE
EENEE

Figura 15: Punto de interseccion de las medianas de un tridngulo inscrito en un circulo

Nos preguntamos, ;qué le ocurre al punto de interseccién de las medianas cuan-
do movemos el punto D a través de la circunferencia. Si empleamos los recursos de
la calculadora para dar “animacion” a este movimiento, llegamos a la ventana que
* Esta es una alusién al los lugares geométricos que se representan en el “Geometer’s Sketchpad”, los cua-
les son poco manejables por el usuario del programa.
® Como la TI-92 para la cual estan disponibles ambos programas
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se presenta en la Figura 16. Un examen perfunctorio de la ventanilla obtenida
muestra que el lugar geométrico deseado parece ser un circulo y que el mismo corta
de forma “simétrica” el lado del triAngulo opuesto al punto movil (CE). Algunos es-
tudiantes que han considerado este problema conjeturan correctamente que el circu-
lo del lugar geométrico triseca el lado opuesto al punto movil y partiendo de este
dato pueden calcular el radio y localizar el centro del circulo del lugar geométrico.
En efecto, el circulo del lugar geométrico es la imagen homotésica del circulo origi-
nal; dejamos al lector la determinacion del centro de la homotesia y el factor de con-
traccion correspondiente.

SRR

Figura 16: Lugar geométrico de la interseccion de las medianas

Problemas analogos al aqui propuesto sobre las medianas lo son los problemas
correspondientes para otras dos cevianas® notables: las alturas y las bisectrices angu-
lares. Consideremos primeramente las alturas. De nuevo, la geometria plana nos
ensefa que las alturas se cortan en un punto comun llamado ortocentro. En la pan-
talla de la izquierda de la Figura 17 vemos un tridngulo inscrito en un circulo con
centro A, cuyas alturas se cortan en el punto F. A la derecha se han ocultado las al-
turas, pero no asi el ortocentro F. En este ejemplo se puede observar que es posible
gue el ortocentro quede fuera del triangulo (si el triAngulo es obtusangulo).

Py AA; TSE Fé 'I:I:K]T
C ] ]
() ()
u] B // //
b A A
E A A
o _— FE FE

Figura 17: Interseccion de las alturas de un triangulo

Nos preguntamos por el lugar geométrico del ortocentro a medida que uno de
los puntos del triangulo se mueve alrededor del circulo (digamos C). La Figura 18
muestra el lugar geométrico observado. Ciertamente el lugar geométrico parece ser
un circulo congruente al circulo original. ¢Cudl es su centro? ¢Cual es la conjetura
correspondiente? Instamos al lector a proveer las contestaciones a estas preguntas.

Y ahora nos ocupamos de las bisectrices angulares, cevianas cuya interseccion co-

® Una ceviana de un triangulo es un segmento que une un vértice del mismo con un punto interior del lado
opuesto al vértice.
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mun se conoce como inradio, siendo el centro del circulo inscrito en el triangulo.
En la pantalla de la izquierda de la Figura 19 se aprecia un circulo de centro E y el in-
centro D (las bisectrices angulares se han ocultado). En la ventana de la derecha se
aprecia el lugar geométrico del punto D a medida que C se mueve a lo largo del cir-
culo en el que esté inscrito el triAngulo ABC.

2| & L i) .

@Hnimatﬂ

SR
SR

Figura 19: Lugar geométrico del incentro

Si en lugar de tomar las bisectrices angulares internas combinamos dos bisectrices
externas y una interna, se obtienen resultados muy interesantes. En la pantalla de la
izquierda de la Figura 20 se observa el punto G, el cual es la interseccidén de la bisec-
triz del angulo externo formado por la prolongacién de EC en el extremo C y la bi-
sectriz del angulo E (la bisectriz del angulo externo formado por la prolongacion de
ED en D y el lado DC también, se demuestra, pasa por G). Decimos que el punto G es
un excentro del tridngulo ECD.

EENEE
EENEE

ElLLL
Figura 20: Lugar geométrico de un excentro

Ciertamente pareceria que la Figuras 19 y 20 muestran porciones distintas de dos
“ciertas” circunferencias. También pareceria que la frontera que determina lo que se
puede apreciar de las circunferencias del lugar geomeétrico en la Figura 20 es la recta
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perpendicular al segmento ED en el extremo D. Parece que hay una cierta conjetura
en “el aire”.

Los estudiantes pueden asi emplear la calculadora como un instrumento heuris-
tico para el descubrimiento de relaciones geométricas de caracter “dinamico” como
las descritas. No se debe menospreciar la posibilidad que tienen estos programas
geométricos para desarrollar los “ojos de la imaginacion” y la capacidad de los estu-
diantes para la visualizacion geométrica. Al menos uno de los autores de este escri-
to ha visto nifilos de escuela primaria descubrir (es decir, conjeturar) resultados geo-
métricos post-euclideos’ con s6lo jugar en escenarios geométricos como los aqui pre-
sentados. Consideremos un ejemplo. Suponga que tenemos un cuadrilatero ABCD
y que construimos el cuadrilatero que se forma al unir consecutivamente los puntos
medios del cuadrilatero original. De la observacion de las ventanas de la Figura 21
pareceria que el cuadrilatero formado es un paralelogramo y que ello no depende de
la convexidad o falta de ella del cuadrilatero original. También, las medidas indican
gue el area del paralelogramo es la mitad del area del cuadrilatero original. Dejamos
al lector el enunciado y la prueba de la conjetura correspondiente.

JE '2 '3 qu AA; ?SIE '5 'I:[K]T JE '2 '3 qu AA; ?SIE '5 'I:[K]T
AreatFGHE»=3.50 cm™Z AreatFGHE»=0.81 cm™Z
Area{DCBAY=7. 00 cm™2 k Area{DCBAX=1.62 cm™2
FIr‘E-a(IIIIZEIFI}/FIr*E-a(FEHE}-=2.EIEIG ® | | AreatOCEBA? ARreatFGHE »=2. 0& -
=]
F E:I H E:I
. .
= HoOA A
E o 4 E O H
FB E FB
| FETT SRl GUTT ELLLC | FETT SRl GUTT ELLLC

Figura 21: Cuadrilatero inscrito es un paralelogramo

Epilogo

Esperamos que las muestras que hemos dado aqui de los escenarios artificiales de
exploracion matematica que se pueden crear con las calculadoras hayan dado al lec-
tor una idea de lo valioso que pueden ser estos instrumentos en la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica. A pesar de lo variado de los ejemplos, de cierto modo
hemos dejado muchos otros ejemplos en el tintero, algunos relacionados con las
fracciones egipcias, las fracciones continuas, las fracciones de Farey, la teoria combi-
natoria, coloreado de grafos, teoria de nudos y con otros temas que atraen la atencion
de muchos estudiantes. En alguna comunicacion futura podremos quizéds abundar
mas sobre los temas que no llegaron a este escrito.
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’ Es decir, que no aparecen en Los Elementos (como, por ejemplo, el teorema de Ceva, el cual se demostré
en la edad media)
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