Corrigés des exercices du livre :

‘Frédéﬁc Cadet

(ISBN 978-2-7117-4029-1)

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



Table des exercices et problemes corrigés

Chapitre 1

Exercice 1.1 .................. 1 Exercice 1.15 ................. 4 Exercice 1.31 ................. 8
Exercice 1.2 .................. 1 Exercice 1.17 ................. 4 Exercice 1.37 ................. 9
Exercice 1.3 .................. 1 Exercice 1.19 ................. 5 Probleme 1.40 ................ 9
Exercice 1.4 .................. 1 Exercice 1.20 ................. 5 Probleme 1.41 ............... 11
Exercice 1.5 .................. 1 Exercice 1.21 ................. 6 Exercice 1.42 ................ 15
Exercice 1.6 .................. 1 Exercice 1.23 ................. 6 Exercice 1.43 ................ 15
Exercice 1.8 .................. 2 Exercice 1.25 ................. 7 Exercice1.44 ................ 16
Exercice 1.9 .................. 2 Exercice 1.26 ................. 7 Exercice 1.45 ................ 16
Exercice 1.11 ................. 2 Exercice 1.27 ........... .. ... 7 Exercice 1.46 ................ 16
Exercice 1.12 ................. 3 Exercice 1.28 ................. 8 Exercice 1.47 ................ 16
Exercice 1.13 ................. 4 Exercice 1.32 ................. 8 Exercice 1.48 ................ 17
Exercice 1.14 ................. 4 Exercice 1.29 ................. 8

Chapitre 2

Exercice 2.3 ................. 18 Exercice 2.25 ................ 25 Exercice 2.57 ....... ... ..... 33
Exercice 2.4 ................. 18 Exercice 2.30 ................ 25 Exercice 2.61 ................ 33
Exercice 2.5 ................. 18 Exercice 2.32 ................ 25 Exercice 2.73 ................ 35
Exercice 2.6 ................. 18 Exercice 2.34 ................ 27 Exercice 2.75 ................ 35
Exercice 2.9 ................. 19 Exercice 2.35 ................ 27 Exercice 2.78 ................ 35
Exercice 2.10 ................ 19 Exercice 2.37 ................ 27 Exercice 2.80 ................ 35
Exercice 2.11 ................ 19 Exercice 2.38 ................ 27 Exercice 2.84 ................ 36
Exercice 2.12 ................ 21 Exercice 2.39 ................ 28 Exercice 2.85 ................ 38
Exercice 2.13 ................ 21 Exercice 2.41 ................ 28 Exercice 2.86 ................ 38
Exercice 2.15 ................ 21 Exercice 2.44 ................ 29 Exercice 2.87 ................ 38
Exercice 2.16 ................ 22 Exercice 2.47 ................ 29 Exercice 2.88 ................ 39
Exercice 2.17 ................ 22 Exercice 2.49 ................ 29 Exercice 2.89 ................ 40
Exercice 2.18 ................ 23 Exercice 2.50 ................ 30 Exercice 2.92 ................ 41
Exercice 2.19 ................ 24 Exercice 2.51 ................ 30 Exercice 2.95 ................ 41
Exercice 2.21 ................ 24 Exercice 2.54 ................ 31 Exercice 2.106 ............... 41
Exercice 2.22 ................ 24 Exercice 2.55 ................ 31 Exercice 2.108 ............... 41
Exercice 2.23 ................ 25 Exercice 2.56 ................ 32 Exercice 2.119 ............... 43

Chapitre 3

Exercice 3.1 ................. 46 Exercice 3.13 ................ 48 Exercice 3.26 ................ 53
Exercice 3.3 ................. 46 Exercice 3.14 ................ 49 Exercice 3.27 ................ 55
Exercice 3.5 ................. 46 Probleme 3.17 ............... 50 Exercice 3.29 ................ 57
Exercice 3.7 .......... .. ... 46 Exercice 3.18 ................ 51 Exercice 3.30 ................ 57
Exercice 3.8 ................. 47 Exercice 3.20 ................ 51 Exercice 3.31 ................ 58
Exercice 3.10 ................ 47 Exercice 3.21 ................ 52 Exercice 3.33 ................ 58
Exercice 3.12 ................ 47 Probléme 3.24 ............... 52 Exercice 3.37 ................ 59

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



Exercice 3.38 ................ 59 Exercice 3.51 ................ 64 Exercice 3.61 ................ 71

Exercice 3.43 ................ 59 Exercice 3.54 ................ 64 Exercice 3.68 ................ 71
Exercice 3.44 ................ 61 Exercice 3.55 ................ 64 Exercice 3.71 ................ 72
Exercice 3.45 ................ 62 Exercice 3.56 ................ 64 Probleme 3.92 ............... 72
Exercice 3.48 ................ 62 Probleme 3.57 ............... 66 Probleme 3.93 ............... 72
Exercice 3.49 ................ 63 Probleme 3.58 ............... 68 Probleme 3.94 ............... 75
Exercice 3.50 ................ 64 Probleme 3.59 ............... 69 Probleme 3.95 ............... 76

Chapitre 4

Exercice 4.1 ................. 78 Exercice 4.25 ................ 83 Exercice 4.60 ................ 94
Exercice 4.2 ................. 78 Exercice 4.26 ................ 84 Exercice 4.62 ................ 94
Exercice 4.3 ................. 78 Exercice 4.27 ................ 84 Exercice 4.64 ................ 96
Exercice4.4 ................. 78 Exercice 4.28 ................ 85 Exercice 4.65 ................ 97
Exercice 4.5 ................. 79 Exercice 4.29 ................ 85 Exercice 4.66 ................ 98
Exercice 4.6 ................. 79 Exercice 4.33 ................ 86 Exercice 4.67 ................ 99
Exercice 4.7 ................. 80 Exercice 4.38 ................ 87 Exercice 4.71 ................ 99
Exercice 4.8 ................. 80 Exercice 4.42 ................ 87 Exercice 4.72 ................ 99
Exercice 4.9 ................. 81 Exercice4.43 ................ 87 Exercice 4.74 ............... 100
Exercice 4.10 ................ 81 Exercice4.44 ................ 87 Exercice 4.76 ............... 100
Exercice 4.12 ................ 82 Exercice 4.47 ................ 88 Exercice 4.78 ............... 101
Exercice 4.14 ................ 82 Exercice 4.50 ................ 89 Exercice 4.80 ............... 102
Exercice 4.16 ................ 82 Exercice 4.51 ................ 90 Exercice 4.82 ............... 104
Exercice 4.17 ................ 82 Exercice 4.53 ................ 90 Exercice 4.83 ............... 105
Exercice 4.20 ................ 82 Exercice4.54 ................ 92 Probleme 4.85 .............. 107
Exercice 4.21 ................ 83 Exercice 4.55 ................ 92 Probleme 4.86 .............. 110
Exercice 4.23 ................ 83 Exercice 4.57 ................ 92 Probleme 4.87 .............. 112
Exercice 4.24 ................ 83 Exercice 4.59 ................ 94

Chapitre 5

Exercice 5.1 ................ 118 Exercice 5.25 ............... 123 Exercice 5.54 ............... 129
Exercice 5.2 ................ 118 Exercice 5.26 ............... 124 Exercice 5.56 ............... 130
Exercice 5.3 ................ 118 Exercice 5.27 ............... 124 Exercice 5.57 ............... 130
Exercice 5.5 ................ 118 Exercice 5.28 ............... 125 Exercice 5.58 ............... 131
Exercice 5.6 ................ 118 Exercice 5.29 ............... 126 Exercice 5.59 ............... 131
Exercice 5.7 ............ ... 118 Exercice 5.31 ............... 126 Exercice 5.60 ............... 131
Exercice 5.8 ................ 118 Exercice 5.31 ............... 127 Exercice 5.62 ............... 131
Exercice 5.9 ................ 119 Exercice 5.33 ............... 127 Exercice 5.64 ............... 132
Exercice 5.12 ............... 119 Exercice 5.35 ............... 127 Exercice 5.65 ............... 132
Exercice 5.13 ............... 120 Exercice 5.36 ............... 127 Exercice 5.76 ............... 132
Exercice 5.14 ............... 120 Exercice 5.38 ............... 128 Exercice 5.80 ............... 133
Exercice 5.15 ............... 120 Exercice 5.39 ............... 128 Probleme 5.81 .............. 133
Exercice 5.16 ............... 120 Exercice 5.43 ............... 128 Probleme 5.82 .............. 135
Exercice 5.17 ............... 120 Exercice 5.44 ............... 128 Probleme 5.83 .............. 137
Exercice 5.18 ............... 122 Exercice 546 ............... 129 Probleme 5.85 .............. 139
Exercice 5.20 ............... 122 Exercice 549 ............... 129 Probleme 5.86 .............. 140
Exercice 5.21 ............... 122 Exercice 5.50 ............... 129 Probleme 5.88 .............. 143
Exercice 5.23 ............... 123 Exercice 5.51 ............... 129 Probleme 5.89 .............. 147
Exercice 5.24 ............... 123 Exercice 5.53 ............... 129

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



Exercice 6.1

Exercice 6.4

Exercice 6.5

Exercice 6.8

Exercice 6.10
Exercice 6.13
Exercice 6.14
Exercice 6.17
Exercice 6.18
Exercice 6.19
Exercice 6.20
Exercice 6.22
Exercice 6.23
Exercice 6.25
Exercice 6.26
Exercice 6.29
Exercice 6.30
Exercice 6.32
Exercice 6.38

Exercice 7.1

Exercice 7.5

Exercice 7.6

Exercice 7.12
Exercice 7.18
Exercice 7.20
Exercice 7.21
Exercice 7.22
Exercice 7.23
Exercice 7.24
Exercice 7.26
Exercice 7.27
Exercice 7.28

Exercice 8.1
Exercice 8.3
Exercice 8.4
Exercice 8.5
Exercice 8.6
Exercice 8.8
Probléme 8.12
Exercice 8.13

Chapitre 6

Exercice 6.41 ............... 159
Exercice 6.45 ............... 160
Exercice 6.49 ............... 161
Exercice 6.50 ............... 161
Exercice 6.53 ............... 161
Exercice 6.64 ............... 162
Exercice 6.65 ............... 162
Exercice 6.66 ............... 162
Exercice 6.70 ............... 162
Exercice 6.72 ............... 163
Exercice 6.74 ............... 163
Exercice 6.75 ............... 164
Exercice 6.78 ............... 164
Exercice 6.79 ............... 166
Exercice 6.81 ............... 166
Exercice 6.82 ............... 166
Exercice 6.83 ............... 168
Exercice 6.84 ............... 169
Exercice 6.85 ............... 169

Chapitre 7

Exercice 7.29 ............... 209
Exercice 7.31 ............... 209
Exercice 7.33 ............... 210
Exercice 7.35 ............... 210
Exercice 7.36 ............... 210
Exercice 7.37 ............... 211
Exercice 7.38 ............... 211
Probléme 7.40 .............. 211
Exercice 7.42 ............... 213
Exercice 743 ............... 214
Exercice 7.44 ............... 214
Exercice 7.45 ............... 214
Exercice 7.47 ............... 215

Chapitre 8

Exercice 8.15 ............... 231
Exercice 8.19 ............... 232
Exercice 821 ............... 233
Exercice 8.31 ............... 233
Exercice 835 ............... 234
Exercice 8.36 ............... 235
Exercice 8.38 ............... 236
Exercice 843 ............... 236

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1

Exercice 6.86
Exercice 6.87
Exercice 6.88
Exercice 6.89
Exercice 6.91
Exercice 6.92
Exercice 6.93
Exercice 6.96
Exercice 6.97
Exercice 6.98
Exercice 6.99
Exercice 6.104
Exercice 6.105
Exercice 6.108
Probleme 6.112
Probleme 6.114
Probleme 6.115
Probléme 6.116
Probléme 6.117

Exercice 7.48
Probléme 7.54
Exercice 7.59
Exercice 7.69
Exercice 7.71
Exercice 7.72
Exercice 7.74
Exercice 7.76
Exercice 7.77
Exercice 7.79
Exercice 7.80
Exercice 7.82

Exercice 8.45
Exercice 8.49
Exercice 8.51
Exercice 8.59
Exercice 8.83
Exercice 8.87
Exercice 8.90
Exercice 8.91



Exercice 891 ............... 241 Exercice 8111 .............. 245 Probleme 8.148 ............. 255

Exercice 894 ............... 242 Exercice 8113 .............. 245 Probléme 8.149 ............. 257
Exercice 894 ............... 242 Exercice 8121 .............. 247 Probleme 8.153 ............. 262
Exercice 8.97 ............... 242 Exercice 8.141 .............. 249 Probleme 8.154 ............. 265
Exercice 8.101 .............. 243 Exercice 8142 .............. 250 Probleme 8.157 ............. 267
Exercice 8.103 .............. 243 Exercice 8143 .............. 251
Exercice 8.109 .............. 244 Probleme 8.146 ............. 253

Chapitre 9

Exercice 9.7 ............ ... 273 Exercice 9.17 ............... 276 Exercice 952 ............... 280
Exercice 9.8 ................ 273 Exercice 9.21 ............... 276 Exercice 955 ............... 281
Exercice 9.9 ................ 273 Exercice 9.25 ............... 277 Exercice 956 ............... 281
Exercice 9.10 ............... 273 Exercice 9.26 ............... 277 Exercice 9.61 ............... 281
Exercice 9.12 ............... 274 Exercice 9.31 ............... 277 Exercice 9.73 ............... 283
Exercice 9.13 ............... 274 Exercice 9.32 ............... 278

Exercice 9.15 ............... 275 Exercice 9.33 ............... 279

Chapitre 10

Exercice 10.1 ............... 284 Exercice 10.24 .............. 286 Exercice 1049 .............. 289
Exercice 10.2 ............... 284 Exercice 10.26 .............. 286 Exercice 10.50 .............. 290
Exercice 10.3 ............... 284 Exercice 10.27 .............. 286 Exercice 10.51 .............. 291
Exercice 104 ............... 284 Exercice 10.28 .............. 287 Exercice 10.54 .............. 291
Exercice 10.6 ............... 284 Exercice 10.29 .............. 287 Probleme 10.55 ............. 291
Exercice 10.8 ............... 284 Exercice 10.30 .............. 287 Probleme 10.56 ............. 291
Exercice 10.10 .............. 284 Exercice 10.31 .............. 287 Probleme 10.57 ............. 291
Exercice 10.11 .............. 285 Exercice 10.33 .............. 287 Probléme 10.59 ............. 292
Exercice 10.12 .............. 285 Exercice 10.34 .............. 287 Exercice 10.60 .............. 293
Exercice 10.13 .............. 285 Exercice 10.38 .............. 287 Exercice 10.64 .............. 293
Exercice 10.14 .............. 285 Exercice 1040 .............. 287 Exercice 10.65 .............. 294
Exercice 10.16 .............. 285 Exercice 1041 .............. 287 Exercice 10.67 .............. 294
Exercice 10.18 .............. 286 Exercice 1042 .............. 288 Exercice 10.70 .............. 295
Exercice 10.19 .............. 286 Exercice 1043 .............. 288 Exercice 10.71 .............. 295
Exercice 10.20 .............. 286 Exercice 1044 .............. 288 Exercice 10.73 .............. 295
Exercice 10.21 .............. 286 Exercice 1046 .............. 288 Probleme 10.78 ............. 295
Exercice 10.22 .............. 286 Exercice 1047 .............. 289 Probleme 10.79 ............. 297
Exercice 10.23 .............. 286 Exercice 1048 .............. 289 Probléme 10.80 ............. 299

Chapitre 11

Exercice 11.1 ............... 302 Exercice 11.9 ............... 304 Exercice 11.20 .............. 307
Exercice 11.2 ............... 302 Exercice 11.11 .............. 305 Exercice 11.21 .............. 307
Exercice 11.3 ............... 302 Exercice 11.14 .............. 305 Exercice 11.26 .............. 307
Exercice 11.4 ............... 302 Exercice 11.16 .............. 305 Exercice 11.27 .............. 307
Exercice 11.6 ............... 303 Exercice 11.17 .............. 305 Exercice 11.28 .............. 308
Exercice 11.7 ............... 303 Exercice 11.18 .............. 306 Exercice 11.29 .............. 308

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



Exercice 11.30 .............. 308 Exercice 11.38 .............. 310 Probleme 11.61 ............. 313

Exercice 11.32 .............. 309 Exercice 11.40 .............. 311 Probléme 11.62 ............. 315
Exercice 11.32 .............. 309 Exercice 11.42 .............. 311 Probleme 11.63 ............. 317
Exercice 11.34 .............. 309 Exercice 11.44 .............. 312
Exercice 11.36 .............. 310 Exercice 11.45 .............. 312

Chapitre 12

Exercice 12.3 ............... 319 Exercice 1245 .............. 321 Exercice 12.72 .............. 323
Exercice 12.7 ............... 319 Exercice 12.46 .............. 321 Exercice 12.35 .............. 323
Exercice 12.8 ............... 319 Exercice 1247 .............. 321 Probleme 12.79 ............. 325
Exercice 12.12 .............. 319 Exercice 12.58 .............. 322 Probléme 12.80 ............. 326
Exercice 12.13 .............. 319 Exercice 1248 .............. 322 Probléme 12.81 ............ 330
Exercice 12.22 .............. 319 Exercice 12.61 .............. 323

Exercice 12.34 .............. 320 Exercice 12.71 .............. 323

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 1

Solutions des exercices du chapitre 1

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.1

1. 2 2 0=z > 1 faux (pour z = 0 par exemple)
2. x > 1= x >0 vrai pour tout =

3. 22 0= 2 #0 faux (pour x = 0)

4. 2 > 04z < 1 faux (pour = 0 par exemple)

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.2

Vre A, z € B

(Vxe A, x€ B) et (Vxe B, x€A)
dr,y,z e R*, xyz=1

VieR, z#40< x<0ouzx>0

vneN, Ip,q,r,s €N, n=p>+¢*+r2+52 ¢
Vn € {3,4,...} ,Va,y,z € N*, o™ 4y # 2" 5

A T o e

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.3
Négation de la phrase :

La négation de “Tous les habitants de la rue Pirandello qui ont les yeux bleus gagneront au loto

)

et prendront leur retraite avant 50 ans.” est “Il y a des habitants de la rue Pirandello qui ont les

yeux bleus, mais qui ne gagneront pas au loto ou bien prendront leur retraite apres 50 ans.”
Modélisation :

Soit H l'ensemble des habitants de la rue Pirandello qui ont les yeux bleus, G ’ensemble des
gagnants au loto et R I’ensemble des personnes qui prendront leur retraite avant 50 ans. La phrase
signifie alors

Vhe H he GNR,

soit encore : | H C GNR.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.4
— ”Pour tout entier p et tout entier a, a? — a est divisible par p
— "L’équation du second degré az? + bx + ¢ = 0 n’a pas de solution réelle lorsque le discriminant
b? — 4ac est strictement négatif.”

» 6

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.5
De X =0 et ) = X on déduit :

LXN0=XnX=X

2. XNP=0Nn0=10

3.XN0=0=X

4. XUp=XUX=X

5. XN0=0n0=0=X

6. XUPNX=0U0N0=0nX=XNX=X

4Cette relation s’appelle le théoréme des quatre carrés
5Cette relation constitue le grand théoreme de Fermat, complétement démontré en 1996
6Cette relation est le petit théoreme de Fermat
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.6

.LSiANB=0et ANC=X:

Si un élément & de X n’appartient pas a A ou a C alors il n’appartient pas & A N C. Comme

AOC:XilfautdoncqueAlors(Z):AﬂB:XﬁB:Bsoit
2. SiANBNC=0et ANC =X :

Par un raisonnement analogue on obtient : ‘ A=C=Xet B=1{. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.8

D’apres la relation |SNT = SUT | — appliquée plusieurs fois, 1a ot le signe N est souligné — on

calcule :
ANBNCNDAANT = (AUB)NCA(DU(ANT))
= ((AUB)nC)uU(DNAQC)
= (AuB)NCYU(DN(AUQ))

En utilisant la distributivité de l'intersection sur la réunion, i.e. ‘ SN(TUU)=(SNT)u(SNU),|on

a

(AnC)u(BNC)UDNAUDNCO)

=0
(AnC)u(BnC)u(DNO)
(AUBUD)NC  d’apres la distributivité
= XnC car AUD = X
C

(AuB)NC)u(DN(AUCQ))

En conclusion | 'ensemble recherché est C.
NB : il est possible de simplifier autrement en remarquant que les conditions

AUD=Xet AND =10

signifient que

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.9

5. Relation (AUDUC U(AN(BUC))N((ANCND)U(ANBNC)) =10 :

(AUDUCUANBUO))N((ANCND)U(ANBNC))

(ANDNC)U(ANBNC)|N[(AuCUD)N(AUBUC)]

—

= [(ANDNC)N(AUCUD)N(AUBUC)|U[(ANBNC)N(AUuCUD)N(AUBUC)]
=0

= (AnBnC)Nn(AuBUC)N(AuCUD)
=0

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.11

1. Relation ANBC BC AUB :

Rappelons qu’on a un inclusion X C Y si et seulement si tout élément de X est élément de Y.
Tout élément de AN B est dans A et dans B, donc en particulier dans B, ce qui prouve : ANB C B.
Les éléments de A U B sont les éléments de A ou B, donc, en particulier, tout élément de B est
élément de AU B, ce qui prouve : B C AU B.

2. Equivalence A= B (ANB=Aet AUB=A) :
On prouve une équivalence en prouvant 'implication directe : A = B = (ANB = Aet AUB = A)
et sa réciproque : A=B < (ANB=Aet AUB = A).
L’implication directe ne pose pas de probleme, puisque si A = B alors :

ANB=ANA=Aet AUB=AUA=A.

Pour la réciproque, on suppose que ANB = Aet AUB = A et il faut en déduire que A C B et
B C A — ou, ce qui revient au méme : A C B — ce qui donnera A = B, par double inclusion.
Si z est élément de A alors il est élément de A N B, puisque AN B = A, donc de B puisque tout
élément de A N B est élément de B; ainsi tout élément de A est élément de B i.e. Siz
n’est pas élément de A, alors il n’est pas élément de A U B, puisque A = AU B. Donc il n’est pas

élément ni de A ni de B, donc en particulier, il n’est pas élément de B i.e.

Analogue.

4. Implication AC BUC=CNACB:
En effet si A € BUC on déduit :

CnAccCcn(BUC).
Or par distributivité de l'intersection sur la réunion :
CNn(BUC)=(CNB)U(CNC)=(CNB)UPl=CnNB.

Donc finalement :
CNnNAcCnBCB.

Réciproque AC BUC <CNACB::

Supposons que C N A C B et prenons un élément = de A afin de montrer qu’il appartient & BUC.
Siz est élément de C, comme il était élément de A, il est élément de ANC', donc, d’apres 'hypothese,
x appartient a B. Si x n’est pas élément de C' il est élément de C. On vient donc de montrer que,
dans tous les cas, x est élément de B ou est élément de C, c’est a dire qu’il est élément de BU C.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.12

1. Inégalité : 22 + > > 2zy :
Elle s’écrit aussi : 22 + y? — 22y > 0
soit encore : (z +y)? >0
Cette relation est vraie car tout carré positif.
2. Inégalité : 22 +y*> + 2% > 2y + yz + 22 :
D’apres la question précédente on a : z2 + 3% > 2zy
Et de méme : 22 + 22 > 222 et 22 + y? > 2zy. En additionnant les trois inégalités on obtient :

2?2+ y? + 2?4+ 22+ 22 4+ 9% > 20y 4 222 + 2uz,
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d’ou le résultat en divisant par 2.
Autre méthode : montrer puis utiliser 'identité algébrique suivante :

Py b (ay oy s =5 (- g+ (-2 (e - 2)?).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.13

1. Inégalité : (z +y)2 > day :
Elle s’écrit aussi : 22 + 22y + y2 — 42y > 0
soit encore : (z +y)? >0
Cette relation est vraie car tout carré positif.
2. Inégalité : (v +y)(y + 2)(z + x) > Swyz :
D’apres la question précédente on a : (x + y)? > 4ay
Et de méme : (z + 2)? > 4x2 et (2 +y)? > 4zy. En faisant le produit des trois inégalités (tout est
positif lorsque x,y et z sont positifs) on obtient :

(z+y)(y+2)(z+2))* > (8zyz)*.

Or, pour tous les nombres positifs a,b on a : a®> < b% < a < b.
Comme z, y, z sont positifs, et partant de la x + vy, y + 2, 2 + t et xyz sont positifs on en déduit le
résultat annoncé.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.14

Tout nombre X positif s’écrit : A = a?. L’inégalité & prouver est alors :

T\ 2
20y < () + (ay)?,

0< (2)2 + (ay)? -2 (2) (o),

soit :

soit :
T 2
0< (— + ay) .
e’
Cette derniere relation est vrai, car tout carré est positif.

2 Y 2
Autre méthode : utiliser % +ay? — 22y = %

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.15

Remarquons tout d’abord que, d’apres la proposition 1.5.5 (n°3), pour tous les réels positifs a et b,
on a a < b si et seulement si \/a < Vb.
Vi—vz)?
\/5 I
et on prouve les deux inégalités séparément :

r+vy
On remarque que : 5 VY= (

1 _ 2
N I e -
Y

D’apres la remarque préliminaire (E) est équivalente & :

1 T 1 z+y
—=(vi-—=) = /3 < - Vay = =
s (V) 5 r VST
soit en multipliant par Qﬁ\/ﬂ:y—x>2(y—\/§\/§,

soit : 0 > x — 2y/x\/y + v,

soit : 0 > (VT — )2,

ce qui est vrai. Donc la relation (E) est vraie. On montre de méme que la relation (E’) est vraie.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.17

Comme tout est positif il suffit de comparer les carrés, i.e. de montrer que :
2 2
(Ve +y)” < (2vVe+y)”,

soit : x + 2/ /Y +y < 4(x+y),
soit : 0 < 3z + 3y — 2v/x /),
soit : 0 <z +y — 22 /Y.
Or: ~3VayT > ~2V/aVi,
donc:z+y— 3o yza+y—2V/z/y=(/r— Y>>0
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.19
Faire attention que cette équation n’est pas équivalente a : (2% + x +4) = (23 — 3z — 4).
En effet on a : a =b = a? = b?,
mais la réciproque est fausse. Utiliser plutét ici : a® — b = (a — b)(a + b).
On obtient alors 1’équation équivalente : 8z(z% — 1)(x 4 2) = 0.
On trouve finalement quatre solutions : ‘0, 1,—1et —2. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.20

1. Résolution de 422 +12x —5< 0 :

Le discriminant du trindéme 422 4+ 122 — 5 vaut :
A= (12)? =4 x 4 x (=5) = 224.

Il y a donc deux racines distinctes et le trindme est négatif entre les racines. Les solutions sont
donc :

2. Résolution de (z? — 25)(z? — 16) > 0 :
On factorise le premier membre : (z — 5)(x + 5)(z — 2)(z + 2)(2? +4) > 0.
Puis on fait un tableau de signes :

x —0 -5 -2 2 5 +00
z—5 — |+
T+5 - |
x—2 — | +
x+2 — | +
(x —5)(x+5)(z —2)(z +2) (2% +4) + | - 1 + | - | +

Les solutions sont donc :

|:L'<75OU72<1‘<20111‘>5.|

3. Résolution de (—2z — 1)(—2% — 3)(—322 — 8z +5) > 0 :

Le trinéme —3z2 — 8x + 5 a deux racines réelles : —% — @ et —% + @ On fait un tableau de

signes :
; R T S S T ST
—322 — 8z +5 — | + | -
—2r—1 + | —
—x2_3 _
(=22 — 1)(—2? — 3)(=32% — 8z +5) + | - | + | -
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Les solutions sont donc :

ol
—
[SCRIN

“[§
—

[N

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.21
On a:

(22 —x 4+ 1) < (222 — . — 1)?

(2 —x 4+ 1) — (- 2x2—x—1)2<0
(2> —z+1) = (—22% — 1) ((2*
(32% +2) (-2 —2:5)\0
—z(z+2) <0, car 322 +2 > 0

—z+1)+ (22" —2-1)) <0

t oo

En s’aidant éventuellement d’un tableau de signes on trouve que les solutions sont les x tels que :

‘:L' —2ouzxz=>0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.23

1. Remarquons d’abord que, d’apres la proposition 1.5.8, comme le trinéme 4x2 — 42 + 1 a une seule

. o a g
racine xl—x2—§,1lsecr1t.

1 1
4o —dr+1=4(xz—= —.
x x + (Jc 2)(30—1—2)

Donc :
2z 20 +1 2x 20 +1
N R I
PN 2x 2z + 1 0
d(z-3)(z+3) 4(@-3)(z+3)
o mloh-ErenEd
A(z—3) (z+3)
202 — g — (21’ +2x+1 ) 0
4e=3)(@+1)
-3z — 3
< 1\2 1 <0
4(z—3) (z+3)
On dresse alors le tableau de signes suivant
x — _% —% % +00
-3z — 3 + (|5 _
(=)’ T 0+
T+ - + +
7317% B 6 B
CE)NEE)) T
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Les solutions sont donc les nombres réels x tels que :

1 1 1 1
x<—§ou—6<x<§ou§<x.

3. Solution : |z = —.

V2

10. Résolution de I’inéquation /3 —z — vz +1 >
Cette équation n’a de sens que pour les = réels tels que

N[
.o

3—zxz2>20etx+120,

soit |z € [—1,3].

L’inéquation s’écrit aussi :
1
V3i—z> §+\/x+1.

Comme toute racine carrée est positive les deux membres de l'inéquation sont positifs. Cette
inégalité est donc équivalente a 'inégalité des carrés, soit :

1
3—I>Z+\/$+1+x+1,

soit
7

Comme toute racine carrée est positive, il n’y a pas de solution z telle que % — 2z < 0. On se

restreint aux z tels que % — 2z > 0, soit | x < g |; alors I'inégalité a ses deux membres positifs donc

est équivalente a I'inégalité entre les carrés, soit :

7 2
(Z—2x) >z +1,

33
422 — 8z + — > 0.
X x—|—16>

Le discriminant du trinéme 4z2 — 8¢ + % vaut : A = 31.
V31
Vs

soit :

Ce trinéme possede donc deux racines 1 + @ et 1—

L’inégalité est donc équivalente a |x > 1+ @ our <1-— @.

Comme —1 < 1— @ < % <1+ @ < 3, I’ensemble des solutions est finalement : [—1, 1-— @ [

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.25

On commence par simplifier le membre de droite de I’équation. On trouve que :

- ‘Si a=1oua=2,|il n’y a pas de solution.

2
— Sinon il y a une seule solution : |z = a 5
a—
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.26
5
— sim # 10 et m # —10 il y a une seule solution z = 0
m —

— sim =101l n’y a pas de solution.
— si m = —10 tout z réel est solution.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.27

L’équation n’a de sens que lorsque

En multipliant par z — 2 elle est alors équivalente a : mx + 5 = 3 (x —2),
1-— 1-—
soit : x mf—m :7572—m,
3 3
it 4dm —1 2m — 17
soit : x = )
3 3
— sidm —1=0, soit |m = i, I’équation s”écrit :
33
0=——,
6
il n’y a donc pas de solution.
— sidm — 10, soit |m # i, alors on obtient
_ 2m—17
 dm -1

Cette solution n’est valable que si elle ne vaut pas 2, soit : % #* 2,
soit : 2m — 17 # 8m — 2,
soit : m # fg.
En résumé
—sim= i oum = fg il n’y a pas de solution.

— sinon il y a une seule solution : x = 2m=17,
4m—1

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.28
Méthode analogue a ’exercice précédent. On trouve :
1
— pas de solution si m € {3, 5,4}.
. . . m+3
— sinon il y a une seule solution x = ——.
4—m
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.32

L’équation se simplifie en :
2z(a — b) = (a — b)2.

Ainsi :

a—>b
- il y a une seule solution |z = 7
- I’équation s’écrit 0 = 0. Elle est donc vraie pour

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.29

m

—1—2v43 —1+2v43
€ ) i —{0}.
19 19

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.31
On a:

Vid+ 22+ (m+3)z+1l=2+1 & 22+22+m+3)z+1=(@+1)%2etz+1>0,
& 22+ m+r=0eta>—1
& (z=0ouz’+(m+1)=0)etx>—1
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On voit que z = 0 est solution car 0 > —1. Résolvons 22 + (m + 1) = 0 (avec z > —1) :
—sim+1>0,onaax?+ (m+1) >0, donc il n’y a pas d’autre solution.
— sim+1=0, soit m = —1 on retrouve la solution = = 0
—-sim+1<0,ona:

2+ (m+1)=0r=v-m—1louz=—/—m— 1L

Comme une racine carrée est toujours positive, il est clair que : z > —1 lorsque z = v/—m — 1,
donc on obtient une solution supplémentaire.
Il faut vérifier si z > —1 pour £ = —v/—m — 1, soit :

—/-m-1> -1,
soit
—-m—1<1,
soit (les deux membres sont positifs) :
—-m—1<12,

soit m > —2.
En résumé
— sim > —1il y a une seule solution z = 0.
- si—2<m< —1ily a trois solutions : t =0,z =v—-m —1louzx =—y/—m—1.
— sim < —2il y a deux solutions z = 0 ou x = v/—m — 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.37
L’inéquation est équivalente a :
x+ (3m—2)
(z—2)(z+1)
Il faut faire un tableau signe comportant les trois nombres : -1,2 et 2 — 3m. On est donc amené a
discuter la position relation de ces trois nombres et a faire un tableau de signes différent dans chaque
cas. L’ensemble des solutions S vaut alors :

> 0.

—sim <0 (i.e. 2—3m > 2) alors S =] — 1,2[U]2 — 3m, +o0].
—sim=0 (i.e. 2—3m =2) alors S =] — 1,2[U]2, +o0].
—-si0<m<1 (ie. —1<2—3m<2)alors S =]—1,2—3m[U]2,+o0].

—sim=1 (i.e. 2—3m = —1) alors S =]2, +00[.
—sim>1 (i.e. 2—3m < —1) alors S =|2 — 3m, —1[U]2, oo].

SOLUTION DU PROBLEME 1.40

1. Résolution de (F) si elle n’est pas du second degré :
Cette équation n’est pas du second degré lorsque m+1 = 0 soit Alors I’équation s’écrit :

z+2=0
On se place désormais dans le cas ot m # —1 (et m # 0 d’apres I’énoncé).

2. Calcul du discriminant :
Il est donnée par :

1
1+4(m? — 1)m?
m2
dm* —4m2 +1
m2
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On reconnait que le numérateur de A est un trindéme du second degré en m?; apres calcul du

discriminant de ce deuxiéme trinéme on voit qu’il a une racine double m? = % on a donc la
factorisation : s 1
A 4(m* — 3)
= — ,
soit :
1?2 11?2
1(m- ) (m+ )
A= 5
m

3. Solutions de (F) :

Le calcul précédent montre que A est le carré de
Il y a donc deux possibilités :

. _ . . 1 . 1
(a) casouAf(),smtmeioumff

. Résolution de (/) :

L’inéquation (I) s’écrit aussi :

(m—i—l)xQ—%—(m—l)}O.

E :
Alors équation (E) a une seule solution x = m(lTl) ie |S= { m },
oo 1 | _ 1 co 1
smtSf{Hﬁ}s1mfﬁet5f{17\/§}snnffﬁ.
(b) cas o A > 0, soitm#\/i5 etm#f% :
L’équation (E) a donc deux racines réelles distinctes :
1, 2m?—1 2m?
_mt T T . m
2(m+1) 2(m+1) m+1
ou ,
L_2m-l 9o _9m? 1-m
Tr = = =
2(m+1) 2m(m + 1) m
1—
L’ensemble des solutions de 1’équation (E) est donc : | S = { L, ——m }
m+1 m
. m—1 m_ .
4. Signe de == + 15 ¢
Ona:
m—1 m  (m—1)(m+1)+m?  2m?—1
m m+1 m(m + 1)  m(m+1)
On fait le tableau de signes suivant :
T T
m —00 -1 —7 0 72 +oo
2m? — 1 + 0 - 0 +
m(m + 1) + 0 - 0 +
m27
1) + - 0 + -0 +

L’ensemble des solutions dépend donc du signe de m + 1 et des racines de (F). De plus la question
précédente donne le signe de la différence des racines; elle permet donc de savoir quelle est la plus
grande racine. Distinguons quatre cas :
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(a) simz—% oumz%:

Alors m + 1 est positif et ’équation (E) a une racine double, donc ’ensemble des solutions

de I est

(b) sim< —1:

1—
Alors m+1 <0 et m > mn
m+1 m

. L’ensemble des solutions est donc l'intervalle :

1—m m
m ‘'m+1|

(c) sime]f%,()[u}%ﬂroo{:
1-m

. L’ensemble des solutions est donc :

i b et
—00, U ,too .
m m+1

Alors m+1 >0 et

>

m+1

() sime]—l,—%[u}o,%{;

Alors m+1 >0 et m
m-+1

1—m
. L’ensemble des solutions est donc :

—00, U ,too .
m+1 m

<

SOLUTION DU PROBLEME 1.41

1. Positions relatives des nombres p, p> +p +1 et 1%}) :

Remarquons d’abord que p? +1 > 0, ce qui entraine que |p < p? + p + 1.| Il reste donc & placer

ﬁ par rapport aux deux autres.
— L’équation ﬁ < p équivaut a :
1
— —»r<0,
L—p
soit : )
p°—p+1
EETIR

Comme le discriminant du trinome p? — p 4 1 vaut -3, il est toujours strictement positif. Ainsi

ﬁgpéquivautél—p<0,soitp>1.

I’équation

— Léquation p> +p+1 < ﬁ équivaut a :

1
PP +p+1-—<0,

1-p
soit )
(p +p+1)(1—p)—1<07
1-p
soit 5
—p <o
1-p
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On fait un tableau de signes :
P —00 0 1 400
,p3 + 0 - _
1—p + + 0 -
—=
1—;% + 0 — || +
Donc |I’équation p? + p+ 1 < ﬁ équivaut donc & 0 < p < 1| (notons bien que I’énoncé exclut
a priori le cas p = 0).
1l se présente donc trois cas :
p<ﬁ<1+p+p2 sip<0
p<p2+p+1<ﬁ si0<p<1
ﬁ;<p<ﬁ+p+1 sip>1
2. Résolution de I’inéquation :
L’inéquation n’a de sens que lorsque (1 — p)z — 1 # 0, soit x # ﬁ (puisque p # 1). Elle s’écrit
aussi :
P+ (l-p-(+D)e+p’+p*+p—1
—1>0,
(1-plz—1
soit
P+ (1-p—(p+D)r+p’+p’+p—1—-(A=p-1) _,
(1-plz—1 -
soit

? — (p+ 1)z +p* +p* +p
(I-plz—1

= 0.

Le discriminant du trinéme présent au numérateur vaut :

A (—(p+1)°)? —40* +p* +p)

(p+1)* —4(p* +p* +p)

p4 + 2p2 +1
(P> +1)% > 0.
Il a donc deux racines réelles distinctes :

12+ (p? + 1
P+1)"+(p +)jpz+p+1et

(p+1)?2—

pt+4p® +6p> +4p+ 1 —4(p* +p* + p)

(P +1)

2

2

Comme p? + 1 > 0, on déduit que p < p? + p + 1, donc le signe du numérateur est donné par :

T —00 D 1+p+p? +00
22— (p+1)2°z+p>+p2+p + 0 - 0 +
Le signe du dénominateur (1 — p)z — 1 est donné, lui, par :
T —00 ﬁ +00
(1-px—1 - 0 4+ sil—p>0
(I—-p)lx—1 + 0 - sil-p<0

On a donc trois cas en fonction de la position de ﬁ par rapport & p et p> +p + 1.
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(a) Sip <0, On a le tableau de signes :

T —00 p 1T1,, 1+p+p? +00
22— (p+1)2%z+p>+p2+p + 0 - — 0 +
(I-px—1 - - 0 + +
P S . B
p(l—p)xfl LS -0 4+ || - 0 +
L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors
1 2
2 U[l+p+p* +oo].
l-p
(b) Si0 < p< 1, On ale tableau de signes :
T —o0 p 1+p+p? = +00
22— (p+ 1)z +p +p°+p + 0 — 0 + +
(I-plx—1 - — - 0 +
Y PO B2 eSS S
x (p(lsz)a:fl p +tp _ || + 0 _ 0 +
L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors
9 1
[p14+p+p°]U|——,+oo|.
I-p
(¢) Si 1l < p, On a le tableau de signes :
T — — P 1+p+p? +00
> —(p+ 1% +p° +p° +p + + 0 — 0 +
(I1-plx—1 + 0 - - -
T (ot et 0o
x p(17pg§a;f1 P +p + o - 0 + 0 _
L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors
1 2
—o0, —— | U [p,1+p+p7].
1-p
. . . . 2 (1-p + [p+1)?)a+pi+pP+p—1
3. Résolution de l’'inéquation 1_p)$_1 >1:
L’inéquation n’a de sens que lorsque (1 — p)z — 1 # 0, soit z # ﬁ (puisque p # 1). Elle s’écrit
aussi :
P+ (Q-—p-(p+))r+p’+p?+p-1
(1-plz—1 -
soit
?+(1-pt@+D)r+p’+p?+p—1—-(A=p—-1) _,
(1-plz—1 -
soit

x2+(p+1)2m+p3+p2+p>0
1-px—-1 -
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Le discriminant du trinéme présent au numérateur vaut :
A = ((p+ 1) —40° +p* +p)
(p+1)" —40° +p* +p)
p* 4+ 4p® + 6p® +4dp+ 1 — 4(p® + p* +p)

= pt+2p?+1
(P +1)%2>0.
Il a donc deux racines réelles distinctes :
_ 1 2 2 1 _ 1 2 2 1
(p+ )2 (p” + ):—prpflet (p+ )2+(p +)_

Comme p? + 1 > 0, on déduit que —p? — p — 1 < —p, donc le signe du numérateur est donné par :

T —00 —p2—p—-1 —p 400
e+ (p+1)r+p+p°+p + 0 - 0 4
Le signe du dénominateur (1 — p)x — 1 est donné, lui, par :
T —0 ﬁ +00
(I1-plx—1 - 0 + sil—-p>0
(1-px—1 + 0 - sil—p<0

On a donc plusieurs cas en fonction de la position de ﬁ par rapport & —p et —p? —p — 1 et de
celle de p par rapport a 1. En procédant comme a la question 1 on trouve :
1 1+p—p? 1
(=p) =

2 —p?
t —(-1—p—p?) =
—, T ( p—p°) )

Le trinome 1+ p — p? est positif entre les racines, & savoir 1_7‘/5 et 1*'2—‘/5 On obtient donc le tableau

de signes

P —00 1_2‘/5 0 1 /2 1+2‘/5 +o00
5 — (1) L - 0+
i S el B ) + I+ - 0+ +

(a) Sipe } —00, 1*2‘/‘?’}, On a le tableau de signes :

T —00 —1—p—p? ﬁ —p ~+o00
7 _ 2 32 — —
=+ D) +p +p +p + 0 0+
(I-px—1 - - 0 + +
*+(p+1)’a+p°+p°+
R - 0 + I - o0 +

L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors

1

1
{1 -p-1° |V [=p, +ool.

(b) Sipe ] 1_2‘/5, 1 [ —{0} On a le tableau de signes :

T —00 —1—-p—p? —p ﬁ 400
> —(p+ D)% x+p°+p*+p + 0 - 0 + +
(I-plx—1 - - - 0 4+
+p+ D) e+ +p7+
- p(lf:;;aﬁfl P=b - 0 + 0 - || +
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L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors

(c) Sipe ]1, \3/5[, On a le tableau de signes :

T —00 ) —1—p—p? —p —+o00
+(p+D%+p"+p  +p + + 0 - 0 +
(I-px—1 - 0 + + +
22— (pt ) 2e 1ot
p(l—p)l‘fl E 4 - || + 0 - 0 +
L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors
1
}—,—1 —p—p*| U[—p,+oo].
l—p
(d) Sipe ] V2, 1+2\/g}’ On a le tableau de signes :
T —00 —1—-p—p? 1T1p —p 400
> —(p+ 1) x+p°+p*+p + 0 — - 0 +
(I-plx—1 + + 0 - —
+(p+ D) a+p+p7+
: p(lf:;;aﬁfl P=r + 0 - 0 + | -
L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors
1
}*OO,*]. *p*pQ:I U:|m, :| .
i 1+v5 ; .
(e) Sip> =522, On a le tableau de signes :
T —00 —1—-p—p? —p ﬁ 400
= (p+ D% +p +p +p + 0 - 0 + +
(I-plx—1 + + + 0 -
+p+ D) e+’ +p7+
z (p(l_pa;xfl P +p + 0 -0 + | —

L’ensemble des solutions de I'inéquation est alors

o2 L
]—o0,-1-p p]U{p,lp[-

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.42

15

Les relations 1 a 3 et 5 sont fausses. Pour montrer qu’une relation est fausse il suffit de trouver un
contre-exemple X, A, B, C' de nature géométrique (un dessin suffit) ou algébrique (par exemple X = N,
A=1{1,2,3,4}, B=1{3,4,5,6} et C ={2,4,5,7}.)

La bonne réponse est 4. La démonstration se fait a I'aide de la distributivité de I'intersection sur la

réunion :

(AN(BUC)U(BNC)=(ANB)U(ANC)U(BNC) = L.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.43
Les affirmations exactes sont : 1,6,7,9,13,15,16.

SOLUTION DE L'EXERCICE 1.44
1. Traduction des relations (a) a (f) :
(a) :
(b) :|Vh e H, h ¢ M,|ouencore|h € H=h¢ M,

,ouencore|h€H¢h€M|,soit|HCM.|

.| soit | H c M.
.| soit | M c H.

(d) :‘Vmeﬁ, m§7§H,‘ouencore‘m¢M:m¢H,‘soit‘m€ﬁ:mEﬁ,‘soit M cCH.

(e) :‘HhEH, h¢M,‘0uencore
() :‘HhEH, heM,‘ouencore

2. Lien logiques entre les relations (a) a (f) :
On a notamment :
— les relations (a) et (d) sont équivalentes;

les relations (b) et (c) sont équivalentes;

— la relation (e) est la négation de la relation (a) (et donc de (d));

— la relation (f) est la négation de la relation (b) (et donc de (c));
la relation (a

(b

(c) :‘VmGM, m¢H,‘ouencore‘m€M:>m§ZH,‘

£);
)

(d)) implique la relation

) (ou
— la relation (b) (ou (c)) implique la relation (e) ;

b

(
(
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.45

Négation de la phrase :

La négation de “Tous les habitants de la rue Pirandello qui ont les yeux bleus gagneront au loto

”

et prendront leur retraite avant 50 ans.” est “Il y a des habitants de la rue Pirandello qui ont les

yeux bleus, mais qui ne gagneront pas au loto ou” prendront leur retraite apres 50 ans.”
Modélisation :

Soit H l'ensemble des habitants de la rue Pirandello qui ont les yeux bleus, G ’ensemble des
gagnants au loto et R I’ensemble des personnes qui prendront leur retraite avant 50 ans. La phrase
signifie alors

soit encore : | H C G N R. | Sa négation peut donc s’écrire :

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.46
L’équation du second degré 222 — 3 = 0 a deux racines réelles : \/g et — %, donc 222 — 3 est

strictement négatif pour =z € }—\/g, \/g[ Par ailleurs I’équation —4z2 + 2z — 1 n’a pas de racines

réelles; donc —4z? + 2z — 1 est strictement négatif pour tout z. Il n’y a donc pas de solution i.e.

I’ensemble recherché est

7“ou” mathématique, c’est-a-dire : 'un, 'autre, ou les deux
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.47

Ona:
Tx + 10 1 o 7$+10_ 1 >0
T2 x—5 T2 x—5

(Tz + 10)(x — 5) — Tz?

< Tx2(x — 5) >0
—25(z + 2)

<:> . ——
T22(x —5)

(x—22—(z-2)(z—10)<2? 2z & (r—2)>—(z—2)(z—10) —z(zr —2) <0
< (z—-2)8-12)<0

En faisant un tableau de signes on obtient ’ensemble des solutions : || — 2, 0[U]0, 5[.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.48
L’inéquation x + ﬁ < 2 s’écrit aussi : %2;& <0
Deméme:f2<x+ﬁ¢>2x2+ﬂﬁ¢>0
L’équation du second degré 22% — 4x + 1 = 0 a deux racines réelles : 1 + % et 1 — % L’équation du

second degré 222 + 4x + 1 = 0 a deux racines réelles : —1 + % et —1 — \/Li On a donc le tableau de
signes suivant :

1 1 1 1
227 —4a + 1 + | — | +
2
2x 77‘493+1 _ || + | _ | +
227 + 4z + 1 + | — | +
207 ot _ | + | — +

. . . ’ . . ’ . . 27 2
On voit ainsi que x ne réalise simultanément les deux conditions % < 0et MZA > 0 que
lorsque c’est un élément de I’ensemble :

SR P AR |

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



18 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

Solutions des exercices du chapitre 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.3

Il faut faire un dessin en utilisant (sur ’axe des abscisses) que;

3 1 1 1 1
el <2 <0< V2-1< - <V3<V241<24+ —<3,
2 V2 2 2 V2

et (sur l'axe des ordonnées) que :

1
1<2<3<4<5<6<7<?5<8<9.

On voit qu’on obtient la réunion suivante de 4 pavés disjoints :

ANB=(]-1,0] x [3,4]) U ([1,0] X {7, ?]) U ([\/5,\/§+1] X [7,8]) U <{2+%,3} x [2,4]).

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.4

1. Solution du premier systeme :

(z,y) € {(170); <1%> ;(=1,0); <1%) }

2. Solution du second systeme :

(xay) € {(07 1); (07 _1)§ (L O)? (L —1); (_15 O)? (_17 1)} .

3

NB : ne pas simplifier par 2 dans I’équation z° = x sinon on ”perd” les deux solutions (x,y) telles

que x = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.5

On trouve comme ensemble de solutions :

| (j—o00, 1[U]2,4] U [5, +00]) x {2} ]

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.6

1. Solution du premier systeme :
En développant et simplifiant, la deuxieme équation du systeme s’écrit :

2 —x4+y? =0,
donc le systeme est équivalent a :

z(z?+y?*) —y* =0
o TR J

En remplacant 22 + y? par = dans la premiere équation on obtient le systeme équivalent :

22—y =0
22ty =z
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En additionnant la premiere ligne a la deuxieéme on obtient le systéme équivalent :

22 —y?=0
22 =z
On résout la seconde équation qui est une équation du second degré en x ; on trouve deux solutions
pour x, a savoir 0 et % Le systéme est donc équivalent a :

1 1
(x=0et —y2=0)ou(x:§etz—y2=0)

soit trois solutions : | (z,y) € {(0,0), (3,3),(3.-3%) }.

2. Solution du second systeme :
Les deux premieres équations donnent les valeurs possibles de = et y et on déduit les valeurs
possibles de z d’apres la troisieme (in)équation :

ZQQOSix:y:O, soit z =10
9 . 1 .
z +22+1<051x=y:§, soit z = —1

1 1
22+2z71§OSix:§ety:f§, soit z € [717\/5,71+\/§}.

Au total I’ensemble des solutions est donc :
11 1 1
= —_ —_ _1 - —_—
S {(070,0)7<2727 )}LJ{(Q7 272)

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.9
Sia#1 (z,y) = ( L1 ) est une solution. Si a # —1 et (a+1)(a—3) > 0 alors une autre solution

a—1’a—1
L+,/e5F 1/
)= 2 ' 2

ze{—l—ﬁ,_uﬂ}}.

est :

(z,y

Il n’y a pas d’autres solutions.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.10
On fait le changement de variable a = V22 — 3z + 2 :

— Vi _3z+2
x23x+52\/x23x+2@{ = Vat— 3T+

a®+3=2a

L’équation du second degré en a n’a pas de solution, donc I’équation de départ ‘ n’a pas de solution.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.11

1. Les x pour lesquels ’équation a un sens :
La quantité /22 — 1 n’est définie que lorsque 22 — 1 > 0 c’est-a-dire x €] — 0o, —1] U [1, +-o0[. Par
ailleurs la quantité /22 — p est définie :

— toujours si p < 0
~ pour x €] — 00, —/p] U [\/p, +oa, si p > 0.
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Ainsi pour p < 0 la somme \/x2 — p+2v22 — 1 n’est définie que pour x €] — oo, —1]U[1, +-oo[. Et
pour p > 0, elle n’est définie que si x appartient & I’ensemble :

Iy = (] =00, =1 UL, +o0]) N (] = 00, =v/p] U [V/p, +o0[.
Or,pourp>lona,p=1let—\/p<—1,dou:
I, =] — 00, —/p] U [y/p, +00].
PourO<p<lona,p<let—\/p=>-1,dou:
I, =] — 00, —1] U [1, +o0.

Finalement on voit que I’équation n’a de sens pour les z appartenant a I’ensemble suivant :

| — o0, —1] UL, +o0[ sip<1
]7007*\/1_7]U[\/1_77+oo[ Sip}]_.

2. Il n’y a pas de solution négative :
En effet comme la fonction racine carrée n’a que des valeurs positives, on voit immédiatement que

\/1'2 —p+2v22 —1 >0 pour tout .| Il n’est donc pas possible que, & la fois, z < 0 et z =

\/1'2 — p+ 222 — 1. On n’envisage pas non plus la solution x = 0 car I’équation n’a alors pas de
sens.

3. Systéme équivalent :

On vient de voir qu’on peut se restreindre 51‘ x strictement positif. ‘ L’équation est alors équivalente

(Va2 —p+2va2 —1)% = 22,

a:

soit :
22 —p+ava? —pyva? —1+4(2? —1) =22
soit encore :

42> —py/a? — 1= —4a® +4+p. (Eq)

Pour que cette équation ait des solutions, ‘il est donc nécessaire que —4z? +4 4 p > 0. | Dans ce

cas on obtient une équation équivalente en élevant a nouveau au carré :

(422 = pVa? —1)% = (—42® + 4+ p)?,

soit :
16(z — p) (22 — 1) = (—42? + 4+ p)?,

soit, en développant :
162* — 16(p + 1)2? + 16p = 162* — 8 (4 + p) 2 + (p + 4)?,

soit, apres simplifications :

216 —8p) = (p +4)° — 16p = (p — 4)*.]
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4. Résolution de 1’équation :
Sip =2, 1equat10n précédente s’écrit 022 = 4; il n’y a donc pas de solution. Si p > 2 , on
obtient 22 = (1% A;) < 0 ce qui est impossible; il n’y a donc pas de solution. Si on obtient

e = > regardons alors si la condition z2 + + p > 0 est satisfaite :
2= =4 - 0; regardons alors si la condition —da” + 4 0 f
4—p)
—4a® + 4 Y e )
= +4+p 16— 8p +4+p
(4-p)?
= 4
op 4 +4+p
_ @-p?+U+p@p—9
2p—4
_ 3p? —4p
2p — 4
On fait alors un tableau de signes :
p —00 0 % 2 400
2p —4 — | +
3p° —4p + | - | +
3p7—4p
2p—4 - | + | - || +

Compte-tenu de la contrainte p < 2, on voit donc que cette condition n’est satisfaite que pour
p € [0,3]. | L’équation z*(16 — 8p) = (p + 4)? — 16p = (p — 4)* admet alors deux solutions
opposées; la seule solution positive est :

_ _4-p
16 —8p

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.12

Faire des changements de variable pour se ramener a des systémes linéaires.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.13

1. C’est un systeme de Cramer de solution :

111
(:c,y,z): 7171;5 .
2. Le systeme a un ensemble de solutions paramétrées par R.

3. Il n’y a pas de solution.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.15

1. Une solution ( ) (1,— 7. Une infinité de solutions (& préciser).
2. Une solution ( = (- % 79) 8. Pas de solution.

3. Une solution (x Y,z ) =(1,2,3). 9. Pas de solution.

4.

Une infinité de solutions : 10. Une infinité de solutions (& préciser).

{(z,-22,2) | z eR}. 11. Une infinité de solutions (& préciser)
Pas de solution.

ot

6. Une infinité de solutions :

{(2,9,2) |y, 2 € R}.
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12. Une infinité de solutions

9
{ (—Ew—2,2z—3w— 1,z,2+3w,w) Z,W € R}.
13. Pas de solution. 17. Une solution (z,y, z) = (0,0, 0).
14. Une infinité de solutions { (z,z,x) | x € R}. 20. Une solution (z,y, ,t) = (1,2, 3, 4).
15. Pas de solution.
16. Une infinité de solutions : 21. Une solution (z,y,2,t) = (0,-2,1,3).
{(83—-22,22—-2,2)| z€e R}. 24. Une solution (z,vy, z,t) = (1,—1,2,0).

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.16

On utilise la méthode de Gauss :

(V3-V2)z+V2y = —\/g Ly
_1_\%

V2r+ (V3+V2)y = Lo
V2r+ (V3+V2)y = -1-2 Ly
T\ VAVI-(B-VDWE VDY = VE(/2) - (VB vD) (~1- &) VL - (VB VAL
Orona:

(V3V2- (VB VO)(VB+VD) = VT - (VB - v2) =2-3-2) = 1.

et
2 1 V2V/2 1 1
va(-2 ovp(a-) = 22k
3) VRV 73 G G
2 1 1
S SN FU B S &
V3 V2 3
2v/3 2 3
- _i+\/§+£_\/__£
3 2 3
_ V2
N 2
La résolution du systeme échelonné obtenu ci-dessus donne alors :
— _V2
¥y = 2
_ _ V2V3 _ V3,3 _ 3
{x = (1B =E (- A+ BB ) =R F -

Il y a donc une unique solution :

37 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.17

Le pivot de Gauss donne :

T+ 3y +5z— 4t = 1 Ly
r+3y+3z—2t4+w = -1 Lo
r—2y+z—t—w = 3 L3
r—4dy+z+t—w = 3 Ly
r+2y+z—t+w = -1 Ls
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c+3y+5z2—4t = 1 Ly
—2z+42t4+w = -2 Ly~ Lo — Ly
= —by—4z+3t—w = 2 L3 < Ls— 1,
—Ty—4z+5t—w = 2 Ly < Ly— 14
—y—4z+3t4+w = -2 Ly < Ls— 14

On permute les colonnes pour avoir un pivot plus simple :

z +3y+5z2—4t = 1 Ly
+w —2z+4 2t = =2 Lo
S —w—-by—4z4+3t = 2 Ls
—w—Ty—4z4+5 = 2 Ly
+w—y—4z+4+3t = -2 Lj
z +3y+d5z—4t = 1 Ly
+w —2z4 2t = =2 Lo
& —5y — Tz + 5t = 0 Ly < L3+ Lo
—Ty—Tz+ 7Tt = 0 Ly < Ly+ Lo
—y—z+t = 0 Ly < Ly — Lo
r +3y+5z—4t = 1 L
+w —2z4 2t = =2 Lo
& —y—z+t = 0 Ls
—2z = 0 L375L5
0 = 0 Ly—TLs

On voit que le systeme et de et qu’on peut exprimer toutes les solutions en fonction de la
variable ¢ :

z = 0
= t
4 teR
w = —2-2t
x 1-3t+4t=1+t¢
SOLUTION DE L’EXERCICE 2.18
On utilise la méthode de Gauss :
r+iy+iz+3it = 1 Ly r+3y+iz+it = 1 L
x—%y—l—%z—l—t = 2 L2 —%y—&-%z—l—%t = 1 LQ—leL/Q
20+ iy+22423 = 3 Ls & “2y4+lz43t = 1 Ly—2L1=14%
2x7§y+z+2t = 4 Ly f%y+%z+%t = 2 Ly—2L =1}
dx+Iy+32+5t = 5 Ls “dy+iz+3t = 1 Ls—4Li=1L}
z+sy+3z+3t = 1 LIy
Sy ta+3t = 1 L
& 0 = 0 Ly—1L,
0 = 0 L,—2L,
0 = 0 Li—1L,
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Le systeme initial a méme rang que le systéme échelonné obtenu, donc |le rang est 2. | La résolution

du systeme échelonné peut alors se faire en fonction de deux variables libres z et ¢ :

{ y = —S(1-d:-3n=—041,4 94

— 1,1, _ 1y _1_1/_6 1 94 _ 1, _1,__8_ 13, _ T
v = l-gy—zz—gt=1-3(-3+52+t) — 32— gt =75 — 552 — 15¢

L’ensemble des solutions est donc
§—§z—lt —g—i—lz—i—gt Z,t
5 30 1007 5 5 1077

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.19

Le systeme est équivalent au méme systéeme ol on a ajouté la somme des équations :

m+1)(x1+4x,) =1+ +n.

Apres avoir divisé par n+ 1, on la retranche & chacune des autres lignes ( ¢’est une opération de pivot)
et on obtient alors qu’il y a une seule solution donnée par

n+1

ey Ty =

1 1+---4+n
n+1

= n+1

, L2

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.21

Notons ¢ le nombre de chars qui partent en pique-nique, et n ne nombre d’occupants par char au
départ; il y a donc nc participants au pique-nique. Lorsque, a mi-chemin de I’aller, dix chars sont en
panne, il n’en reste plus que ¢ — 10 utilisables; et chacun emporte un passager supplémentaire, soit n + 1
passagers. Le nombre de passagers qui repartent est donc (¢ — 10)(n+ 1) ; comme aucun convive ne reste
au bord de la route, il y en a autant qu’au départ, soit :

ne = (¢ —10)(n + 1),

soit en développant et en simplifiant :

[0=c—10n - 10]

Lors du retour, lorsque quinze autres chars deviennent inutilisables, il n’en reste donc plus que c—10—15 =
¢—25; et chaque char emporte alors n+ 3 passager (trois de plus qu’au départ). Iy a donc (¢ —25)(n+3)
passager au total, et comme tous reviennent a Rome, on a :

ne = (¢ — 25)(n + 3),

soit en développant et en simplifiant :

[0=3c—25n - 75.]

On obtient ainsi un systeme de deux équations a deux inconnues n et ¢ que 'on résout par la méthode
de Gauss :

c—10n = 10 Ly o c—10n = 10 Ly o n = 9
3c—25n = 75 Lo 5n = 45 Lo — 3Ly c = 10+ 10n =100

On conclut donc qu'|il y avait ¢ = 100 chars au départ et nc = 900 participants. ‘
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.22

On résout le systeme :

z4+t = = (Na)
3z+s = z (0)
2s = z (H)

z+t = 2y (Br)

On trouve une infinité de solutions donnée par (x,y, z,t,s) = (62, 3z, 2,5z, 3z) pour toute valeur de z.
En chimie on peut prendre par exemple z = 1 d’ou la réaction :

6 NaOH + 3 Bry — NaBrOs + 5 NaBr + 3 Hy0. |

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.23

On introduit 6 inconnues pi,...,pg qui sont les probabilités de chaque face. Les cinq conditions
données donnent cing équations linéaires en p1,...,ps. On ajoute la condition évidente suivante :

p1+---+p6=100%:1.

On résout le systeme et on trouve :

p=10% p2 =10% p3 =30% ps =20% ps = 10% et pg = 20%.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.25

On trouve :

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.30

— a une seule solution x =y =2=0si A # 2
— a pour solutions (z, z, z) pour tout = réel si A = 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.32

On a I’équivalence suivante :

z4+y+z = —m(z+1) (I+m)x +y +z = —-m
3z+3y+z = my & 3z +(3—m)y +z = 0
3r+3y+z = —mz 3z +3y +(1+m)z = 0

On a donc affaire & un systeme d’équations linéaires que ’on résout par la méthode de Gauss :

(1+m)z +y +2z = -m I
3x +(3-—m)y +z = 0 L
3x +3y +(1+m)z = 0 Lg
3z +(3—=m)y +z = 0 Ly
= my +mz = 0 L3 — L2 = Lls
B-14+m)B3-—m))y +B—-(1+m))z = —-3m 3L1 — (14+m)Ly = L)
3z +(3—m)y +z = 0 L
& my +mz = 0 Lj
(m?—2m)y +(2-m)z = -3m L}
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- le systeme s’écrit alors :

3z +3y +z = 0
0 =0
2z 0

z =0
T o=y

Donc ’ensemble des solutions est ‘ {(z,—z,0) | z € R} ‘

- on peut simplifier le systéme en divisant Lj par m, soit :

3z +(3—m)y +z = 0 Lo
Y +z = 0 #Lg =LY
(m?=2m)y +(2-m)z = —3m L}
3z +(3—m)y +z = 0 Ly
& y +z = 0 L1
(=(m?=2m)+ (2-m))z = —-3m L} —(m?>—-2m)LY =1L}
3z +(3—m)y +z = 0 Ly
& y +2 = 0 LY
(-m?4+m+2)z = —-3m LY
Comme —m? +m + 2 = 0 si et seulement si m = —1 ou m = 2 on distingue trois cas :
- le systeme s’écrit alors :
3 +4y +z = 0
y 4z = 0
0 = 3
Il n’y a pas de solution.
- le systeme s’écrit alors :
3r +y 4z = 0
y +z = 0
0 = -6

Il n’y a pas de solution.

— ‘ Sim#2etm=#—1 ‘ on a un systeme de Cramer dont la solution est donnée par :

—3m

2= —

—m2+m+2

3m

= =———
Y —m2+m+2 ( 2)

1 _ (m=2)y __mm— — m
=Llm=—3y—2) = = - _
v=35(m=3)y-2) 3 -m24+m+2 m+1
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En conclusion, I’ensemble des solutions est :

0 sime{-1,2}
g— J{(z,—2,0) [z R} sim=0
m 3m —3m
- i R—-{0,-1,2
{< m+1’—m2+m+2’—m2+m+2>} stm € {0.-1,2}

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.34

On échelonne le systéme (génériquement). On trouve que :

2 simé¢{3,-3}

rang(5) = {1 sime{3,-3}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.35

On échelonne le systéme (génériquement) :

z+ (m—2)z+2y

(S)es 2m—1)z+(m+4)y = 0
m(m—2)y = 0.
On voit donc que le rang est :
i 1,2
cang(s) _ {3 Sm#{0.1.2)
2 sime{0,1,2}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.37

— Sim ¢ {1,2} il y a une seule solution x = - et y = .
— Sim =21l n’y a pas de solution.
— Sim =11l y a une infinité de solutions : { (1—ga,y) | Yy € R} )

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.38

1. L’ensemble des solutions est :

) sim=—4

4 4
<3(m+§),m+§>} sim#4etm#—4

m+4 "m+4
9—14
( 7y,y)‘y€R} sim=4

2. L’ensemble des solutions est :

sim=0

% 2%)} sim#3etm#0

xER} sim=3
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3. L’ensemble des solutions est :

. 7
) sim=—g
{(=2,4—22z,2) | z€e R} sim=0
12m + 12 4 12 7
i 0 et —=
{( 3m+ 7 ’3m+7’3m+7)} sim#0etm# =3

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.39

On échelonne le systéme par la méthode du pivot de Gauss :

M+y+z=1 I r+Ay+z=2A Lo
rtAyt+z=A Ly & (1=M)y+(1-Nz=1-X Ly —ALy=Lj
r+y+Az=2 L3 (1=Ny+A=1z2=X -\ Ls—Ly=1L}
THAYy+z=2A Lo
S -ANy+A—1Dz=A-) LY
(1=X) A+ DA-1)z=(1-2) — A+ 1A =A) Lf — (A+ 1)}
r+AYy+z=2A L,
SL1-ANy+A-1)z=A-) L

(1=X)A+2)z=(1-X)(1+))?

‘ Si A est différent de 1 et —2, ‘ les coeflicients diagonaux du systeme triangulaire obtenu sont non nuls;
ainsi

‘1e systeme admet une unique solution |, donnée par :
_ (+D)?
= At2 2 2
A1 A1
v= s (V=N - 0= DS ) = -a+ BF =+
_ 1 A+D? a4
T=A-As T S5 T Tae
Le systeme s’écrit alors
r+y+z =1
rTtyt+z =
z+y+z =1

U

11 se réduit ainsi & la seule équation x + y + z = 1. Les solutions sont donc | de la forme (z,y,1 —z —y)

pour tous les réels x et y.

Le systeme s’écrit alors
—2x+y+z=1 Lg
T—2y+z=-2 Lo.
r+y—2z=4 L3

La méthode du pivot de Gauss donne le systeme équivalent suivant :

T—2y+z2=-2 Ly
—3y+32= -3 L1 +2L2
3y —32=6 Ls — Lo,

et I'on constate que les deux dernieres lignes sont incompatibles. Il n’y a donc | pas de solution.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.41

4. L’ensemble des solutions est :

1-2a—ata?
(T ] e
0 sia=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.44

. flx)=0.

. Vk € Z, sin(kr)(xz) = 0.
.VzeR, sinz=0<(
.y €R, Vx eR, f(z) =
ou bien : Vz,z’ € R, f(z) = f(a').
8. Vyo €R, Iz €R, f(z) # yo
ou bien : 3z, 2’ € R, f(z) # f(2').

N O O ke W N
<
8
m
>
Kﬁ
—

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.47
1. Non car sinon on aurait : f(1) = f(12) =1 et f(1) = f((-1)%) = —1.
2. Oui, par exemple f définie par : f(y) =y — 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.49

1. Cas ou f(0) #0:

En prenant 2’ = 0 dans la relation (R), pour tout z on a :
f(@) = f(z+0) = f(x) + f(0) + f(0) f (=)
& 0= f(0)+ f(0)f(z)
& 0=f0)1+ f(z))
S 14 f(z)=0 (carf(0) #0).

Donc, pour tout z, on a f(x) = —1 i.e. ‘ f est la fonction constante qui vaut -1.

2. Cas ou il existe zy tel que f(z9) = —1:
En prenant ' = z¢ dans la relation (R), pour tout x on a :

flatx) = f(@)+ fl@o)+ f(z0)f(2)
= fla)—1-f(z)
= -1

Comme c’est vrai pour tout x, on peut remplacer x par  — o ; on obtient alors : f(z) = f((x —
xo) + 29) = —1 Done, pour tout z, on a f(x) = —1 i.e. ‘ f est la fonction constante qui vaut -1. ‘
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3. Relation f(z)+1>0:

En appliquant la relation (R) avec § et 3 on trouve :

fo = 1(3+3) =)+ (5) (57 ()
= w(3)+s(5)

fl@)+1 = 1+2f( )+f( )
e

Or par hypothese f (%) # —1, donc (1 + f (%))2 > 0, d’ou le résultat.

NGNS

o8

4. Relation f(nz) = (f(z)+1)" —1 pour n € N :

Montrons sur n > 0 la relation R(n) suivante :
f(nz) = (f(z) + )" = 1.

— La relation R(0) signifie : f(0) = (f(x) +1)° — 1.
Elle est vraie car y° = 1 pour tout y.
— Si la relation R(n) est vraie i.e.

flnz) +1 = (f(z) +1)"

alors :

f(ln+Dz) = flnz+x)
I(

— f(na) + f(@) + f(2)f(na)  dapres (R)

= (flo)+1)(f(nz)+1) -1

= (f@)+1(fx)+1)" =1  d’apres R(n)

= (fl@)+1)" -1

Donc la relation R(n + 1) est vraie.
SOLUTION DE L’EXERCICE 2.50
La fonction f est donnée par :
—3xr+8 siz< %
fle)=4q z+2 sis<z<5

3z — 8 sib<«x

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.51
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1. La fonction f est donnée par :

22 siz<—1 |
9 .

4x j STlfxgEl

2 —4x 51—?<x<—1ﬁ
f(x) = { 2a? s171ﬁ<:c<1£

2 —4x? si?gxgﬁ

422 — 2 siﬁgxgl

22 sil< .

3. L’ensemble des solutions de 1’équation est :

{é 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.54

11. Inéquation ||| — 5| > ||3z| — 3] :
On écrit 'inéquation sous la forme :

||| = 5] = |[3z| = 3] = 0,

et on explicite la valeur puis le signe du premier membre en fonction de x :

T —5 —2 —1 0 1 2 5
|z| — 5 —x — 5 xz — 5
||z| — 5] —x — 5 | x + 5 5 — x | x — 5
[3z] — 3 —3z — 3 3z — 3
|—3xz| — 3| —3xz — 3 3x + 3 —3xz + 3 3z — 3
[[o] — 5] — [—3x] —3] | 2z —2 I iz + 8 —2z f 2 2z + 2 —4z + 8 [ —2z—2
signe - [ 0 + + + + 0 - -
L’ensemble des solutions est donc l'intervalle : | [—2;2].

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.55

On distingue deux cas :
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1. Si %’C — =220, soit x > %, alors I'inéquation s’écrit :

1
2

soit

Le calcul montre que le trindme correspondant admet deux racines réelles distinctes : -1 et % Il est

2], soit, en tenant compte de la condition z > % : [%, %],

donc négatif ou nul sur I'intervalle [—1, 3

puisque % < %

2. Si %’C - % < 0, soit z < %, alors I'inéquation s’écrit :

soit

4 1
2
e —-ox+-<0
3 3
Le calcul montre que le trinébme correspondant admet deux racines réelles distinctes : 1, % Il est

donc négatif ou nul sur U'intervalle [%, 1], soit, en tenant compte de la condition x < % : [%, %[

L’ensemble des solutions est donné par la réunion des solutions obtenues dans ces deux cas a savoir

c[L2
T -, = -
373

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.56

1. Valeurs de x pour lesquelles I'inéquation a un sens :

Il faut et il suffit que expression |22 — x| — 22 + 2 soit positive ou nulle; on est donc amené A faire
une étude de signe :

T —00 0 1 ~+o00
|z — x| 22 —x —2?t 22 —x
|72 — x| — 22 + 2 22 — 3z +2 -2 —x+2 22 — 3z +2

2

Le trindme X2 — 3X + 2 a pour racines 1 et 2; il est donc positif ou nul sur | — oo, 1] U [2, +00]. Le
trindme —X?2 — X + 2 a pour racines 1 et -2; il est donc positif ou nul sur [~2,1]. L’ensemble des
valeurs de z pour lesquelles 'inéquation est bien définie est donc :

[ (1= 00,0] U [1,+00) N (] = o0, ] U[2, +00])) U (J0, 1[N[-2,1]) = R—]1, 2|

2. Résolution de I’inéquation :

Pour tout € R—]1,2[ comme les deux membres de I'inéquation sont (définis) et positifs, puisque
toute racine carrée est positive, on peut élever au carré, i.e. 'inéquation équivaut a :

|2? — 2| — 22+ 2 < 4,

soit
|2? — 2] — 22 -2 <0.
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On fait alors une étude de signe analogue a la précédente :

x 0 1
|x* — x| 22 —x —2?t 22 —x
|22 — x| — 22 —2 | 2% — 32 — 2 —2? —x—2 22 — 3z —2

2

Le trinéme X2—3X —2 a pour racines 3*T VIT of HT V1T . i] est donc négatif ou nul sur 377 V1T ?’*T VIT |

Le trindme —X? — X — 2 n’a pas de racines réelles; il est donc toujours négatif ou nul. L’ensemble
des solutions est donc :

((] — 0,0] U1, +00[) N lg _;ﬁ, 3 +2¢ﬁ

) U (J0, 1[NR) N (R—]1, 2])

9 3+ V17
’ 2

)

2

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.57

Comme une valeur absolue est toujours positive, pour tout # on a : [#2 — 1| +1 >0
Ainsi I'inéquation a un sens pour tout x et elle est équivalente & :

224+ V2 > |2? — 1| +1,

soit :

22 +V2—1—|22 1] >0.

|x2_1|:{x21 sizé[-1,1]

1-22 sizel-1,1]

L’équation est donc équivalente & :

{212+\/§x2>0 {\/ix>0
ou

z€[-1,1] z ¢ [-1,1]

Le trinéme 222 + 2z — 2 ayant deux racines réelles —v/2 et @ I’ensemble des solutions du premier

systeme est
2
5 >0[1,1] [§11

L’ensemble des solution du second systéme est clairement |1, +0o[. Au total ’ensemble des solutions est :

Goox/ﬁ} U g,Jr

o

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.61

1. Allure du graphe de f :
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\\4

2. Solution de l’inéquation f(x) >y, pour y >0 :
~ siy € [0,1], alors :

A

2

1 | |

0| . 1 3 6 :

y 12-3y

— six €] — 00,0[U[12,400[, alors f(z) =0<y
—siz €[0,1], f(z) > y équivaut & = > y,
— six € [1,6], dans les deux cas, on vérifie que f(x) > 1 >y,

- siz€[6,12], f(z )>yequ1vauta4f— > y soit x < 12 — 3y,
donc au total f(z) > y équivaut a :

Z G]ya 1[U[17 6[U[67 12 — Sy[:]yv 12— Sy[

- siy € [L,2], alors :

A
2
I N I : ______ : ____________
oo 1 3 ! 6 | 2
3y 12-3y
— six €] — 00,0[U[12, 400, alors f(z) =0 <y,

[
-size|0,3], f(x) <1<y,
six € [3,6[, f(x) >y équivaut a § > y, soit x > 3y,
—sixz € [6,12[, f(x) >y équivaut a 4 — £ >y soit x < 12 — 3y,
donc au total f(z) > y équivaut a x €]3y, 12 — 3y|.
— sl y > 2, dans tous les cas, on a f(x) < 2 <y, donc il n’y a pas de solution.

En résumé

Jly,12=3y[  siye[0,1]
Sy = ]3:(/)12_ 3y[ si Yy € [172[
siy > 2.

C’est donc bien soit vide, soit un intervalle ouvert de R.

3. Calcul de ¢(0), puis g(y) :
L’étude précédente indique que g(0) = 12, puisque Sy =]0, 12[. De méme

g(y) = (12 - 3y) — 3y = 12 — 6y si y €]1,2].
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Plus généralement :

12—4y siyel0,1]
gly) =q12—6y siyell,2]
0 siy > 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.73

C’est la suite constante qui vaut 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.75

En calculant les premiers termes on devine que u,, = n + 1 et on le montre par récurrence.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.78

1. L’équation caractéristique a une racine double, 2 i.e. u,, = (An + p©)2". Alors

u0:1 = u
uy =4 = 2(A+p)

d’ou ‘ Up = 2"(n + 1). ‘

2. L’équation caractéristique a deux racines 1 et 2 i.e. u,, = A2™ + p1™. Alors

{ulzl = 2)\-‘,-/.1

Uy =3 = 4)\—1—,u

4. L’équation caractéristique est : 22 — 3z —4 = 0. Apres calculs on trouve deux racines distinctes —1
et 4. La suite (u,) est donc de la forme

Up = a(—1)" + 4™
On trouve « et 8 grace a ug = uy = 2, ce qui donne :

u=a+0=2
u = —a+46 =2

)

55

6 4
d’ott apres calcul : (o, 8) = ( ) . Donc : |u, = % (6(—1)” + 4”‘“) i

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.80

Notons que si (u,,) une suite arithmétique de raison r alors :
Uz =uy + 7 et ug =ug 4+,

soit
rT=Uu2 — U1 = U3 — UQ.

Réciproquement si trois nombres wy, us, uz vérifient us — u; = usz — us, alors il est clair que la suite
arithmétique de premier terme u; et de raison us — w1 a pour trois premier termes : uq, us,ug. Ainsi
on a montré que trois nombres uy, us, us sont les trois premiers termes d’une suite arithmétique si et
seulement s’ils vérifient : us — w1 = usz — us

soit :

2U2_U3_U1:0.
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1. Lorsque a?,b?, ¢? forment le début d’une suite arithmétique :
Remarquons que :

2 1 1 _ 2(b+c)at+b)—(a+c)a+b)—(a+c)(b+c)
a+c b+c a+d (a+c)(b+c)(a+D)
20 + 2ab + 2ac + 2bc — (a? + ab + ac + be) — (2 + ac + be + ab)
B (a+c)(b+c)(a+D)

202 —a? — 2
(a+c)(b+c)(a+D)

Ainsi on voit que :
2 1 1

a+c_b+c_a+b

d’otr il résulte que a2, b2, ¢ sont les trois premiers termes d’une suite arithmétique si et seulement
1

b+c c+a a+b
2. Réciproque :
Déja traité juste avant.
3. Cas de a® — bc,b® — ca,c® — ab :
On remarque que :

202 —a? — 2,

si c’est le cas de

2(b% — ca) — (a®> —bc) — (> —ab) = 2b%+be+ ab—a® — ¢ — 2ac
= 20 +b(a+c) — (a+c)?
— @—(a+)b+(at0)
Ainsi si a, b, ¢ sont les premiers termes d'une suite arithmétique, i.e. 2b—a—b = 0, alors a® —bc, b> —
ac, ¢? — ab sont aussi les premiers termes d’une suite arithmétique. Par contre la réciproque n’est
pas vraie puisqu’on peut avoir 2(b* — ca) — (a® — be) — (¢ — ab) = 0 alors que 2b —a — ¢ # 0 : il
suffit pour cela que a + b+ ¢ = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.84

1. La suite (u,) est bien définie :

La fonction f n’est pas définie lorsque 2z 4+ a = 0 soit |z = —3 Pour que la suite (u,) soit bien

a
définie il faut et il suffit qu’aucun terme ne vaille —5 de sorte que le terme suivant soit bien défini

a
lui aussi. Comme a est strictement positif, on a —3 < 0; il suffit donc de montrer que tous les

termes sont positifs. Pour cela montrons | par récurrence | sur n > 0 la relation : “le terme u,, est

bien défini et strictement positif”.
— la relation est vraie pour n = 0 car ugy est donné et strictement positif
— si la relation est vraie a ’ordre n , alors on a u, > 0. Donc

2Up, +a>a>0et auy +2>2 >0,

donc le quotient est bien défini et strictement positif; c’est w,41.
Remarque : la démonstration précédente ne fait que reprendre la démarche de la proposition 2.4.3
que ’on peut aussi utiliser directement en expliquant que :

VY >0, f(z) > 0.

Par contre il n’est pas vrai que :

Vo # =2, f(@) #—5
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2. Relation entre v, et v, :

Ona:

Donc finalement

3. Expression de v, :

N . ;s . . , s . a —
D’apres la question précédente on voit que (v,,) est une suite géométrique de raison m
a

Un+1 =

Un+1 — 1
Upy1 +1
flun) =1
fluy) +1

aup+2 1
2un+a

aun+2
2un+a +1

aun+2—(2un+a)
2un+a

aun+2+(2u,+a)
2un+a

auy, + 2 — (2u, + a)
atn + 2+ (2uy, + a)
(@ —2)up, + (2 —a)
(a+2)u, + (2+a)
a—2u, —1

a+2u, +1
a—2
= Un
a+2
a—2

Un+1 = ———=Un.
n—+ a+2n

on peut exprimer le terme général en fonction de n et du premier terme i.e. :

soit :

4. Expression de u,, :
De

on déduit :
soit :
soit :

soit :

a—2 ug — 1
Uy =
a—|—2 U,Q-Fl
Uy — 1
Up = ’
Uy + 1
(up + Doy, =uy — 1,

UnUn

+ vy = u, — 1,

UpUp — Up = —Up — 1,

Up(vp — 1) = —v, — 1,
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soit, comme v, # 1 (puisque v, = ﬁ) :

_vp+1
1—wv,

soit, d’apres la question précédente :

a—2 an—1+1
a+2 uo+1

Uy = .
" 1 a—2\" wo—1
\a+2) wtl

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.85

1. La suite de terme générale — est géométrique.
n

1, 3"
2. On trouve |u, =2" 217

3. On trouve | u, = 22"~

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.86

1. Notons u, la population du pays a ’année n. D’apres les indications de I’énoncé la population
diminue de 1% chaque année, soit :

99

Vi, Uiy = ——
" Unt1 =100

Uy«
On a donc : u, = (ﬁ)nu
- Yn = \100 0-
La population aura diminué de la moitié (au moins) lorsque u,, < %2,
. . 99 n
soit : (W) uy < G
. o n
soit, puisque ug > 0 : (%) < %
soit, puisque la fonction In est strictement croissante : nIn (%) <In

1
soit : n > lnl(n—gi)268,9 soitm

=

100

2. La situation es modélisée par :

99
Ug = 100000 et Up+1 = 1—00un — 1000.

NB : une modélisation par :

99
U = — (u, — 1000
n = 1gp (Un )
serait acceptable aussi; elle donnerait un résultat proche.
In %

Le calcul donne de méme : n > e ~ 28,6
o\ 100

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.87

Notons u,, nombre de couples de lapins au n® mois; on a :

ur =1, ug =1, ¥n =2 0, upy2 = Up41 + Un.
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En effet s’il y a u,, couples au mois n, ils se répartissent en u,_; agés de plus d’un mois et u, — Un,_1
n b
qui sont nés le mois précédent. Le mois suivant il y en aura donc :

Up+2 = 2“7171 +Up —Up—1 = Up+1 + Up.

Le calcul complet du terme général de cette suite récurrente linéaire d’ordre deux donne alors :

() ()

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.88

1. Calcul de us :

Un carré de coté 2 peut étre pavé par un carré de coté de 2 ou bien par deux rectangles de cotés
1 et 2, mais il y a deux manieres de les positionner. On a donc

ou ou

Calcul de us :
On a les pavages possibles suivants :

ou ou ou ou

On a donc

2. Relation entre u, (o, 4,1 €t u, :
Pour former un pavage du rectangle de longueur n + 2 et de largeur 2, si on commence par remplir
la gauche du rectangle; il n’y a que trois possibilités :
— on place un carré de coté 2; il reste alors un rectangle n x 2 a paver; il y a donc u,, pavages de
ce type :

N

— on place un rectangle 1 x 2 dans le sens de la largeur; il reste alors un rectangle (n +1) x 2 &
paver; il y a donc u,41 pavages de ce type :

— on place un rectangle 1 x 2 dans le sens de la longueur; on est alors obligé d’en placer un autre
parallelement, et cote a cote; il reste alors un rectangle n x 2 a paver; il y a donc u,, pavages de
ce type :

On obtient donc la relation | uy4+2 = Upy1 + 2.

3. Calcul de u,, :
La suite (u,,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 et on connait ses premiers termes.
On sait donc calculer son terme général en fonction de n. L’équation caractéristique est :

2 =x+2,
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qui a pour racines 2 et -1. Donc il existe A\, 4 € R tels que, pour tout n :
Up = A(=1)" + p2".
On calcule A et p par :
3=us=A+4u 2 1

Spu=-et A= .
b=uz=-A+8u 3 3

D’ou finalement, apres simplifications :

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.89
La suite vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est :
5 m? m+1

v 7m—1x+m—17

0.

Son discriminant vaut :

m? \? m+1 m*—4m?+4 m2 —2\°
m—1 m—1 (m—1)2 m—1

7Sim2727é0,soitm§é{f\/§,\/§}:

Alors 'équation caractéristique a deux racines réelles distinctes :

1/ m? m2—2 m? —1
T1 = + = =m+1

2\m-—1 m—1 m—1

1 m2 m2—2 1
To = — — = .
2\m-—1 m—1 m—1

Donc il existe A, u € R tels que, pour tout n :

]
n=A nt 4 ——.
u (m+1) Jr(m—l)"
Calcul de A, p :
w=0=A+p PN A= 2
up =1=Am+1) + 5 “:%;TQ

Donc :

m—1

— Si m = /2 : Alors 'équation caractéristique posséde une racine double

2 1 241
m V2t 1+V2.

xlz =

2(m—1)  V2-1 (V2-D(V2+1)

Donc il existe A, u € R tels que, pour tout n :

un = (An + p)(1+V2)"™.
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Calcul de A, p :

u=0=p A= 1+1\/§
ur=1=A\+p)(1+v2) p="0
Donc :
Uy = n(1+v2)"" L
— Si m = —/2 : De maniére analogue au cas précédent on trouve :

Up = n(1 —V2)" 1,

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.92

5. Montrons par récurrence sur n > 1 la relation R(n) suivante :

5 5 5 7 7 7 n(n+1) !
(1P+224+--4+n”)+ (1 +2"+---+n") =2 — )

4
— Pour n = 1 la relation signifie : 1° +17 = 2 (w) . Elle est donc vraie.

— Si la relation R(n) est vraie alors :
(1P+2° 4+ +n°+ (n+1)°)+ A" +2"+ - +n"+ (n+1)7)

4
9 (n(n2+ 1)) +(n+1)° + (n+1)" d’apres R(n)

_ @ (n* +8(n+1) +8(n+1)%)

- @(n4+8n+8+8(”3+3”2+3”+1))
— @ (n* +8n® 4 24n* + 32n + 16)

- ey

2<@+1§n+m>4

Donc la relation R(n + 1) est vraie.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.95

3 it 3 n
s=2((=2 —2) -2
On trouve : | S ((4) 4) 5

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.106

D’apres le théoreme de Fubini, on peut intervertir les signes ”somme” :

S

j=1 i=j i=1 j=1
Apres calculs on obtient :
"L 2 4n? + 15n + 17
—=nX —
— i 36

J

J

14
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.108

n

1. Relation Z ) b; = Z(ka —bok—1) :

7=1 k=1

Les entiers de 1 a 2n sont soit pairs, soit impairs i.e. on a la réunion disjointe :

{1,...,2n} = {2,4,6,.. 2n}U{135 —1}
= {2k|1< n}U{2k71|1 <n}

Donc d’apres la relation de Chasles pour les sommes on a :

2n n n
d(=1ib; = Z(—n%b%+Z<—1>2’€—1b2k_1
j=1 k=1 =

n
Z ok—1 car (—1) 2k — 1 et (—1)2’“_1 =1
k=1

19117

(ba — bog—1) d’apres la linéarité de la sommation

ke
Il
_

Autre méthode : raisonner par récurrence en remarquant que :

2(n+1) . 2n )
Z (=1)7b; = Z(*l)] bj | — bant1 + banyo.
j=1 j=1
2n
Calcul de 5,, = Z(—l)fj :
j=1

On applique la relation précédente avec b; = j. On obtient :

n n

2 n
Z Z 2k-1)=) 1=n
1

j=1 k=1 k=

Ainsi | > (=1)/j = n.

2. Représentation de K :
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2n+ 1

2n-1 -

Relation entre U, et T,, :

D’apres la définition de K on a : T,, = Z a; ;. Par contre, on voit sur le dessin que I’ensemble
(i.)EK

des indices de la somme U, n’est pas tout a fait K puisque :

K={(,j)|1<j<2netj—1<i<j}U{(0,0),(2n,2n+1)}.

Donc :

U, = E a;j; | — @00 — a2n,2n+1-
(i,5)EK

Dou:|T, =U, + @0,0 + a2n 2n+1- ‘

3. Calcul de V,, :

(D)™ +5%)

D’apres le résultat précédent appliqué lorsque a; ; = 1 on a :
i
2n J i+1(:3 4 2 2041 3 2
_ (=)™ +5°) =D (@n+1)7 4+ 2n+1)%)
= Z Z i+1 o+ 2n + 1
Jj=1 i=7—1
—1)J 3+2 71]4’1 3+2
_ (( )(.7 .7)+( ) -(.7 ])>((2n+1)2+(2n+1))
— J J+1
j=1
2n
= (=1 ((* +5)=3%) | = @n+1)(2n+2)
j=1
2n .
= D (-1)j-(@2n+1)(2n+2)
j=1
= n—(2n+1)(2n+ 2) d’apres le résultat de la question 1
= —4n®—5n -2

Ainsion a : ‘Vn =S, —2n+1)(2n+2) = —4n% — 5n — 2.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.119

1. Question de cours :

n

50:21:71,51 Zk* n+1 SQ:ZkQZn(n+1)(2n+l),

k=1 k=1 6
2. Expression de (k + 1)P™! — kpF1 :
Ona:
p+1
(k+1)Ptt = Z sz’ ‘d apres la formule du blnome‘
p . .
= (Z C;H_lkl) + kP (relation de Chasles)
i=0
soit

p
(k+ 1P =Pt = 3k

3. Expression de S,

D’apres la question précédente, |en sommant les relations| obtenues pour toutes les valeurs de k

entre 1 et non a :
n
S+ 1 - =Y.
k=1

Le premier membre se simplifie par | télescopage; | on obtient :
1
(n+ 1P - 1= Z 415 = (Z p+1 ) Cp 15

SPC—<(H+1P+1 1*2 +1S)

p+1

soit encore

1
—_ +1
Sp—p+1<(n+1p 1—5 +1S>

4. Calcul de S5 :

En appliquant la relation précédente pour p = 3 on trouve :

S5 = i(<n+1)4—1—50—451—652)
= i((n+1)4—1—n—2n(n+1)—n(n+1)(2n+1))
= i(n'i‘l)((n3+3n2+3n+1)—1—2n—n(2n+1))
= i(n+1)(n3+n2)
_ n’(n+1)’
- e
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n?(n +1)?
—
5. Calcul de S; :

En appliquant la relation pour p = 4 on trouve :

i.e. | S3 =

1
Sy = 5((n+1)571—50—551—1052—1053)
1 . 5 5 5, )
= £ (n+1) —l—n—5n(n+1)—§n(n+1)(2n+l)—§n (n+1)
(calculs)
n(n+1)(6n3 +9n? +n —1)

30

ie. | Sy = n(n + 1)(67133469712 +n— 1).
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Solutions des exercices du chapitre 3

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.1

Le produit de matrices XY est défini seulement lorsque le nombre de colonnes de la matrice X est
égal au nombre de lignes de la matrice Y. On obtient alors :

4
CD = 4
6
2 ( 7 10 ) ABC)D = (AB)(CD)
15 22 B ( 3 4 7 ) ( i )
(34 7 -~ 5 8 15
AB = ( 5 8 15 ) 6
BA non défini — 70
-1 3 142
AB ( -1 5 ) A(B(DB)) non défini car DB n’est pas défini
2 A(B+2FE) non défini car B + 2F n’est pas défini
BD 9
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.3
Le calcul donne :
1 0 s 1 t
UUEt) = | —s 1 -5 -t 1 -£
0 0 1 0 0 1
1 0 s+t
= —s—t 1 —st— % — %
0 0 1
= Ul(s+1),
puisque :
2 2 2
s* ot 1,5 (s+1)
st — = 2 4 2st) = — .
s R SR 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.5

Sit,t' €] —1,1] alors tt' €] — 1,1[, donc 1 + ¢t > 0 n’est pas nul. Si on prend | s = on a :

tt (1+8)(1+1)
1 1= >0,
Sti=1w ™t 1+t
et :
t4t 1—1)(1—t
g1ttt (A=80-9
1ttt 1+t

donc -1 < s < 1. montre alors que : U(H)U(t') = U(s).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.7
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1. Calcul de B4 et A4B4 .

1 2 3 4 1 3 6 10
01 2 3 013 6
Bi=| g o1 o |ABi=|4 o1 3
0001 000 1
2. Calcul de B,, et A,B, :
1 2 n 1 3 %
B, = 9 et A,B, = | ©°
9 3
0 0 1 0 0 1

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.8

Si on écrit

X:(“
C

La relation BX = X B se traduit par le systeme :

SRS
N~

2¢ =0
—2a—-2b+2d =0

2¢ =

0 =2c

D’ou :

([ a a+d
X—<0 d )aveca,dEK.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.10

1. Calcul de AB — BA :
On trouve AB — BA =0 i.e. A et B commutent.

2. Calcul de PQ) — QP :

47

On trouve PQ — QP = 0, car si A et B commutent, tout polynéme en A commute avec tout

polynome en B.
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.12

1. La matrice [ — A est un idempotent :
En effet, si A2= A on a:

(I-AP = (I-A)-A)

I? —2A 4 A?

= I—-2A+4+A car A2=A
= I-A

Et réciproquement, si I — A est idempotente, d’apres le calcul précédent, c’est aussi le cas de

I—(I—A)=A.

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



48

TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

2. AB est idempotente :

En effet on a :

(AB)? = A?B? car AB = BA
AB car A>=Aet B2=B

.Si AB=Aet BA= B alors A et B sont idempotentes :

En effet

A? = (AB)? car A= AB
A(BA)B

(AB)B car BA=B
AB car AB=A

= Acar AB=A

Et on montre de méme B? = B en permutant A et B dans le calcul précédent.

. Condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme d’idempotents le

soit aussi : :

Si A et B sont des idempotents, on a :

(A+ B)? (A+ B)(A + B)
= A+ AB+BA+ B?

A+ B+ AB + BA car A2=Aet B =B

Ainsi on aura (A + B)? = A + B si et seulement si AB + BA =0
11 est clair que AB = BA = 0 entraine AB + BA = 0. Réciproquement, si AB + BA =0 alors :

AB = A?Bcar A= A?

A(AB)

—(AB)A car AB=—-BA
—(—BA)A car AB=—-BA
= BA?

= BAcar A= A?

Ainsi AB = BA = —BA donc AB=BA=0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.13

1. Par le calcul on obtient que :
2. 2A+tI =0 2=1t=0:

En effet le coefficient de la troisieme ligne et de la premiere colonne de zA + tI = 0 vaut z et celui
de la deuxieme ligne et de la deuxieme colonne vaut ¢t + z. Si zA + tI = 0 on a donc forcément
z=1t+2z=0,dout==z2=0, et la réciproque est évidente.
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3. On a donc :
(eI +yA)? =1 < 22T+ 22yA+y*A% = I, d’apres la formule du bindme (A at I commutent)
s (@ -DI+yRr+y)A=0
22 -1=0
yz+y)=0

{x—loux——l
(

d’apres la question 2

=
y=0oul2x+y=0

= ‘ x,y G{(l 0 ( )(_170)§(_152)}‘

).

. A . b , . L N
La matrice X doit étre une matrice 2 x 2 : X = ( (Cl d ) . L’équation est équivalente a :

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.14

1
1

—_ =

1. Résolution de X? + X = <

a?4+a+bc =1
d?+d+be =1
(a+d+1ec =1
(a+d+1)b =1

Soit :
b =c
ba+d+1 #0
a+d+1 =3
a?—d?>+a—-d =0
a?+a+b?=1

Comme a? —d>+a—d= (a+d+1)(a—d) c’est encore :
b

a

ba+d+1
2a+1
a>+a+b?=1

el
Sl O Q0

i.e.

b

a

ba+d+1

2a+1

a® +a+ (2a+1)2 =1

I~
= O QU O

La derniere équation est équivalente & : —4a* — 8a® — a? +3a =0
soit : a(a+ 1)(—4a? — 4a + 3) = 0.
Elle admet quatre solutions : a =0 oua=—1oua= % oua= f%, qui donnent quatre matrices

solutions : : - :
o) )G ) )

DO~
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SOLUTION DU PROBLEME 3.17

1. Caleul de [A4, [B,C)] + B, [C, A + [C, [A, B] :
D’apres la définition du commutateur on a :

[A,[B,C] + [B,[C, Al] + [C, [A, B]]

= [A,BC —CB]+[B,CA— AC|+ [C,AB — BA| par définition du commutateur

= A(BC-CB)—-(BC—-CB)A+ B(CA—-AC)— (CA— AC)B+ C(AB - BA)—- (AB - BA)C
par définition du commutateur

= ABC - ACB—-BCA+CBA+ BCA—- BAC —CAB+ ACB+ CAB —CBA — ABC + BAC
d’apres la bilinéarité du produit de matrices

= 0 car les termes s’annulent deux & deux

2. Calcul de [p(z,y, 2), p(a,b,c)] :

0 —2 y 0 —c b 0 —c b 0 -z

[o(z,y,2), p(a,b,c)] = z 0 -z ¢c 0 —a |- ¢c 0 —a z 0
-y 0 -b a 0 -b a 0 -y

—cz—by ay az —cz—by bx cx

= bx —cz—ax bz — ay —cz —ax cy

cx cy —by — ax

0 ay —br az—cr
= bx — ay 0 bz —cy

cx—az cy—bz 0
(x,y,2) A(a,b,c) = (cy—bz,az — cx,bx — ay)
0 ay —br az—cr
@((x,y,z)/\(a,b,c)) = bx*a’y 0 bzfcy
cx—az cy—bz 0

Alinsi on constate que : ‘ [p(z,y, 2), p(a,b,c)] = o((z,y,2) A (a,b,c)). ‘

3. Relation @(a, 3,7) = ¢(s,t,u) = (@, 3,7) = (s,t,u)

Ona:
0 -y p 0 —u ¢t
(p(aaﬁa,)/) = 90(35 tau) < Y 0 — - u 0 —S
-0 « 0 —t s 0

Or | deux matrice sont égales si tous leurs coefficients sont égaux. ‘ Ici on voit que c’est possible si

et seulement si a = 5,8 =tet v =u i.e. si (o, 5,7) = (s,t,u).

4. Identité de Jacobi :
Pour le produit vectoriel elle s’écrit, pour tout U, V, W € R3 :

[UA(VAW)+VAWAU)+W A UAV)=(0,0,0). ]

On a montré & la question 2 que : (U AV) = [p(U), o(V)].
Donc :

[oU A (VAW)) =[p(U), o(V AW)] = [p(U), [o(V),o(W)]],  (R)]

et de méme pour les deux autres termes du premier membre.

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 51

Par ailleurs, pour tout U,V € R? on remarque que : ‘ e(U+V)=9pU)+ (V) (S) ‘
car si U = (a,b,c) et V = (z,y, z) alors

0 —c—z b+y
w(U+V)=9pla+z,b+y,ct+y) = c+z 0 —a—z
—-b—y a4z 0
0 —c b 0 —2 y 0 —c—z b+y
o(U)+ (V) = c 0 —a |+ z 0 -z |= c+z 0 —a—x
-b a O -y 0 —-b—y a+=zx 0
Ainsi :
CUNVAW)+VAWAU)+WAUAYV))

= UANVAW)+o(VAWAU))+ oW AUAV)) dapres (S)

= [pU), [e(V), oW1 + [p(V), [o(W), oU)]] + [o(W), [p(U), o(V)]] d’aprés (R)

= 0 d’apres la question 1
= ¢(0,0,0)  car ¢(0,0,0)=0(!)

Alors d’apres la question 3ona: UA(VAW)+VAWAU)+WA{UAV) =(0,0,0).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.18

Soient les matrices

0,4 0,5 0,6 0,7 500 400 1000
M= 1 1,1 1,2 1,3 | ee N=[ 1000 900 700
1,5 1,7 1,9 2,1 500 600 0

?

?

1. Quantités a commander :
Les quantité C, P, P’ de coton, polyamide et polyester & commander sont données par :

C a

P | =NM Zc)
/

P d

2. L’entreprise peut-elle transformer entierement ses stocks de fils en man-
teaux ? :
C’est le cas si et seulement s’il existe a, b, c,d € N tels que :

Z 100 000
NM [ ]| = 100000
p 20 000

ce qui est équivalent au systeme suivant :

2100a + 23906 + 2640c + 2970d = 100000
1990a + 22300 + 2380c + 2710d = 100 000
800a + 9100 4 960c + 1130d = 20000

12900
En échelonnant ce systéeme on trouve ¢ = 3381 ¢ N. Donc si l'entreprise fabrique des manteaux
avec ses stocks, il lui restera toujours du fil.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.20

Par récurrence sur n.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.21

1. Puissances de J :

I sin=20
J sin=1
gn _ 0 0 1 .
0 0 O sin=2
0 0 O
Osin=>3

Pour n > 0 on le prouve par récurrence sur n, oi1 4 partir de J* = 0 puisqu’alors, pour n > 3 :
Jn = J3Jn73 _ OJnfi =0

2. Puissances de () :
Par le calcul on obtient @2 = 3Q. On montre alors par récurrence que n > 1 que : Q" = 3"~1Q.

D’ou finalement :
" I sin=0
o - {

31Q sin>1

3. Puissances de P :

Par le calcul on trouve P3 = I, donc la suite des puissance de P est périodique, soit, plus
précisément :
I sin =3k
P sin=3k+1
Pt = 0 0 1
P2=|1 0 0 sin=3k+2
01 0

Et on montre cette relation par récurrence sur k > 0 ou sur n > 0.
SOLUTION DU PROBLEME 3.24

1. Relation N? = —2N + 31 :

Le calcul donne

-1 4 =2
N2=| -4 9 —4 | =-2N+3I
2 —4 3

2. Suites (u,) et (v,) :
Montrons par récurrence sur n > 0 la relation :

Ju,, v, €R, N*" Tt =, N +v,I.

— La propriété est vraie pour n =0 :
En effet on a N°t! = 1N 4 01 ; il suffit donc de prendre [ug = 1 et vy = 0.
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— Si la propriété est vraie pour n, alors elle est vraie pour n+1 :
En effet, on a :

N2 = NN = N(up, N+v,1) = un N>+ 0, N = 1, (=2N+31)+v, N = (—2up+v,) N+3u, 1.

Il suffit donc de prendre ‘ Upt+1 = —2Up + Upn €t Upp1 = Uy, ’
Ainsi les suites (uy,) et (v,,) définies par les relations encadrés ci-avant répondent au probléme posé.

3. Relation wu, 11 + vyy1 = U, + v, ¢
1l suffit d’additionner les deux relations précédentes entre uy 1, Vn41 €t Up, vy :

Unt1 + Unt1 = (—2uUp + Un) + 3up = Up, + Vs

4. Relation v, 1 = —3u, +1:
En effet, comme la suite u,, + v,, est constante, on a :

Up+1 + Vny1 =uo+v0=0+1=1.

Comme, de plus v,41 = 3u,, on déduit u,41 + 3u, = 1.

5. Calcul de u,, et v, :
D’apres la relation un41 + 3u, = 1, (u,) est une suite arithmético-géométrique, on applique la
méthode du cours :
— L’équation [ = —3l + 1 a pour solution [ = i.
— La suite (u, — ) est géométrique : upt1 — 7 = —3(up — )
~ Doltuy, = 3+ (—=3)"(uo + 3) = 1 + 3(=3)".

On déduit alors v,, de u,, + v, = ug +v9 = 1. Ainsi | u,, =

+3(=3)" et v, =3+ -3(=3)".

=

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.26

1. Existence de la suite (u,) :

Recherche du résultat :
Si une telle suite (uy,) existe, on aura forcément, d'une part :

o 0 1 o ug U1
=(n)=(i )

uo = 0,u; = ug = 1.

d’on
Et d’autre part, pour tout n :
Un Unp+1 — ATl — A" A = Up—1 Un 0 1 _ Unp Up—1 + Un .
Un+1  Un42 Un Un+1 11 Un+1  Un + Upt1

d’olt Uy y2 = Up + upy1. Ceci détermine entierement la suite (uy,)
Rédaction de la réponse :

‘ Soit la suite (u,) définie par récurrence par : ’

Ug = O,U1 = 1,
vn P 07 Un+2 = Up + Un41-

Montrons par récurrence sur n > 1 la relation :

AN = Up—1 Unp
U, unJrl

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



54 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

— La relation est vraie pour n = 1 car, par définition de u,,, on a :

up =0, uy =letus=ug+u =0+1=1,

1
a=a=( ) =(m )
— Si la relation est vraie a 'ordre n, on a :
A”+1:A"A:<u”1 U, )(O 1):( Up un1+un):< Uy un+1)
Up  Uptl 1 1 Up4+1  Up + Upt1 Up4+1 Upg2 )’
d’apres la relation de récurrence qui définit (u,). Ainsi la relation est vraie a ordre n + 1.

2. Calcul de u,, et A™ en fonction de n :

La suite (u,) vérifie une relation de récurrence linaire d’ordre 2 — c’est la suite de Fibonacci. On
peut donc calculer u,, par la méthode donnée en cours. Apres calculs on obtient :

_ (1B (15
=\ 2 VAU

D’apres la question précédente on déduit :

3. Expression de us, en fonction de u,_1,u, et u,.; :

On a:
A2n _ U2n—1 U2n
U2n U2n+1
(An)2 _ Un—1 Un Un—1 Un
Un Un+1 Unp Unp+1

_ u%71 + ui un(“g—l +2Un+1)
Un(un—l + un+1) Uy + Upyq

On obtient ainsi, pour tout n, la relation :

‘u2n = Un(un—l + Un-{-l)- ‘

4. Calcul de usg :

Une méthode brutale consiste a calculer tous les termes de la suite de n = 0 a n = 30 a laide
de la relation up49 = upt+1 + Uy ; ¢a marche mais c’est un peu long, surtout dans le cadre d’un
devoir en temps limité. Il faut donc réfiéchir un peu plus et essayer d’utiliser 'indication sur wuqs.
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En particulier on doit penser au résultat de la question précédente. On a :

uyg =0

u = 1

U = Ui +ug=1

ug = UsFup =2

Uy = wuztuz=3

us = ugtuz=>

Ug = U5+ ug=3~8

uy =  ug+us =13

ug = ur+ug=21

ug = ug+ur =34

ug = ur(ug +ug) =13(84+21) =377
uis = 610 (donné)

ue = usg(uy +ug) =21(34+ 13) = 987
uso =  us(u1a + ure) = 610(377 4+ 987) = 610 x 1364 = 832040

Une quantité raisonnable de calculs donne donc | ugg = 832040.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.27

1. Expression de A" en fonction de u, :

n
Montrons par récurrence sur n > 0 la relation : A" = ( aO Zﬁ ) .
1
0

— Pour n = 0, comme up = 0 et a® = b° =1 elle s’écrit : A° = ( (1) ),

donc elle est vraie.
— Si elle est vraie a ordre n alors :

An—i—l — A™A
n
- ( a() ZZ ) ( 8 z ) d’apres 'hypothese de récurrence
a™tt bu, + a"c
- 0 bn+1

an+1 Ung1
= ( 0 bgﬂ ) d’apres la définition de la suite (uy,)

Donc la relation est vraie a 'ordre n + 1.
2. Calcul du terme général de la suite (u,) :

(a) Résolution de 2% — (a +b)x +ab=0 :

Cette équation du second degré a pour discriminant :
A = (a+b)? —4ab = a® + 2ab + b* — 4ab = a* — 2ab + b = (a — b)>.

n.b. : il est faux d’écrire que VA = a+b; on a seulement VA = |a+b|. Les solutions ci-dessus
sont obtenues avec la formule de résolution du cours de axz? +bx +c =0 :

—b+9 —-b—9
T = a ouzr = avec § tel que 62 = A.
2a 2
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- alors il y a deux solutions réelles distinctes :

. (a+b)+ (a—0b) ouw— (a+b)—(a—0b) _
2 2 '

- alors il y a une seule solution réelle : x = a = b.

En conclusion ’ensemble des solutions est

{{a,b} sia#b
{a} sia=b

(b) Calcul de w15 — (a + b)u,yq + abu, :

(b1 +a" te) — (a + b)un 1 + abuy,
d’apres la relation de récurrence qui définit la suite (u,)
an+1

Unt2 — (@ + b)uny1 + abuy,

¢ — aupy1 + abuy,
= a""c— albu, +a™c) + abuy,
d’apres la relation de récurrence qui définit la suite (u,)

= "¢ — abu, — aa™c + abu,

[0]

(c) Calcul du terme général de la suite (u,) :
D’apres la question précédente, on voit que (u,) vérifie une relation de récurrence linéaire
d’ordre 2 dont I’équation caractéristique est celle de la question (2-a). On distingue donc deux

cas :

- alors il existe A\, 4 € R tels que, pour tout n :

Uy = Aa" + ub”.

Comme ug =0 et u; = bug+a’c=cona:

A = =0
+p o o\ = etu:——c .
Aa+pb = wup=c a—b a—1>
- alors il existe A\, u € R tels que, pour tout n :
Up = (An+ p)a”.
Et, sia=#0, on a :
= =0
a o @)\zfetuzo.
A+pwa = up=c a

Soit u, = cna™ '; et si a = 0 on constate que cette relation reste vraie (pour n > 1)
puisqu’alors la suite u,, est la suite nulle.
En conclusion :

n n
a”—b .
sia#b
Uy = a—>b
cna™ 1 sia=0b
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(d) Expression de A" :
D’apres les questions précédentes on déduit que :

a™ Ca"—b” )
a—b sia##b
0 b"
A" =
a® cna"! .
0 - sia="b

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.29

On trouve :

1
2
3
4

L U?=20;V?2=2V, UV =VU =0.

. Par une récurrence évidente : U" = 2"~ 1U.

. Par une récurrence évidente : V" =277V,

. Comme U et V commutent on peut appliquer la formule du binéme ; on trouve :
A" =d"U" +b"V",

compte-tenu du fait que UV = VU = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.30

On remarque que :

1 10
01 1 |=I+J,
0 01

ou J est la matrice étudiée a I’exercice 3.21. Comme | I et J commutent | puisque I commute avec toutes
les autres matrices, on peut utiliser la formule du binéme :

n

110
0 1 1 = ([+J)"
00 1
= znjc’,ﬂ"*kﬁ
k=0
n
= > cht
k=0

2
= ZCﬁJksin>2, car J* =0sik >3
k=0

= CV+cCry+ 022
(n—1)

— I+nJ+2 J?
1 00 1 10 n(n—1) 0 0 1
= 01 0 J4+n| 0 1 1 5 0 0 O
0 0 1 0 0 1 0 0 O
1 n n(n271)
= 0 1 n
0 0 1
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Conclusion :
I sin=0
1 1 0
11 0\" 0 1 1 sin=1
011 ]| = 00 1
0 0 1 1 n n(nfl)
2 .
0 1 n Sl’ﬂ>2
0 0 1

n.b. : en fait on peut remarquer que la troisitme expression (cas ot n > 2) reste valable aussi pour
n=0etn=1.
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.31

En regardant la relation pour n = 2 montrer que nécessairement bc = 0
Distinguer alors 3 cas :

1.b=c=0: ‘ matrices diagonales | elles sont solutions du probleme.

2. b#0et ¢c=0: pour n = 2 la relation demandée implique que a +d = b d’ott a® + 2ad + d*> = b>.
Pour n = 4 la relation demandée implique a? + d?> = b%. En comparant avec la relation trouvée
juste avant on a : ad = 0.

(a) Si d =0 la relation pour n = 2 implique ab = b? soit a = b. On montre alors, par récurrence,

que :
a a\" a” a”
> -
v"/1’<0 0) (o o)'

(b) Si a =0 on obtient de méme les solutions suivantes :

0 d\" 0 dar
v"21’<0 d) (0 d”)'

3. ¢c#0et b=0 : on trouve de maniere analogue au cas précédent des solutions du type

00 ol @ 0
d d a 0 )°
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.33

Tout d’abord on remarque deux choses :

1. La relation [[A, B], B] = 0 signifie que [A, B] et B commutent. Donc [A, B] commute aussi avec
tous les polynémes en B, en particulier avec les puissances de B (i.e. B™).

2. Pour toute les matrices C, D de méme taille que A on a;

|[4,CD] = C[A, D] +[A,C]D, |

puisque :

C[A, D]+]A,C]D = C(AD—DA)+(AC—CA)D = CAD—CDA+ACD—CAD = ACD—CDA = [A,CD].

Montrons sur n > 1 la relation : [A4, B"] = n[A, B|B"~ L.

— Pour n = 1 elle s’écrit [A, B] = 1[A, B]B°, donc elle est vraie puisque B® = I.
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— Si elle est vraie a ’ordre n alors :

[A,B"tY] = [A, B"B]
B"[A, B] + [A, B"|B d’aprés la remarque 2
= [A,B|B" + [A, B"|B d’apres la remarque 1
= [A, B]|B™ +n[A, B|B" "' B d’apres I'hypothese de récurrence
= [A,B](B"™ 4+ nB") en factorisant
= (n+1)[A B]B"

Dongc la relation est vraie a 'ordre n + 1.
Variante : sans la remarque préliminaire 2, dans le passage de 'ordre n a 'ordre n + 1 la relation :

[A,B"T'] = B"[A, B] + [A, B"|B
s’obtient directement par :
[A,Bn+1] _ ABn—H _ Bn+1A
(AB™)B — B"(BA)
([A,B"|+ B"A)B— B" (—[A,B] + AB)
= [A,B"|B+B"AB+ B"[A,B]— B"AB
= B"[A,B]+[A,B"B

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.37

Le systeme linéaire :
0 1 z\ _ (1
0 0 y ) L0}’

a une infinité de solutions, donc A n’est pas inversible.
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.38

Pour A et B, d’apres le critere d’inversibilité de la proposition 3.3.12, B n’est pas inversible et A est

inversible d’inverse :
-2 1
A_l = < 3 1 ) .
2 2

Pour les autres matrices on utilise la méthode du théoreme 3.3.14. La résolution des systemes linéaire
indique que C' et D ne sont pas inversibles et que F' est inversible d’inverse :

1 1 2 2

4 -1 =211

= -1 -3 1 1

0 -1 0 1
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.43
1. Résolution du systéme :

On échelonne le systéme par la | méthode de Gauss : |
x —2y —(2+m)z =0 L
(S) = (=3 —m)y —(2m +6)z =0 Ly +2L3
—2m+6)y +(1—-(m+2)?)z =0 Ly + (m+2)L3
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Or:

1—-(m+22?=010-m+2)1+(m+2)=—(m+1)(m+3).

On constate donc que les coefficients des deux derniere lignes ont tous m + 3 en facteur.

‘ Quand m # —3 ‘ on peut donc

x =2y —(24m)z =0 Lj
(S) & —y -2z =0 L
-2y —(m+1)z =0 L}

x =2y —(24+m)z =0 L
= —y -2z =0 L
—(m-3)z =0 L} — 2L}

Le systeme est échelonné. Si m # 3 on trouve une seule solution xt =y = 2 = 0. Sim = 3 le
systeme obtenu a la fin donne :

y=—-2zetrx=2y+52==z.

Il reste enfin a traiter le cas m = —3 exclu au début ; le systeme obtenu avant la simplification par
m + 3 s’écrit alors :

z—2y+2=0.

Conclusion

— sim ¢ {3,—3} le systéme a une seule solution (x,y, z) = (0,0,0).
— si m = 3 l'ensemble des solutions est : {(z,—2z,2) | z € R}
— si m = —3 l'ensemble des solutions est : { (2y — 2,y,2) | y,z € R}

2. Inversibilité de la matrice :

T 0
La matrice M est la matrice du systeme (S) ie.: ()< M| y | =1 0
z 0

Or, pour qu’une matrice carrée de taille n soit inversible il faut et il suffit qu’elle soit de rang n.
On a vu lors de la résolution précédente que (S) (et donc M) est de rang 3 si m ¢ {3,—3}, de
rang 2 si m = 3 et de rang 1 si m = —3.

Ainsi | la matrice est M inversible si et seulement si m ¢ {3, —-3}. ‘

3. Inverse de M :
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On obtient I'inverse en achevant la résolution du systeme (5) :

x =2y —(2+m)z = ¢ Ls
b+ 2c
(5) & T = O L
a—2b+ (m—2)c
—(m — = Ly —2L!
(m —3)z m+3 1 2
— —a+2b—(m—2)c
B m?—9
b+ 2c
y = - -
m+3
_ =(b+2¢)(m—3) —2(—=a+2b— (m —2)c)
B m?—9
_ 2a+(=m—1)b+2c
& - m2—9
x = c+2y+(2+m)z
~e(m? —9)+2(2a+ (—m — )b+ 2¢) + (2 +m)(—a + 2b — (m — 2)c)
B m?—9
ad—=(2+m)+b2(-m—1)+22+m))+c(m®—9+4— (24 m)(m — 2))
B m2—9
a2-m)+2b—c
B m2—9
d’olt :
1 2—m 2 -1
M= —— 2 —m-1 2
mt=9\ 2 —m+2
4. Calcul direct pour m = -2 :

La méme méthode conduit — par des calculs plus simples — a :

[ 42 1
M1l=—| 2 1 2
P\ 12 4

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.44

Rappelons d’abord qu’une matrice carrée d’ordre 3 est inversible si et seulement si elle est de rang
3. Il suffit donc de répondre a la seconde question pour répondre a la premiere.

Pour calculer le rang de A il suffit de calculer le rang du systeme linéaire

x 0
Al y | =0 [,
z 0

ot on a choisi de prendre un second membre nul pour simplifier les calculs (le rang du systéme ne dépend
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pas du second membre).

z 0 x+2y+(m+3)z =0 Ly
Al vy | =10 & 2e+3y+(m+4)z =0 Loy
z 0

3x+(6m+5)y+7z =0 L

6m—-1y—Bm+2)z =0 Ls—3L, = L4
r+2y+(m+3)z =0 L,
—y—(m+2)z
(—=(6m —1)(m+2)—(3m+2))z =0 Ly + (6m — 1)L,
z+2y+(m+3)z =0 Ly
—y—(m+2)z =0 L
(—6m? —14m)z =0 Ly + (6m —1)L4

r+2y+(m+3)z =0 L,
& —y—(m+2)z =0 Ly —2Ly = L

On voit donc que
— le systéme est de rang 3, i.e. la matrice est inversible, si —6m? — 14m # 0, soit m ¢ {0, 7% }

— le systeme est de rang 2, et la matrice n’est pas inversible si |m € {0, f% }

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.45
Pour les exercices 3.2 & 3.4, comme U(0) =1 et U(s)U(t) =U(s+t) ona:

donc U (t) est inversible d’inverse U(—t).
Pour l'exercice 3.5 comme U(0) =1 et :

on a de méme :

donc U(t) est inversible d’inverse U(—t).
SOLUTION DE L'EXERCICE 3.48

1. Inversibilité de B :

On sait que si le produit de deux matrices non nulles est nul, alors aucune de ces matrices n’est
inversible i.e. :

YC,D e M, —{0}, CD=0=C,D ¢ GL,,.

Rappelons la démonstration, par absurde, de ce fait (déja donnée en cours) : Si C' est inversible
et CD =0 alors 0= C~'0=C~1(CD) = D, donc D est nulle.

Montrons | par 'absurde ‘ que ‘ B n’est pas inversible : ‘ La relation B* = 0 s’écrit aussi :

BB? =0.
Ainsi, pour que B soit inversible il faut que B® = 0. Comme B3 = 0 s’écrit aussi

BB? =0,
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on déduit de méme que, pour que B soit inversible il faut que B% = 0, soit BB = 0. Et cette de
derniere relation on déduit qu’il est impossible que B soit inversible.

Autre Méthode : Si B était inversible, alors toute puissance de B aussi. Or B* = 0 n’est pas
inversible.

2. (I + B) est inversible :

Le calcul donne :
(I+B(I-B+B*-B»=1-B+B*-B*+B-B*+B*-B'=1-B*=1,

car B* =0, soit

(I+B)(I-B+B*-B%=1.

On déduit donc que ‘ I + B est inversible d’inverse I — B + B? — B3. ‘
3. Inversibilité de I — B :

En raisonnant comme & la question précédente, on remarque (en remplagant B par —B) que :

(I-BYI+B+B*+B*=1-B*=1,

on déduit donc que ‘ I — B est inversible d’inverse I + B + B2 + B3.
Autre méthode :

I-B+B>-B*=(I-B)+(I-DB)B*=(I-B)(I+B?,
donc d’apres la question précédente :
I=(I-B+B*-B*({I+B)=(I-B)(I+B*)(I+B)=(-B)(I+B+ B>+ B®).
4. A~' et B commutent :
En effet on sait que AB = BA. En multipliant & droite et & gauche par A™!, on a :
A’I(AB)A’1 = A’l(BA)A’l.
Comme :
AN (AB)A™' = (A™'A)BA™' = IBA ' = BA™ !,
et
AW (BA)A™ = A"'B(AA Y)Y = A7'BI = A7 !B,
on obtient : ‘BA*1 =A"1B. ‘
5. Calcul de (A™'B)* :

Comme A et B~! commutent, on a :

(A7'B)* = A"'BAT'BAT'BAT'B = (A71)*B* =0,

car B* = 0. Ainsi :

(A7'B)* = 0.

6. Inversibilité de A + B :

Pour faire le lien avec les question précédentes, on remarque que :

A+B=A(I+A'B).

Or & la question 2 on avait montré que si B* = 0 alors I+ B est inversible d’inverse I — B+ B% — B3.
On a donc de méme (A~1B)* = 0 (question 5) qui entraine que I + A~ B est inversible (d’inverse
I—A"'B+(A7'B)?2 — (A"1B)?). Enfin comme A et I + A~1B sont inversibles, on déduit que

leur produit ‘ A + B est inversible ‘ On peut d’ailleurs préciser 'inverse :

(A+B) ' =(I+A"'B)y A '=IT-A"'B+(A'B? - (A"'B)*)A™".
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.49
On trouve :
I+A Y 4+ I+A) =1

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.50

1.
2. développer la somme du premier membre...

3. On trouve : (I + BA)™'=1—- B(I + AB)™L.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.51

Selon les cas on trouve A2 = I — alors A est inversible et A=! = A — ou bien 42 = 0 alors A n’est
pas inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.54

Le calcul donne :
s (11 11\ (2 2\
A_(ll 11_22_2A'
Ainsi : A2 -24=0,

Soit : A(A —2I) = 0. Comme A — 2] n’est pas nulle on en déduit que A n’est pas inversible, d’apres le
corollaire 3.3.9 page 127.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.55

Pour tous les réels a et b, on calcule :

—a m m? b m  m?
1 1
(A—al)(A-0bI) = 12 La Z 12 ib Tb
m m m m
ba+2 (—a—b+1)m (—a—>b+1)m?
= —a=btl ba + 2 (—a—b+1)m
7a;1127+1 7a;1b+1 ab + 2

Ainsi 'égalité (A — al)(A — bI) = 0 a lieu si et seulement si
ab+2=0et —a—b+1=0,
soit encore ab = —2 et a + b = 1, c’est-a-dire que a et b sont les solutions de I’équation du second degré

22 — (D +(=2) =0,

a savoir {a,b} = {-1,2}, i.e. ‘ (a,b) = (—1,2) ou (a,b) = (2, —1).‘
On obtient alors

(A+I)(A—20)=0=(A—2I)(A+]1),

soit en développant le produit :

A27A72I:0<:)A27A:2I<:>%A(Aff):l.

Ainsi | A est inversible d’inverse A1 = %(A —1I).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.56

1. Existence de o, et (3, :
Pourn:()ona:MO:I:aOIJrﬂoMsi‘ao:1et60:0.‘

Pourn:lona:Mle:all—l—ﬁlMSi‘al:Oetﬁlzl‘.
Pourn=2ona:

2 1 1 2 1 1 6 5 5
M2=[1 2 1 1 21 |=|5615
1 1 2 1 1 2 5 5 6
et
Qg + 2032 B2 B2
aol + B M = B2 Qo + 2032 B2
Bo Bo o + 20
On a donc :
6= 2
M2:a21+ﬁ2M<:>{5 gﬁ Pz ©[5=70 et ap =—1]
= P2

Plus généralement, montrons | par récurrence | sur n > 0 la relation :

Hanvﬁn € R7 M™ = anI + ﬁnM R(’I’L)

— On a montré juste avant que la relation est vraie pour n € {0,1,2}.
— Si la relation R(n) est vraie alors :

M = M"M
= (apl+ B M)M d’apres R(n)
anM + 3, M?
anM + B, (—41 4+ 5M) d’apres M? = aol + oM
=481 + (583, + an)M
= oppl + fnpaM,

a condition de prendre ‘ Qnt1 = —40y, et Buy1 = 50n + ay. ‘

2. Calcul de o, et 3, :

D’apres la question précédente les suites (av,) et (8,) vérifient les relations de récurrence suivante :

VneN, apt1 = —48n, Bnt1 = 5Bn + an.

En particulier, en remplacant n par n + 1 dans la seconde relation, on a :

ﬂn+2 == 56n+1 + Qpt1 = 56n+1 - 4671

Donc la suite (3,) vérifie une relation de |récurrence linéaire d’ordre 2| dont on sait calculer le
terme général connaissant Gy = 0 et #; = 1. Apres calculs on trouve :

4 —1

ﬁn: 3

D’ou

ap = =401 =
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Autre méthode :

On remarque en additionnant les deux relations de récurrence que B,4+1 + apnt1 = Bpn + . Donc
la suite (83,) + (an) est constante, égale & son premier terme [y + «p = 1. Ainsi, pour tout entier
n,ona:a, =1-—/0,.

En remplacant «,, dans la relation 3,11 = 53, + an,, on trouve que :

ﬁn—i—l = 4ﬁn + 1.

Ainsi (3,) est une suite arithmético-géométrique, dont on sait trouver le terme général en fonction
de n...

3. Inversibilité et inverse de M :
On peut écrire le systeme linéaire associé a M et ’échelonner pour voir s’il est de Cramer, mais il
est encore plus rapide de remarquer que :

1 1
M2=—4I+5M<:>Z(5M—M2):I<:>M<Z(5]_M)> =1,

ce qui montre que | M est inversible | d’inverse :

1 L 3 -1 -1
M= Z(51 - M) = vl
-1 -1 3

SOLUTION DU PROBLEME 3.57

1. Calcul de A2, A3 ... A" pour m =1 :

Par le calcul on voit que A% = A, d’ott on déduit par récurrence sur n que :

[VneN*, A" =4

2. Inversibilité de A si m # 1 :
La matrice A est inversible si et seulement si le systeme suivant est de Cramer :

z+my+mz = 0
(I-m)y = 0
(I-m)z = 0

donc il est de Cramer.

Or pour m # 1 ‘1e systeme est échelonné,

3. Calcul de a et b tels que A2 = aA + bl :

On calcule :
1 m m 1 m m 1 m(2-—m) m(2—m)
A2=10 1-m 0 0 1-m 0 = 0 (1-m)? 0
0 0 1-m 0 0 1-m 0 0 (1—m)?
a+b am am
aA+0bl = 0 a(l—m)+5b 0
0 0 a(l—m)+b

La relation A2 = aA + bl est donc possible si et seulement si :

a+ b = 1 L1
a(l—-m)+b = (1-m)? Ly
am = m(2—m) Ls
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Sim #£ 0 on déduit de Lg : a =2 —m, puis b =m — 1 de L et on vérifie que cette solution vérifie
Ls. Si m =0 le systéme se réduit a une seule équation a + b = 1. Dans les deux cas on a au moins

la solution ‘ (a,b) =(2—m,m—1). ‘

4. Expression de A~! :

La relation précédente
A2 =(2-m)A+ (m—-1I

s’écrit encore :

AA—=(2-m))=A?—(2-m)A = (m —1)I.

Comme m # 1, on peut diviser par m — 1 i.e. :

A (ﬁm +(m— 2)1)) T

Ceci montre que

1 1 m—1 m m
At = ——(A+(m—-2)) = —— 0 -1 0
m—1 m—1 0 0 -1
5. Calcul de J? :
On calcule :
0 1 1 0 1 1 0 -1 -1
JP=10 -1 0 0 -1 0 =10 1 o0 |,
0O 0 -1 0O 0 -1 0 1

6. Calcul de J* :

Montrons par récurrence sur k € N* la relation :

R(k).

gk _ J si k impair
—J sik pair

— La relation R(1) est vraie, car elle signifie juste que J* = J.
— La relation R(k) entraine R(k + 1) : en effet
JhHL_ gk _ {JJ si k impair _ {J si k impair _ {J si k4 1 pair

—JJ sik pair J si k pair J si k+ 1 impair

Cette formule se résume aussi a :

Vk e N, J* = (-1)F1J

7. Expression de A en fonction de I,J et m :

On voit que :
A=1+md.

8. Calcul de A" :
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Comme I est la matrice unité, I et mJ commutent. On peut donc utiliser la formule du binéme
de Newton :

A" = (I +mJ)"

= Z CF(mJ)FIm=*

k=0

n
= C)I+) Chm*J*
k=1

= I+ CH=m)*(-D)F1s
k=1

= I+ (znjc’;(m)k) J
k=1
= I+(1—(1-mm™)J

car, d’apres la formule du bindéme :
n
L=m)" =1+ Ck-m)*.
k=1

Autre méthode : montrer la formule donnée par récurrence sur n. Le cas n = 0 est évident ; le cas
n = 1 est le résultat de la question 8. Le passage de 'ordre n a l'ordre n + 1 se fait d’apres :

AMTL = AnA
= IT+1-0=-m)"))I +mJ)
= IT+(1-1=m)")J+mJ—m(l—m)"JJ
= I+1-1-m)"+m+m(l—-—m)")J
= I+(1-1-m)"thH)J

SOLUTION DU PROBLEME 3.58

1. Inversibilité et inversion de A : :

Le déterminant® de la matrice A vaut 2 — a. Donc A est inversible si et seulement si a # 2. Dans
ce cas on sait que I'inverse de A est donnée par :

L1 2 -1
A 2—a<—a 1 )
2. Calcul de z,, : :

C’est une suite arithmético-géométrique donc on sait que (x,, — 1) est géométrique de raison 2 si |
est donné par [ = 2] + 1, soit [ = —1. Donc, pour tout n, on a :

Ty —1=2""Yay —1);

soit finalement, pour tout n > 1 :

8

[SUS
—

. . a
i.e. ad — bc pour une matrice ( .
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. 1 =z
3. Relation A" = ( 0 22 ) pour a =0 : :
Montrons par récurrence sur n > 1 la proposition suivante : A" = ( (1) gz ) (P(n))
— On remarque que P(1) est vraie puisque : A = A = ( ) ( 1 >
- P(n)=Pn+1)
1 =z
AN n .
En effet, si A" = ( 0 on ) on a:
1 =z 1 1 1 2z,+1 1 =z
n+l _ Anp __ n _ n _ n+1
artmara= (o 5 ) (02 )= (0 38t )= (o 31 ).
d’apres le relation de récurrence x,,1 = 2z, + 1.
Inversibilité de A" :
Le déterminant vaut 2" # 0 donc A™ est inversible.
4. Calcul de A" pour n €7 : :
Distinguons trois cas :
— n > 0: d’apres les deux questions précédentes on trouve A™ = ( (1) 71; 2 ) .

—~ n=0: A% = I par convention.
- n<0:alors —n > 0, et d’apres la convention prise et le calcul pour n > 0 on trouve :

A" = (A—n)—l
(1 =142\
o 0 27"
1 (2 g9
T2 0 1

Ainsi, dans tous les cas on a : A™ = <

H
\
—_
+
)
3
~_

0 n
5. Calcul de A" sia=2:

1
Danscecas.A<2 2)<

OCC&SIOHS on prouve, par récurrence :

)
e ()0 ()

SOLUTION DU PROBLEME 3.59

1. Calcul de M°, M*, M? :
On sait que ‘ MO =1 ‘ et ‘ M'=M ‘ On calcule alors :

. Donc, comme cela a été déja fait en d’autres

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 0o -2 2 -4
M2 — 1 1 1 1 1 1 1 1 0o 2 -2 4
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 0o 2 -2 4
-1 1 -3 3 -1 1 -3 3 0 2 -6 8
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Ona:

PD°Q = PIQ = PQ =

-1

oo o+

1
-1
-1
-1

2. Calcul de PD°Q), PD'Q, PD?Q :

o O O

-1

(i.e. P et @ sont inverses I'une de lautre).

PD'Q = PDQ

PD%Q

O O OO

—_ =

[
—_ =

OO OO OO oo

S

3. Expression de D" :

Montrons | par récurrence | sur n > 1 la relation D"

— Pour n = 2 la relation est vraie, d’apres le calcul de D? effectué & la question précédente.
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1
-1
-1

0
0
0
0

-1
-1

Cooeo- oo o

1

-1

1

1 -2
-2
-2

-1
-1
-1

— =

1
0
0 -1
0 -1

= OO

O O O - ——

2

4

—4
—4
-8

O = =

COoOO0OO0 ocoocoor

SO O OO oo

S OO oNnvoOo O

‘ Ol
o=

o

o O = O
oloww

-5 0 1
1 o | _[o
L1 0
1 -1 0
000 0o 3
000 1 0
021 0 —3
00 2 0 0
53 0

0 1 0
5 3 0
0o 1 -1

0

0

119

2

0 0 0o 5 -1
00 1 0 1
4 4 0 -3 -3
0 4 0 0 1
,%0

1 0

,%0

1 -1
00 0 0
00 0 0
0 0 27 n2nt
00 0 20

SO = O

o= OO

NO[—=

—_

N[ =

—_

o O O

= O O O

o O O
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— Si la relation est vraie a 'ordre n alors;

Dn+1 = DD"
01 00 0 0 O 0
. 0 0 00 0 0 O 0
o 00 2 1 0 0 20 n2nt
0 0 0 2 0 0 2"
0 0 0 0
oo o 0
o 0 0 2"x2 n2" 1t x2+27
0 0 0 2" x 2
0 0 0 0
oo o 0
“ o 0 2ot (ng1)2n |0
0 0 0 antl

Ainsi la relation est vraie a 'ordre n + 1

4. Relation M™ = PD"(Q) :

Montrons sur n > 0 la relation M™ = PD"™Q.

— La relation est vrai aux ordres n = 0,1 et 2 d’apres les calculs des questions 1 et 2.
— Si la relation est vraie a 'ordre n on a :

71

ol on a utilisé la relation aux ordres 1 et n. Or on a vu que PQ = I, donc QP = I (car P et

sont inverses 'une de l'autre) et d’apres associativité du produit de matrices on déduit :

M"T' = PD"(QP)DQ = PD"DQ = PD"Q.

Ainsi la relation est vraie aussi a 'ordre n + 1.

5. Calcul de M™ :

Ona:
M" = PD"Q
1 1 1 0 00 0 0 0 3 -3 0
_ 1 0 -1 0 00 0 0 1 0 1 0
- -1 0 -1 0 0 0 27 np2n! 0 -2 -3 0
-1 0 -1 -1 0 0 2" 0 0 1 -1
= (calculs)
0 —2n! (n-1)2n7t  —p2n!
_ 0 2!  (1-n)2n! n2n—1
- 0 2»t  (1-n)2n! n2m!
0 2"t (—n-—1)2""1 (n42)2"!

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.61

Réponse : ‘ f = sinot o exp ot. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.68

3. Ensemble de définition de f définie par f(z) = /(22 — z)2 — (22 — 2) :
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Le nombre f(z) est défini lorsque :
(% —2)* — (2 —z) = 0.
Comme le trinéme 32 — y = y(y — 1) est positif pour y > 1 ou y < 1, f(z) est défini pour

1’271'210111‘271‘§0.

Ceci signifie encore :

1-+5

1
' +\/5’+oo

5 ouz € [0,1].

x €] — o0, Ju

Comme =8 < 0 < 1 < 25 op en déduit que le domaine de définition de f est :

2 2
Df:}—oo,l_;/g] ulo,1]u 1+2‘/‘F’

, +00

Autre maniére : remarquer que (2 — )% — (22 —2) = 2(z — 1)(2® — 2 — 1).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.71
Ce n’est pas un polynome car ce n’est pas défini sur R; mais c’est la restriction d’une fonction
polynomiale (faire un calcul pour simplifier I'expression de f(x)).

SOLUTION DU PROBLEME 3.92
1. Stabilité de H par produit :

On calcule
1 =z 2 1 2 2 1 z+2 242 +ay
01 y 01 o |=[o0 1 y+vy cH
0 0 1 0 0 1 0 0 1

On voit que le produit n’est pas commutatif.

2. Stabilité de H par inverse :
Pour (z,y, z) € R® donnés cherchons (2,3, 2') € R? tels que

1 z =z 1 2 2 1 2 2 1 = =z
0 1 y 01 ¢ |=(0 1 ¢ 01 y | =1I.
0 0 1 0 0 1 0O 0 1 0 0 1

D’apres le calcul précédent, cela signifie

r+a2' =2"+x=0

y+y =y +y=0

242 +ay =2 4+z+2'y=0
On trouve donc
—x
-y

x =
/I
yi
A / —

Z=—xy —z=uay— 2,

en remarquant que cette solution est compatible avec I’équation 2’ + z + 2’y = 0. Dot :
-1

1 = =z 1 —z zy—=z
01 y =10 1 -y € H.
0 0 1 0 0 1
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SOLUTION DU PROBLEME 3.93

1. Calculs de J?, K2, KJ et JK :

On trouve :
4 4 4 4 2 0O -2 0
o | 4 4 4 4] T 0 2 0o -2 1 ) _ N
J = 44 4 4 =4J; K° = 9 0 9 0 =2K;JK=KJ=0
4 4 4 4 0 -2 0 2

2. La somme de deux matrices de £ est une matrice de & :
On prend deux matrices quelconques de € : My et M. g (il n’y a pas de raison que a = cet b=d;
a et b sont des variables muettes!) et on fait la somme :

a+b a a—> a c+d c c—d c
_ a a+b a a—-b c c¢c+d ¢ c—d
Ma,b+Mc,d — a—b a a+b a + c—d C C+d C
a a—2> a a+b c c—d c c+d
a+b+c+d a-+c a—b+c—d a-+c
_ a+c a+b+c+d a+c a—b+c—d
- a—b4+c—d a+c a+b+c+d a+c
a+c a—b+c—d a+c at+b+c+d
= Ma+c,b+d e€.

3. Le produit d’une matrice de £ par un scalaire est une matrice de £ :

De méme :
a+b a a—> a Aa + \b \a Aa — Ab \a
_ a a+b a a—2b _ Aa Aa + A\b Aa Aa — A\b _
AMap =AM 020 0 atb oa | T da—a X dat M = Max € €.
a a—2> a a+b Aa Aa — A\b Aa Aa + A\b

4. Le produit de deux matrices de £ est une matrice de € :

11 faut calculer M, M. 4 et montrer que c’est de la forme M, ; avec e, f qui dépendent de a, b, ¢, d.
Pour simplifier le calcul on remarque que :

‘A@bzaJ+bK.

On calcule alors
My yMe g = (aJ +bK)(cJ + dK) = acJ? + adJK + beKJ + bdK? = (dac)J + (2bd)K = Maqge,2bds

d’apres les calculs de la premiere question. Ainsi

‘Ma,ch,d = Muge,2va € €. ‘

5. Existence de L :
Remarquons d’abord que la matrice I ne convient pas, bien qu’elle vérifie la relation :

IMa,b = Ma,bI = Ma,b-
En effet I n’est pas élément de &, car sinon il existerait o, § € R tels que :

I=M,p.
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Or cette derniére relation est équivalente a :

a+p 1
Q 0
a—p = 0,

ce qui est impossible (i.e. le systéme n’a pas de solution).
Par contre d’apres le résultat de la question précédente, on remarque que, pour tout a,b :

M Ma b= Ma,b = Ma,bM

11 1 1.
472 ’ 472

On peut donc prendre | L = M

ol

1
>

. Existence des suites (a,) et (f3,) :

La formule de calcul d’un produit trouvée a la question 4, suggere de montrer par récurrence sur
n > 1 la relation :

(Myp)" = (4a)"taJ + (20)" " 'DK.

— La relation est vrai pour n = 1, car elle s’écrit alors :
Mg,b =aJ + bK.
— Si la relation est vraie a l'ordre n alors on a :
M;l;zrl = Mg,bMa,b
= Ma)yn—14,(20)n-15Map d’aprés 'hypothese de récurrence
= Mya)n—1aa,2(20)n- 15 d’apres la relation My pMe a = Miac 2bd
= Ma)na,20)b
= (4a)"aJ + (2b)"bK

Ainsi la relation est vraie a 'ordre n 4 1.
Ainsi il suffit de prendre ‘an = (4a)"ta et B, = (2b)""1b
géométriques — de raisons 4a et 2b.

; on a bien affaire & deux suites

. Rang du systeme linéaire :

Pour éviter de manipuler des fractions, éventuellement compliquées, en a et b dont les
dénominateurs pourraient s’annuler on transforme le systeme en effectuant les opérations sur les
lignes et les colonnes suivantes :

(a+b)x+ ay+ (a —b)z+ at =0 I
axr+ (a+b)y+ az+ (a=bt =0 Ly
(a —b)z+ ay+ (a+b)z+ at =0 L3

az+ (a — b)y+ az+ (a+b)t =0 Ly

2ax +2ay +2az +2at =0 L1+ Ls=1L]

2bx —2bz =0 L1 - L3 = Lg
2ax +2ay +2az +2at =0 Lo+ Ly=1L)
2by —2bt =0 L2 — L4 = Li;

L’équivalence entre ces deux systemes nécessite une explication ; on a en effet clairement 'implica-

tion :
Ly L+ Ls
=
Ls Ly —Lsg
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Mais la réciproque est vraie aussi car :

L
1+ L3 N
Li—Ls
De méme on a I’équivalence :
Lo N Lo+ Ly
Ly Lo— Ly

Le systeme étudié est donc équivalent & :

((L1+ L) + (L1 — L3)) = Ly
((L1 + L) — (L1 — L3)) = L3

N N[

2ax 4+2ay +2az +2at =0 Ly+ L3 =1L}
2bx —2bz =0 L1 — L3 = LIS
2by —2bt =0 L2 — L4 = Lil

On peut simplifier en divisant par a et b; il faut alors distinguer plusieurs cas :
(a) Sib=0eta=0
Le systeme se réduit a : 0 = 0.
Il est donc de
(b) Sib=0eta#0
Le systeme se réduit a une seule équation : x +y + 2z +t = 0.

Il est donc

(c) Sib#0eta=0
Le systeme se réduit a :

x —z =0 5L
y —t =0 QLbLﬁl
II est donc de

(d) Sib£0eta#0

Le systeme est équivalent a :

T +z +y 4+t =0 5 Lj=LY
xr —z =0 $Ly=1LY
y —t =0 %L’ =LY

xr 4y +z +t =0 LY
& 2z 4y +t =0 LY—-LY
y —t =0 Ly

il et donc

SOLUTION DU PROBLEME 3.94

4. Pour toute matrice A : A = F(A+" A) + $(A-" A).

5. C’est de la forme :
0 —b b
b 0 —b avec b € R.
-b b 0
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6. C’est de la forme :

7. Utiliser les résultats précédents
SOLUTION DU PROBLEME 3.95

1. Stabilité de £ par composition :
Pour tout z réel on calcule :

(fapofap)@) = fap(fas(x))
= fap(ax +B)
= a(lax+p0)+0b
= aax+ (af+0b)
= faa,aﬁ-i—b(x)

Comme ceci est vrai pour tout z on déduit que :

‘ fa,b o fa,ﬁ = faa,aﬁ+b~ ‘

Ainsi la composée de deux éléments f, 1, fo, g quelconques de E est bien un élément de E'; c’est
fe.a avecc=aa et d=af +b.
2. Résolution de I’équation f,, 0 fop0 fop = fa1 ¢
Cette équation s’écrit :
Ve €R, fap(fab(fap(@))) = far(2),
soit :
Vo € R, a(a(ax +b)+b) +b=azx+1,
soit :
Ve eR, a®r+a’b+ab+b=azx+1.

On a écrit ’égalité de deux polynomes (pour tout réel ). Cela se produit si et seulement si leurs
coefficients sont égaux® L’équation étudiée est donc équivalente & :

ad=aeta’b+ab+b=1.
Or l'équation a® = a s’écrit aussi a(a? — 1) = 0, soit a = 0 ou a? — 1 = 0, soit a € {0,1,—1}.
L’équation de départ est donc équivalente a :

a=1let3b=1
a=—-letb=1
a=0etb=1

Il y a donc trois solutions pour le couple (a,b) :

{(1,%),(1,1),(0,1)}.

9Sans utiliser ce théoréme important on peut remarquer directement que la relation
Ve €R, ar+b=cx+d

entraine a = c et b = d. Il suffit de I’écrire pour z = 0 (b = d) puis pour a =1 (a+ b = c+d, d’olt @ = c en simplifiant de
part et d’autre par b = d).
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3. Existence d’un inverse g pour la composition :
Remarquons que f1,90 = Idg. Si g est élément de E alors il existe o, 3 tels que g = f, g. La relation :
fa,b o g = IdR7

s’écrit alors :
Jap o fa3 = f1,0-

Or d’apres le calcul fait a la question 1, il suffit pour cela que :
acx=1et af +b=0,

soit, puisqu’on a pris a # 0 :
b

1
a=—et [=—-.
a a

Ainsi|g = f1 b |vérifie fop0g = Idg. En utilisant la méme formule de calcul de la question 1 on

a alors (en permutant a et a et b et ) :

fa,ﬁ o fa,b == faa,abJrﬁ = fl,O - Id]R;

puisque
1 b
aa=1letab+pB=-b—-=0.
a a

4. Commutativité de la composition dans F :

La composition ‘n’est pas commutative,

contrairement a ce que suggere le cas particulier précé-

dent. Cela se voit sur le contre-exemple suivant :
Jia0 fa0=f21 €t fapo f11= fa2,

on a donc ‘ fii0fa0# fa00 fi1- ‘
Relation (fog)o(hoi)=(fo(goh))oi:
Cette relation est vraie pour n’importe quelles fonctions, qu’elles soient dans E ou pas; elle provient
de l'associativité de la composition.
5. Linéarité de f :
Ona:

fap(@+y) = fap(®) = faply) = alx+y)+b—(ax+b)— (ay +b)
- b

On a donc 1'égalité annoncée | si et seulement si b = 0. |

6. Simplification de f,,0 fo3 = faps:
Cette relation s’écrit :
aa=aetal+b=0,

soit
afla—1)=0et (a —1)3 = —b,
la premiere relation signifie @ = 0 ou a = 1; la relation s’écrit donc :

(a=1letb=0)ou(a=0et (a—1)3=—b.

Le premier cas a = 1 et b = 0 signifie que f, = f1,0 = Idr, mais il y a une autre possibilité, par
exemple :

‘f2,1 o fo,—1 = fo,—l- ‘

La relation proposée n’est donc pas automatique, pour o = 0 notamment.
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Solutions des exercices du chapitre 4

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.1

-2 1 -3 3467 __ ;3
1 2= -1 - 7. 348 =3, 13.
3467 __ 3 - 6
2. =34 5 3’4;__5_—’—25' . a3
3. 27 3i=-23i 9. T+ =3 15, (HEEE) T — —26 4180
5427 1 -12 1 _ 1 -7
L =gt W —a 16. (4 )9 = (i) = —i
. 2= 344l 11, 342 _ 5 | ;12 i3
L N ; 3—2¢ 13 13 17 V34 V3 1 11 —0
6. a+2i)(3—7) _ 10 10 12. : (\/é—z' T s ) -

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.2

1+7r: r 1

C2r 4+ (r2—1)i  r241 +Zr2+1'
2. (a) 22 = (2% — 3xy?) + i(32%y — y®) (utiliser la formule du binéme).

1—1 T —y Lty
(b)

= 1 .
z $2 +y2 x2+y2

© 22 2 +ay? 4 2xy Z,ny—xQ—i—yS—i—yQ
z+i 2?2+ (y+1)2 22 4 (y + 1)2
n .
1izn+1
o1 . .ki
3. En utilisant : E ) =T

k=0
ou en raisonnant par récurrence, on a :

1 sin=4p
ii% 1+i sin=4p+1
P ) sin=4p+2

0 sin=4p+3

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.3

1. Pas de solution.

2. Systeme de Cramer de solution ‘ (z,8) = (3—14,1—2iq). ’

3.

iz +1+idt = 1 L
-z +it = 2—1 Ls
—z +it = 2—1 L2

=

it = 21+2 Ll+ils

t = 2—-2

=
z = it—24+1=3
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.4
La deuxieme équation n’est définie que lorsque Dans ce cas on a :

t
Z+t = 3o zit= 3243t dr =2 =2z
-
Ainsi :
224tz—2t2 =20 224tz —2t2 =20
<~
o= ¢ =2
24 (22)2—2(22)2 =20
& @ (22)2 (22) par substitution
t =2z
22 =—-4
<~
t =2z
z=2touz =—
=
t =2z
L’ensemble des solutions (z,t) est donc :
|{(2i,43), (~2i,—4i)} .|
SOLUTION DE L’EXERCICE 4.5
1. Calculs divers :
On trouve :
1 sin=3p
1+j4+42=0etj"=<{j sin=3p+1
j2= sin=3p+2

3. Simplification de (a + b+ ¢)(a + bj + ¢j*)(a + bj* + ¢j) =
Le calcul donne, apres maintes simplifications :
(a—0)2+(b—-c)*+ (c—a)?
2

(a+b+c)(a+bj+ci®)a+bi®+cj) = (a+btc)
= &+ b+ - 3abe

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.6

1. Commutativité de ’opération x* :

Elle découle de la symétrie entre z et 2’ dans la formule qui définit z * 2’.
2. Associativité de opération x :

Le calcul montre que :

(zx2) k2" = 222" +i(z2 + 22"+ 22") — 2 — 2/ — 2" — 2.

On remarque que le résultat est inchangé si on remplace z par 2/, 2/ par 2 et 2" par z i.e. :

(zx2)x2" = (2" % 2") * 2.
Ainsi en utilisant la question 1 on a :

(zx2)x 2" = (2" % 2" ) vz =2x (2 x2").
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3. L’opération * n’est pas bilinéaire :

Le calcul montre par exemple que la relation :
(242 x2" = 252" + 2" % 2"

n’est vraie que lorsque 2’/ =1 — 1.

. Unité de l'opération x :

On cherche 2y ne dépendant par de z. Si un tel 2y existe il vérifie en particulier zg x 0 = 0 d’ou,

par le calcul, il découle que

Réciproquement, le calcul donne, pour tout z :
(1—9)xz=2z
Autre Méthode :
oxz=z 2z +i(z+20)—1—i=z2(z+1) =1 —1i)(z+1).
Autre Méthode :
0%z=zz0z+i(z+20)—1—i=z<2(z0+i—1)+ (iz20—1—14) = 0.
Comme on veut cette égalité pour tout z € C on obtient que le polynéme :
2t z(zo+i—1)+ (izo — 1 —7)
est nul ce qui n’est possible que si ses coefficients sont nuls i.e.

zo+tit—1=izg—1—1=0&20=1—1.

. Inversibilité pour 'opération x* :

On cherche un z’ qui dépend de z. Le calcul montre que pour tout z # —i on peut prendre :

, 2—iz

241

On peut aussi simplifier toute la résolution en remarquant que :

(z+10)(2' +1i) = 22" +1.

Plus généralement si C —— C est une bijection (ici ¢(2) = z + i) on peut montrer de méme que le
produit défini par :

2%, 2 = p(2)p(2)).

sera lui aussi commutatif, associatif, possede une unité, et tout élément distinct de ¢ ~1(0) est inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.7

Ainsi les nombres complexes z qui sont solutions sont les ou tels que | Re (2) = 432,

On a:

(z—a)(z—b)eR (z—a)(z=b)=(2—a)(z—=0)

22— (a+bz+ab=7%—(a+b)Z+ab
227 —(a+b)(2—2)=0
(z=2)(z+Z)—(a+b)(z—%)=0
(z=%2)(z+Z—(a+b))=0
z—Z=0ouz+z—(a+b)=0
z=zZou2Re(z)=a+b

O O

IS)
<o
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.8

L’ensemble des solutions pour z est : [R —{—1}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.9

1. Valeurs de z pour lesquelles f(z) a un sens :

On voit tout de suite que f(z) est bien définie si et seulement si z +Z # 0. Comme Re (2) = 22,

cela signifie aussi que ‘ z n’est pas imaginaire pur. ‘

2. Si 2z est réel non nul, alors f(z) est réel :

Si z est réel, on a Z = z qui est réel aussi, d’ou :

2z—-7Z+1
e ==

qui est encore réel.

3. Calcul de f(z +iy) :

On calcule :

2z +1y) — (x—iy) +1
2x

1+ 3¢
= W+2y(x+iy)
x+ 1+ 3iy + day(z + iy)

2x

r+14+42%y 3y + day?
+1
2x 2z

f(z +iy) — iz +iy)(2iy)

4. Résolution de f(z) =0 :

D’apres la question précédente, pour z = x + iy non imaginaire pure (i.e.  # 0), on a f(z) =0 si
et seulement si :

1+ 4a? 4ay?
shl+da’y o Syddey?
2z 2z
soit :
x+1+42%y =0 et 3y + 4ay® = 0.
Orona:
9 9 z+1
r+1+4x"y=0et 3y+4oy” =0 < Y= et (y=0ou3+4zxy=0)
x

Tz+1 x+1 3
& (yOetO 122 ) ou (ywetyﬂ)

1
< (y=0etxz=-1)ou (yieter 3>

8

I

DN | =
<

I

|
N o
— R

< (y=0etx=-1)ou (

[I[9N)

—1

Il y a donc deux solutions : |z = —1 ou z = %
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.10

1. Ecrire z sous forme algébrique et se ramener a un systeme linéaire 2 x 2. On trouve :

-9 -8
z= .

7

2. z=1.
3. Pas de solution car z + 7 € R.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.12
1. |z| = 1. 2. |z| = 1. 3. |z = V2.
SOLUTION DE L’EXERCICE 4.14
Utiliser la relation suivante vue dans la démonstration de la proposition 4.2.2.
|z + 2'|? = |2]® + 2Re(27) + |2)?

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.16

Méme suggestion qu’a ’exercice 4.14.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.17
On a:

T
|

2z —1 2z —1 2z —1
22 €R 22 ( 22 >

2z—1 2z-1

22 72

(22— 1)22 = 2%(22 - 1)
2:7° - 22224+ 22 -7 =0
(222—(2+72)(zZ—2)=0
Z=zou2Z—(2+2z)=0
zeRoqu—Z_;Zz

Tt ¢ 0T 2

D’ou le résultat.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.20

Notons :
z+abz — (a+b)

a—>

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 83

Il suffit de regarder si Z = —Z. Par ailleurs comme a et b sont de module 1, on a @ =
d’apres les propriétés de la conjugaison :

Q|

et b= %, donc,

7 _ z+azf_(6+5)
a—>b
= z 1 1
_ Z+5-(t+3)
o 1_ 1
a b
abz+z—ab %"'E)
— ab
1_1
a b
B ab2+zfab(%+%)
= T 1
ab (3 —5)
_abZ+z—(a+b)
B b—a
= -7

La réponse est donc

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.21
Cest |2]2|2)? = |22/|? avec :
z=a+ibet 2/ =¥ +id.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.23

L’équation n’a de sens que pour z # —1. Remarquons qu’'un nombre complexe a sa partie réelle nulle
si et seulement s’il est imaginaire pur. On a donc :

R z—1 0 o z—1 _ z—1
¢ z4+1) 24+1) z+1

o 271:7271

z+1 z+1
S Z-1DE4+1D)==:=-1)Ez+1)
&S Zz—z—Z—1=-Z2z—2—-2Z+1
& z=1
s Jzl=1

L’ensemble des solutions est donc ’ensemble des nombres complexes de module 1, a I’exception de -1
soit | St —{—1}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.24

Siz#—iona:

- i;z =0 & |z+iP—|z—i?=0
o (4)E-1)—(z—)EF+i)=0
& 27— 2iz2=0
& 2=z

Les solutions sont donc les nombres complexes
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.25

" 1—it o ep oz 1 .
1. Condition sur ¢ pour que {;; soit réel :
On a:
11—t 11—t 11—t
R & =
11t - 1+ it <1+it)
1—dt 1+t
& — = —
1+t 11—t
& (1—it)(1—dt) = (1 +4t)(1 +4t)
& 1—it+) — [t =1+it+1) — |t]?
S t+t=0
& tedR

En conclusion, comme ’énoncé n’a de sens que pour ¢t # i, on a :

‘zeR@teiR—{i}.‘

s 1—it s s .. .
2. Condition sur t pour que soit imaginaire pur :
Sachant que z est imaginaire pur si et seulement si z = —Z, un calcul analogue au précédent donne :
1—it

ER & 1—it+t)—|tf=—-Q+it+7) —|t|?)

1413t
& |t| =1, soit t € St

En conclusion, comme 1’énoncé n’a de sens que pour ¢ # i, on a :

zeRetesS —{i}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.26
Comme on a :
1 2
lzl=|-|e 2" =1e |z =1,
zZ

I’équation se ramene a

‘|z|=1€t|z—1|:1.‘

Géométriquement cela correspond a l'intersection de deux cercles de rayon 1, centrés aux points d’affixes
0 et 1. Un rapide dessin montre qu’il y a deux points d’intersection d’affixes :

1 _ 1 V3

:§+i7ouz:e_i —5—27.

@l

;T
z=ce'3

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.27

(¢ +iy)(x +iy) = 2° + 4

(x +iy)(T —iy) = 2 +9°

(o +iy) (T — ) = (o + i) (& — iy)
(z+iy) (T —iy—z+iy) =0
x+iy=0oux—T=1i(y—7)

|z 4 iy|? = 2% + 2

x + iy =0 ou Im (z) = iIm (y)
z+iy =0o0ulm(z) =Im(y) =0 car Im (z),Im (y) € R

tesooTOQ

z+iy=0ouuzyeckR
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.28

1. Calcul de u? + v + w? :

Wt — (z+z’>2(zz’>2+(1zz’>2
1422 1422 1422
_ 224222 427 — (22— 222 + ) + 1 — 222 + 2227
B (1+ 22')2
B 222 4+ 1+ 222"
N (14 22")?
(1 422)?
(1 422)2

2. Equivalence tu, v, wER & 2 =2

Siz =2 alors:

242 =2Re(2), i(z —2) = —2Im(2), 1 — 22/ =1—|z[> et 1 + 22/ =1+ |2|%

Ainsi il est clair que u, v, w seront réels.

Réciproquement, si u, v, w sont réels, alors :

1=z 1—w

w = Sz=——¢cR
14 zz2! 1+w
Comme de plus :
+i 7 etu—i &
U+ v = et u—iv=——
14 22 14 22"
on aura :
2 2 - . 2
= —=utiv=u—iv=—,
1+ 22 14+ 22/ 1+ 22
d’on 2’ = z.
SOLUTION DE L’EXERCICE 4.29
1. a)Onal—az+#0:
En effet, on a :
|az| = [al|z] = |a||z| < 1.

Il n’est donc pas possible que 1 — @z = 0 car alors on aurait [az| = 1.
[z —al* _(A—la®)(d -]z |

b) Relation 1 — =
(b) T —a:p T —a:p
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On calcule :
1 lz—al>  |1—a@z]?—|z—al?
1—az2 |1 —a@z|?
1 — 7 = N
= m((lfaz)(lfaz)f(zfa)(zfa))
1 _ _ _ _
= m((lfaz)(lfaz)f(zfa)(zfa))
1
= ﬁ(l—Ez—a?—l—&za?—z?—i—zﬁ—i—a?—aﬁ)
—az
= m(lJrEzaEszfaa)
—az
1
= ot aPlal = o = )
_ (A =JaP)(A -2
1—az|?
| |

2. z € D si et seulement si 7= € D :
Comme |a| < 1 on déduit 1 — |a|? > 0 d’otr :
zeD & |z <1
& 1-22>0
& (L—la)(1—[2*) >0
(1 —Jal®)(1 - =)

& >0
|1 —az|?
|z —al
S 11— ——=>0
|1 —az|?
e |27
1—az
z—a
1—az

3. L’application f est une bijection :
On a montré & la question précédente que si z € D alors f(z) € D i.e. f est bien & valeurs dans
D.Pour Z €D ‘recherchons les antécédents de Z par f : ‘

z—a
fz)=2 < =

& z—a=Z(1—-az)carl—az#0

& z—a=2—Zaz

&S z+Zaz=a+ 2

& 2(1+Za)=a+ 2

o ,-08tZ

1+ Za’

ou la derniere équivalence est justifiée par le fait que ; en effet comme a la premiere
question on a |Za| < 1 car Z € D ce qui empéche que Za = —1.

On a ainsi montré que | tout élément Z de D a un unique antécédent szza par f|et cet antécédent

appartient bien & D d’apres la question 2 (en remplagant z par —Z). Par conséquent f est une
bijection de D sur D.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.33
Géométriquement c’est U'intersection de deux disques fermés, de rayon 1, centré aux points d’affixe
-1 et 1. Un dessin montre qu’il y a un seul point d’intersection & savoir
SOLUTION DE L’EXERCICE 4.38
11.
(2 — 2i)? (2v/2e71%)3
V3 —3i 2v/3e"%
3
_ V2P (s3eg)
2V/3
8\/§ _;om
— e 12
V3

12.
5411iv3 (54 11iv3)(7 + 4iV/3)

7—4ivV3 72 442
—97 + 4973
97

= —1+iV3

2
= [2e¥ ]

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.42
1.a+b=-1.
2. ab=2.
3. Donc a et b sont les racines de I’équation : 2% + z + 2, soit :

4. Un dessin permet d’estimer que Im (a) > 0 alors que Im (b) < 0 d’ot :

—1+iV/7 —1—iV7
a = 5 et b= 5 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.43
1.

& z:\/gfiouz:%ouz:f\/gfi.

3 et 4. Commencer par montrer que les solutions sont de module 1, puis trouver leur argument.
8. Il y a six solutions données par :

14 BeE

Z—m, kE{O,,5}
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.44

1. Résolution de 2* =1 :

On écrit z sous forme trigonométrique : z = re
Alors

W avec r >0

rt=1

d=lerte=1s
40 = 2km (k € Z)

soit finalement : ‘z e{l,i,—1,—i}. ‘

Autre méthode : on factorise z* — 1 par :

A 1=+ D)2 1) = (2 +i0)(z —i)(21) (2 — 1).

2. Résolution de (Z—“)?’ + (Z—“)Z + (z—“) +1=0":

zZ—1 z—1 Z—1
L’équation n’est définie que pour De plus, on reconnait dans le premier membre la somme
des termes d’une suite géométrique :

N\ 3 N 2 . 4 si &t =1
z24+1 z+1 z24+1 z—1
( ) +< ) +( ) 1= 1_(Zti)4 s z4i :
z—1 z—1 z—1 —ER- siEE £
() z—1
On a donc

-\ 3 -\ 2 . .\ 4 .
(E5) + (35) +(E5) rimver- (35) —oa itz
Z—1 Z—1 Z—1 Z—1 Z—1

N 4 )
D’apres la question précédente (j—fi) = 1 équivaut a Z—J_ri € {1,i,—1,—i}; comme la valeur 1

z
n’est pas possible, I’équation initiale est donc équivalente & :

z+1
e i, —1,—i}.
z—1 i i}
Or
z+1 1—3
—ie N=i(z—i)ez—iz=1—ioz= =1
;= (z+i)=i(z—1i) o z—iz i 2=
P et =—(—i) ez =0
z—1i
Z+1 —1—3

=—ie(z+i)=—iz—i)ezt+iz=—1—iez= =-1.

Z—1 1414

Il y a donc | trois solutions : 1,0 et —1. ‘

Autre méthode : on met tout au méme dénominateur, on développe, on simplifie :

\ 3 \ 2 .
423 — 4

(Zﬂ.) +(Z+Z_> +<Z+%)+1=42 =

z—1 z—1i z—1 (z —1)

et 423 — 4z = 0 a pour solutions 1,0 et —1.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.47

1. Calcul de 1 +j + 52 :

Comme j # 1, 0n a:

-4 1-(5)® 1.1

1447442 = — = —0.
LR = s T B
2. Rang de la matrice M :
X
C’est le rang du systeme linéaire M | y | =0. Or:
z
r+y+z =0 Ly T+y+=z =0 Ly
stjy+i’z =0 Ly e (G-Dy+(?-1Dz =0  Ly—Li— L
r+jly+jz = 0 Ls (2-Dy+(G—-1)2z =0 Lz—L; — L3

89

Comme j2 — 1= (j —1)(j + 1) et que j — 1 # 0 on simplifie les deux dernieres lignes par j — 1 :

rT+y+=z =0 Ly r+y—+z =0 L4
G+Dy+z =0 L3 (1f(j+1)2)z =0 Ls—(j+1)Ls

Comme :
1—(+1)?=—j>-2j=—j(j +2) #0,

le systeme échelonné est de Cramer. Ainsi ‘ M est de rang 3. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.50

1. Résolution de 22 =1 :

Si on écrit z sous forme trigonométrique z = re® 1’

équation 23 = 1 équivaut a :

7,,36139 - 1= ezO.

On sait donc qu’alors :
r3=1et 30 =0+2km ke Z.
Les solutions sont donc les nombres :

; i 2km
z=re? =5, ke Z.

Compte-tenu de la périodicité de I’exponentielle on ne trouve en fait que trois valeurs distinctes,

pour k =0, 1,2 par exemple, soit :
i2r : i 22\ _ o
Z:1,Z:€3:j,Z:€3:<€ 3) =j°.

2. Forme trigonométrique de 2 + j et 2 + 52 :
On a:

J=e
On déduit donc, en calculant le module :

2+jg+i?\/§<ﬁ+il) = V3e's.

[=]E]
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Par ailleurs

. dim . 2im 2ix
2 — 2= _ % ,

jo=e3

donc 2 + j et 2 + 52 sont conjugués. On conclut ainsi que ‘ 24 j=+/3e'% et 24 52 = /e 5.
3. Résolution de (3\ —2)* —1=0:

L’équation s’écrit encore :

2=1letz=3\-2.
D’apres la question 1, les solutions sont donc

)\:2+z

avec z = 1, j, 12,

. .2
soit |\ € {1,2%,2%}.

4. Relation A} + \J + \ =1+ (\/23)71 cos (%) - :

D’apres les calculs précédents on a :

AT+ + A5 = 1”+<—3‘7 +< j)
1

n.b. : il n’y a pas besoin de faire de démonstration par récurrence.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.51

Mettre 1 + i et 1 — ¢ sous forme trigonométrique et procéder comme dans la question 4 de I'exercice
4.50.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.53

1. Résolution du systéme :
Si z et y sont solution du systeme

2 2 _ 1
==y - V2 Ll
2?2 +yt=1 Lo
ny:% Ls
On déduit : .
2%2:14»—2 L+ Lo
1
2y2=1—— Lg—Ll
2
On a donc
" 1+ 1 " 1 1
T = -+ —c - — —
2o Y 2 2V2
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On obtient ainsi 4 couples (z,y) qui, par construction, vérifient les relations Ly et Lo. Pour que
L3 soit vérifiée il faut que = et y soient de méme signe et comme :

E%LE_L<gJJ_ ﬂz.f

2 22\ 2 2,2 2 2v2/)\2 2\/_ 2\/_ 4 8

les deux couples obtenus sont bien des solutions, a savoir :

(2,1) 1 n 1 1 1 (2,1) 1 n 1 1 1

T,y) = -+ —=/z——F= ] ou(r,y) =|—/z+—F=,—/z——F= ] -
Y 2 2v27\2 22 Y 2 22 2 2V2

2. Solution z :
Si on écrit z sous forme algébrique z = z + iy, on a :

2% = (x +iy)? = 2 — y? + 2ixy.

L’équation 22 = 1—\;; est donc équivalente a :

{xQ—yQZ
- 1
2:49yf\/5

S

Par ailleurs le nombre complexe 1\}1 est de module 1, donc, si 22 = %, alors z aussi est de module
1, donc 22 + y2 = 1. Ainsi I’équation 22 = 1—\}’ est équivalente a :
2 2 _ 1
-yt =
1‘2 + y2 =1
= 1
2xy = )

D’apres la question précédente on a donc deux solutions :

I O S R S COE S C
V2 22 2 22 7 2 2v2 2 22

3. Valeurs de cos% et sin% :

Comme )
1+1 =
=e1,

V2

si on écrit z sous forme trigonométrique z = re* on a :

142 , x
2 _ o 7“26129264

z
V2

r?=1

=4
20 =% +2kn, ke
r=1

=4
0=7%+km keZ

& 2=¢'Fouz= e’(%*‘”) — _¢'®

Ainsi Péquation 2 = 1_\;; a deux solutions e'% et —e'%.

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



92 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007
Par comparaison avec le résultat de la question précédente on a donc

ERTIND O (U E CO T (O Ty (S
{e ,—€ }7 2+2\/§+z 272\/5,7 2+2\/§fz 272\/5

ei

De

JE]

T .. 7
= CO0S — + 78In —,

8 8
et sachant que cos § et sin § sont positifs, il s’ensuit que

LA LS P £ L
COSS— 5 2\/56 SIHS— B 2\/§
32
4. Calculde( 24+V24+1i 2—\/§> :

On a:

= (26’%)32
2326’L47T _ 232'

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.54

L’ensemble des solutions est :

{—tan(g—i—k—ﬂ-) ‘ke{o,l,...,n—l}}.
no n

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.55

cos*z(1 4+ tan*z) 1+ tanz

1. u= =
cos*z(l —tan*z) 1 —tan*x

2.

cos® (1 + tan3 )
cosz(l + tanx)
1 1+tan®x 1

1+tan’z =
tan?x +1 1 +tanx car 1+ tan®x cos? x

1 —tanz + tan?x 1+ X3 9
tan? 2 + 1 car 1+ X *

1—tanx
1+ tan®x

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.57

Montrons par récurrence sur n > 1 la relation :

sin _(n+21)a:

: nx
. . . SIHT
sinz +sin2x + -+ -+ sinnx = — .
sm§
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— Pour n =1 la relation s’écrit :

. sin z sin §
ST = -
sin §

Elle est donc vraie
— Si la relation est vraie a I'ordre n, on a alors :

(n+1)z
2

n <
SlIl2

(n+1)z
2

sin &

sin
2 tsin(n+ 1)z

sinz +sin2z + - - - + sinnx +sin(n + 1)z

sin sin &% + sin(n + 1)z sin 5

in
SlIl2

Or d’apres la formule d’addition des angles pour le sinus on a :

1 1 1
sin% = sin (M—E) :—cosmesing—l—sian)xcosg,

1
sinE +sinwcos£

2 2 2

sin

D’ou, par différence :

2
sin — — si (n+ ):c:72 os( )2 HE,
2 2
soit encore :
1 2
Siﬂ%—i—Zcos@sini:sinw.

En multipliant par sin W, et en utilisant la relation sin(n + 1)z = 2sin W cos W, on

obtient :
1 2 1
sin Msiny + Sin(n+ 1)9381n£ — gin (n + )ﬂf sin (n + )ﬂf
Ainsi :
. . . . sin —(n+22)m sin —(”gl)m
sinz +sin2z + - - - +sinnz +sin(n + 1)z = — :
sin £

2

ce qui prouve que la relation est vraie a I'ordre n + 1.

Autre méthode :

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



94 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

Ona:

sinx +sin2x + - - - + sinnx

= ginOx +sinx +sin2zx+ ---+sinnx car sin0 =0

= Z sin(kx)

k=0
n
— Zlm(eikx)

k
1— ez(nJrl)a: )
= Im <7> somme des termes d’'une suite géométrique de raison e'* # 1 (z # 0+ 2km)

cn41 - (n+ Dz ;(nt Dz
el 2 (2—1( 2) ?IL( 2) )
= Im

astuce!

€'t (e7't —¢'2)

e —2isin (DT
= Im 61 2 T e—
—2isin 5

gin (it

= 2 Im (%
sin 5 ( )

s (ntDzx s ona
Sin e Sin )

in £
Sll’l2

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.59

Raisonner par récurrence et utiliser de la trigonométrie.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.60

Utiliser les formules de sommation classiques du chapitre 2 (formule de binéme, somme des z* etc. ).

- cos WELT gy ne
_ 2 2 g . ; .
1. E cos(kx) = ———=——= (prendre la partie réelle dans la second méthode de 'exercice 4.57).
sin Z
k=0 2

n+2

4. Z CF cos((k 4 1)x) = 2" cos
k=0

x cos™ g (utiliser la formule du binéme)

n
2km 2km

) n ] n
10. (:c +e'n ) =n(l+z") (développer (:c +en ) par la formule du binéme).

=
Il
_

113 ket ™ = &%

.
= =
SOLUTION DE L’EXERCICE 4.62

1. Relation R R3 = Ra4p :
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On calcule :
1 0 0 1 0 0
R.Rg = 0 cosa —sina 0 cosfB —sing

0 sina cosa 0 sinf8 cosp
1 0 0

= 0 cosacos( —sinasinf3 —cosasinf — sinacos
0 cosasinf+sinacosf3 cosacosf —sinasinf
1 0 0

= 0 cos(a+pB) —sin(a+pf) d’apres les formules de duplication des angles
0 sin(a+ ) cos(a+pf)

= Rayp

2. Inversibilité et inverse de R, :
D’apres la question précédente, on a

RoR_o = Roy(—ay=Ro=1.

Ainsi R, est inversible d’inverse R_,, :

R'=R_,.
3. Calcul de SR,S. :
Ona:

-1 0 0 1 0 0 -1 0 O
SR.,S = 0 -1 0 0 cosa —sina 0O -1 0
0 0 1 0 sina cosa 0 0 1

-1 0 0 -1 0 O

= 0 —cosa sina 0O -1 0

0 sin o COS & 0 0 1

0 0

cosa  Sina
—sina  cosa

0

sin(—a)

On a donc montré :

0
cos(—a) —sin(—a))

cos(—a)

SR.S = R_,.
. Puissances de R,. :

Montrons par récurrence sur n > 0 la relation :

— La relation est vraie pour n = 0, car :

R? = Ro.

~
I
o O =
o = O
= o O
Il
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— Si la relation est vraie pour I'entier n alors
R = RIRo = RnaRa = Ruasta,
d’apres le résultat de la question 1. On obtient ainsi
RZH = R(n+1)a7
donc la relation est vraie a pour lentier n + 1.

5. Calcul de cos™ « :
On a, d’une part :

n n

2 0 0 1 0 0
(Ro +R-0)"=| 0 2cosa 0 =2"| 0 cosa 0
0 0 2 cos« 0 0 COS (v
Par une récurrence évidente, on a
1 0 0 \" 1 0 0
0 cosa 0 = 0 cos"a 0 ,
0 0 COS (v 0 0 cos” a
d’ou
1 0 0
(Re+R_o)"=2"1 0 cos"« 0
0 0 cos™ a

D’autre part, comme les matrices R,, et R_, commutent puisqu’elles sont inverses I’une de ’autre,
en utilisant la formule du binéme on a :

(Ra+R_o)" = Y CERER™F
k=0
= Z CﬁRkaR—(n—k)oc
k=0
= Z CﬁR(Qk—n)oz
k=0

n 1 0 0
= Z CF [ 0 cos((2k—n)a) —sin((2k —n)a)
k=0 0 sin((2k —n)a)  cos((2k —n)a)

On a donc
>y ck 0 0
k=0 n n
(Ro + R_o)" = 0 Z C¥cos((2k —n)a) — Z C¥sin((2k —n)a)
k=0 k=0
0 Z C¥sin((2k — n)a) Z C* cos((2k — n)a)
k=0 k=0

Les deux matrices obtenues sont égales, d’ou 1’égalité entre coefficients. En particulier :

2" cos" o = Z CF cos((2k — n)a).
k=0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.64
i ™

i— —i—
Les solutions de 1’équation caractéristique sont e 3 et ¢ 3. Donc il existe A, B € R tels que le terme
général soit :

Uy = Acos% +Bsin%.

La résolution d’un systeéme linéaire 2 x 2 donne A = B =1, d’ou :

Uy = (:os%rJrsinn?7T
= \/ﬁ(cosgcos%JrsinZsin %)
T
= V2cos (ng - Z) .
Ainsi on trouve |a = §, f=—F et r = V2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.65

1. Calcul de u,, en fonction de n :
On a affaire & une suite définie par une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. On calcule son
équation caractéristique :
22 —2cosax +1=0.

Son discriminant vaut :
A=4cos’a—4=—4sin?a.

Comme « est dans U'intervalle |0, 7r[, alors A est strictement négatif. Ainsi I’équation admet deux
racines complexes conjuguées distinctes :

r1 =cosa+isina =e'"“ et 19 =cosa —isina =e ‘“.
Et la suite (u,,) est de la forme :

VYn € N, u, = Acos(na) + psin(na), avec A\, u € R

On calcule X\ et p grace aux valeurs de ug et ug :

OZUQ = A
l=wu; = Acosa+ psina,
soit A=0,u = Siia. On conclut donc que :
sin(na
Vn € N, unzﬁ.
sin v

2. Calcul de A" :

Recherche du résultat
Le calcul des premieres puissances donne :

_ ; _ 2y —
A< 0 1 >,A2< 1 2cosa ),A3< 2cosa 4dcos*a—1

—1 2cosa —2cosa 4cos’a—1

Ainsi on remarque que ces puissances successives ont ’air d’étre de la forme

n —a b nt1 [ —b ¢
A—(b c)avecA _<c d)'

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1

—4cos?a+1 8cosPa—4cosa

).



98 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

Si on recherche comment calculer d en fonction de a,b, ¢, d’apres la relation A»T1 = A™A, on
trouve d = 2 cosac — b. Ainsi le lien avec la question précédente apparait.

Rédaction du résultat :

Montrons par récurrence sur n > 1 la relation :

A" = —Un—1 Un,
—Un Un+1

— D’apres la définition de u,, on a :
ug = 0,u; = 1,us = 2cosau; — ug = 2 cos a.

On déduit immédiatement que :

1 4 0 1 o —up w
A A(—l QCosa)<—u1 u2>'

Ainsi la relation est vraie pour n = 1.
— Si la relation est vraie a ’ordre n alors :

AT = An A
n_ —Up_1 Up 0 1
AT = < Uy Upal ) ( —1 2cosa )
. —Up  2CO0S QU — Up_1
- —Upy1 2CO8 QU1 — U

_ —Up  Upt1 d’apres la définition de (uy,)
—Up+1  Unp42

Ainsi la relation est vraie a ordre n + 1.

Cette récurrence et la question précédente permettent de conclure que :

an — 1 < sin(n — 1)« sin na >

sin a —sinna  sin(n + 1)a

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.66

1. sin®t = f%sin3t+ %sint.

3. cos® t = 1= (cos5t + 5cos3t + 10 cost) .

5. cos® tsin®t = —5-(cos 5t 4 cos 3t — 2 cost) :

6. 4cosPtsint — 4costsin®t = sin 4t :

D’apres les formules d’Euler et la formule du binéme :

it it it it ] ] ]
cost = %, sint = i et (a+0)® =a®+ 3a®b + 3ab® + b°,
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on a :
. . eit + e—it 3 et _ it et _ it 3 ot I it
cos” t sin costsin ( 5 ) — ( - ) 2
1 j : cio g . .
T4 ((6” +e "Bt —e ) 4 (e —e ) (e + eﬂt))
1
1 R ) ; . . .
= 4_ (( i3t + 3€zt + 367“ + efzSt)(ezt . eizt))
1
1 ot —it __—i3ty( it it
+4’L' ((6 3e' + 3e e Yt +e ))
1 ) _ .
= 4_ (( 4t + 361215 L34 671% €z2t S 36712t o efz4t))
1
+4l (( 14t 3612t+3 —12t+ 12t 3+3 —1i2t e—i4t))
1
1
= 4_ ( 4t 2€—z4t)
= sin(4t)

Finalement, on obtient : |4 cos® tsint — 4 costsin®t = sin(4t).

7. sin?(2t) cos? t cos 2t = —5=(cos 8t + 2 cos 6t — 2 cos2t — 1) :

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.67

Linéariser et utiliser les résultats des exercices 4.57 et 4.60, n°1.

. n  cos(n + 1)zsinnx
1. Zst(kx) =3~ S eing .

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.71

On linéarise les deux membres :

i2x —i2z\ 3
e +e
cos®2r = f)

( 6 +3ei2x +3e—i2x +e—i6x)

B = o=

(cos 62 + 3 cos2x)

i _ =iz it 4 ix 3 ei3T 4 o—idw it 4 T 3
) () () ()

( 3T e—in) (€i3x _ Seix T 36—1'3: _ e—i3x)

sin 3z sin® x + cos3zcos® z =

;|H/-\

+11_6 (eiSz 4 €7i393) (eiBm + 361'93 —|—3€7iz + 671‘31)

— %661'3:6 (( i3z Sezz 43 _ €7i393) + (eiBm + 361'93 —|—3€7iz + 671‘31))
+11_6€7i3:v (7 (ei393 o 361'93 + 3671':6 o efiSz) + (eiSz + 3eiz + 3671'93 + efi?;z))
1iz 13z —ix 171':6 T —i3z

= 1—663 (263 + 6e )+1—66 3 (66 +2e78 )

_ %6 (261'693 + 661’293 + 6671'293 + 2671'693)

1
= 1 (cos 6z + 3 cos2x)
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.72

Linéarisons | les deux membres pour trouver « :

T —ix\ 2 T i 4
cos?xsinty = <e +2€ ) <e B 'e > d’apres les formules d’Euler
i
1 ) ) . . ) )
_ % (6213: 124 6—2132) (64190 _ 462190 16— 46—2132 + 6—4132)
_ i (eﬁix _ 2641'90 _ 621'90 4 6—21'90 _ 26—41'90 4 6—61'90)
26
1
= 5% (2cosbx — 4 cosdax — 2cos2x + 4)
1
= 3 (cos 6z — 2 cosdx — cos2x + 2).
2 1 6 1
cos? & — cosdx — cos2x + cos? 3z = % — cos4x — cos2x + % d’apres cos2x = 2cos? —1
1 1
= —cosbxr —cosdr — —cos2x + 1
2 2
1
= 3 (cosb6x — 2 cosdx — cos2z + 2).
1
Il suffit donc de prendre | = ITh

Autre méthode : tout exprimer en fonction de cosz (en utilisant plusieurs fois les formules d’addition ou
de duplication). On trouve :

6

cos? zsin® z = cos® z — 2 cos* = + cos? z.

2

cos® x — cosdx — cos 2z + cos® 3z = 16 (cos6

x — 2cos* x + cos? )

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.74

cos 6t = 322% — 48z* + 1822 — 1 avec = = cost.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.76

4. Résolution de 2cos?z —3cosz+1<0 :

2X2-3X+1<0
2cos’r —3coszr+1<0 < +
X =coszx
1<X<«1
<~
X =coszx
1
& Egcosxgl
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Un dessin :

/,——-Yéz/a

7
/
/
! e
| 3
\
\
N
~ A

<~ - en/z

montre que :

1
5<cosx<1<:> dk eK, z € [—%—I—Qkﬂ',%—l—Qk’ﬂ'] .
8. Résolution de v/3cosx +sinz —v2 <0 :
Ona:
3 1
\/gcosx—l—sinx = 2<§cosx+§sinx>

(o)
= Sl — COS T COS —SsInx
3 3

ZSin(x—i—g).

Donc :
2
V3cosz +sinz —vV2<0 < sin(:c+§)<\/7—
& si ( +7r)< in =
sin(z+ — sin —
3 4
5
& HkEZ,x—l—ge}—Zﬁ—i—kaw,%—i—Zkzw[ d’apres le dessin ci-apres
o T T w
3 Z —— = =42 -—— =42
& dke ,xe} 1 3—|— k:7r,4 3—|— kw[

197 ™
& |k ez, $€:|H+2kﬂ,ﬁ+2kﬂ|:

7 T
Autre méthode : On peut aussi transformer I’équation initiale en : cos (:c — E) < cos 1 et faire le

dessin correspondant.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.78

1. Valeurs de m pour lesquelles les solutions sont réelles :

Les solutions de cette équation du second degré en x sont réelles si et seulement si sont discriminant
est positif ou nul a savoir :

(4cosm)? — 4(2 4+ 4 cos2m) > 0.

=A
Or:
A = 16cos>m — 8 — 16cos2m
cos2m +1 9
= 16 — — 8 —16cos2m car cos2m = 2cos“m — 1
= —8cos2m
Ainsi :

A>0 & cos2m <0

3
o FkeZ 2me [g+2lm,§+2lm

& |3keZ me 54k 2+ kn]

2. Solutions pour m = %. :
L’équation s’écrit alors :

$2+2\/§x+420

Elle admet deux solutions

57

‘x:—\/§+i:2e%ﬂ ouz=—V3—i=2"5.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.80

1. Forme trigonométrique de e™* + €% 4 ¢/
On a:

61393 + 61593 + 617:6 _ ezdz (1 + 61293 + 6141)

) 1— i2x\3 o
—_ esz ( . (6 iQm) ) si 6121 7& 1
— €

B eis;c ei393 (671393 _ eiSz)

eia: (efia: _ eiz)
5z —218In3x
—2tsinx

sin3x
615:6

sin x

Si sin3z et sinz sont de méme signe, soit = € [(2k —1)3, %T’T] (k € Z) cette expression est la

forme trigonométrique de €% 4 %% 4 €. Sinon il faut I'écrire

_ sin 3z ei(5m+ﬂ.)

61393 + 61593 4 ez7z _ .
Sin x
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Enfin, si ?® = 1, soit z = k7 (k € Z) le calcul n’est plus valable; on obtient directement
ei393 + eiSz + ei7z _ eiSz (1 + ei2z + ei4z) _ 361'93

En résumé

3¢t siz=kn (ke€Z)
€% 4T 4 T = { sinde pise siz#kmetze [(2k—1)F,2%] (ke Z)
f—ssiﬁff Gt ™) g L kmet x ¢ [(2k -1)Z, %TW} (keZ)

Autre méthode :
ei393 +ei5az + ei7z _ ei593 (6721':6 414 6293) _ eiSz(l + 2COSQ£L’),

d’ou deux cas en fonction du signe de 1 + 2 cos 2.

2. Résolution de sinbz =0 :

D’apres le cours :

‘Sinx:sinyéx:y+2lmoux:wfy+2k7r, keZ

L’équation sin 5z = 0 = sin 0 est donc équivalente a : 5z = km, kZ,
soit & = %’r L’ensemble des solutions est donc :
ke Z} .

km
5

3. Résolution de sin3x +sinbz +sin7x =0 :

On reconnait que

sin 3z + sin 5z + sin 7z = Im (" + % 4 €'77) .

D’apres le calcul de la question 1, si z est multiple de 7 cette expression ne peut étre nulle puisque
son module vaut 3. On obtient donc :

in 3
sindz +sindxr +sin7xr =0 <& ST

sinbex =0et x # kr (k€ Z)

sin x
< (sin3z =0 ou sin5z0) et sinx # 0

& (x:k%oux:kg)etfc#k’w (k,k' € Z)

L’ensemble des solutions est donc : | { k3, k%) | k€ Z} —{k'm | K €Z}.

4 2 sinzx+sin3z+sinbxr __ sindx
4. Identité sin 3z+sin5x+sin7z ~  sinbx °

Cette identité s’écrit aussi : (sinz + sin 3z + sin 5z) sin 5z = (sin 3z + sin 5x + sin 7z) sin 3z
Soit en développant et en simplifiant : (sinz + sin 5z) sin 5z = (sin 3z + sin 7x) sin 3z.
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Or d’apres les formules d’Euler, on a :

( ) N 5 ) 5 el _ efia: N ei593 _ efiS:n ei593 _ efiS:n
Smx SINOX ) SIMIT —
24 24 24
_ E (ezz o 67193 4 61593 o 67151) (61593 o 671593)
_ 41_2 (ei6a: o ei4x + eilOa: _1- (6—435 o e—i6x 41— e—ile))
1
_ 71 (ei6x + e—iﬁx o €i4.’,C o 6—496 + eilOa: + e—ile o 2)
4
1
= -3 (cos 62 — cosdx + cos 10x — 1)
€i7z _ e*i793 ei393 _ efiS:n eiSz _ efiS:n
(sin3z +sin7z)sin3x = < 57 + 57 ) 57
2 7 7
_ E (61793 o 671793 + 61393 o 67131) (61393 o 671393)
_ E (61101 o 67141 + 61693 _1- (6493 o 671101 41— 67161))
_ 7% (ei6x + e—iﬁx o e’i4.’,C o 6—496 + eilOa: + e—ile o 2)
1

= ——(cos6x — cosdx + cos10x — 1)

Ainsi I’égalité annoncée est vraie.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.82

Le systeme est de Cramer si et seulement si la matrice
< sin260 sind >
cos260 cosf
est inversible ; cela se produit lorsque :
sin 26 cos @ — cos20sin f # 0.
La formule du sinus d’une somme donne :
sin @ = sin(260 — 0) = sin 26 cos § — sin 6 cos 26.

La condition d’inversibilité est donc :
0 # km, keZ.

Dans ce cas, on sait que l'inverse de la matrice vaut :
1 cosf  —sinfd
sinf \ —cos26 sin20 )’
et le systeme a une unique solution :

z ) 1 cosf)  —sind sin 360
y ) sinf \ —cos20 sin26 2(cosf)(cos20) )’

1 _ _
T= (cos 0 sin 30 — (sin )2(cos 0)(cos 26)),

soit :
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Y= ,1 7 (— cos 260sin 36 + (sin 26)2(cos ) (cos 26)).

S

On simplifie ces expressions en remarquant que :

d’our :

sin 36 = sin(# + 26) = sin 26 cos 6 + sin 6 cos 26,

1
r = ——(cosfsin36 — 2siné cosb cos26)
sin 6
1
= 9 (cos O(sin 260 cos 6 + sin 6 cos 260) — 2 sin 0 cos O cos 26)
sin
= —— (cos@sin 26 cosf — sin  cos 0 cos 26)
sin ¢
0
= C(,)S (sin 26 cos 8 — sin @ cos 26)
sin @
cosf
= Sl sin(26 — 0)
= cos#
1
y = —— (—cos260sin36 + 2sin 26 cos f cos 20)
sin 6
1
= 0 (— cos 26(sin 26 cos 6 + sin 0 cos 20) + 2 sin 26 cos 6 cos 26)
1
= — (— sin @ cos? 260 + sin 20 cos 6 cos 29)
sin 6
26
- = (—sin @ cos 26 + sin 26 cos 0)
sin 6
cos260 .
= e sin(260 — 0)
= cos20

Ainsi, ‘si 0 n’est pas multiple de 7 il y a une seule solution (x,y) = (cos 6, cos 26). ‘

105

Lorsque € est multiple de 7, on a sinf = sin20 = 0. La premiere équation du systeme est donc 0 = 0.
Pour la deuxieme équation deux cas sont possibles :

0 = 2km, k € Z | : alors cos = cos 20 = 1; les solutions du systéeme sont donc les points de la

droite d’équation x +y = 2. ‘

0=02k+1)mkeZ

de la ‘ droite d’équation —x +y = —2. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.83

Rappelons la propriété fondamentale suivante des nombres complexes :

r=a . / .
, Srtwy=c +y.
y=y
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Ainsi :
cosa + cos(a+x) +cos(a+y) =0
{ sina + sin(a + z) +sin(a +y) =0
(cosa+ cos(a + @) + cos(a+y)) +i(sina + sin(a + ) + sin(a +y)) =0
el 4 gilatm) 4 gilaty) —
1+e®+e% =0 en simplifiant par e'® qui n’est pas nul
e’ e =-1
(ei% + ei%ﬂ) P |

r s 0O

2cos L Y=t = 1

|
Do
Q
@}
w0
I
)
|
4

Or le cosinus est réel, 'exponentielle complexe est de module 1 et

RNS' = {1,-1}.

Donc la derniere égalité a lieu si et seulement si :

fQCosx;y:e*ixzﬂzlou fQCosx;y:e’i%:71.

Pour simplifier la résolution on remarque que si (x,y) est solution alors (z + 2km,y + 2k'm) est aussi
solution pour tout k, k" € Z; il suffit donc de rechercher les solutions telles que z,y €] — m, 7] ; dans ce
cas ¥ €] — 7] et L% €] — 7, w[. On étudie alors les deux cas :

1.
T - ].
—2cos y:eﬂ - = cosx y_z tx+y:7r
2 2 2 2
r—y ™ r+y
& =+—ct =
2 3 2

Apres calculs on voit que ces deux systemes linéaires (selon que + est + ou —) de deux équations
a deux inconnues z et y n’ont pas de solution (z,y) telle que : z,y €] — m, 7.

—y _jetu T—y 1 r+y
-2 = 2 =1 & =——cet =0
cos — e cos — 5 © >
T—y 2w T+y
& =+—et 0
2 3 T2

Apres calculs on trouve deux solutions :

(z,y) = <2§2§) et (z,y) = (%%)

En conclusion ’ensemble des solutions est donc :

2 2 2 2
{(—ﬂ+2k7r,——7r+2k:’7r) ‘k,k’eZ}u{(——ﬂmkw,—”Hk’w) ‘m’ez}.

3 3 3 3
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Autre méthode : on commence de méme et on écrit que :
1+e™+e¥ =0
signifie que :
sinxz +siny =0et cosz+cosy+1=0.

La premiere équation donne que x = —y + 2km ou x = w — y + 2k7. en remplagant x par cette valeur
dans la deuxieme équation on trouve cosy puis y.

SOLUTION DU PROBLEME 4.85

1. H est stable par somme :
En utilisant les propriétés de la conjugaison complexe, on calcule :

~(a —b c —d\ _ [a+tc —b+d
Q“’bJch’d(b a )+<d c ><b+d aTc )Q““vb*d’
ce qui prouve le résultat annoncé.

2. H est stable par produit par un scalaire réel :

Pour A réel on a : _ o
a —=b Aa —Ab
AQa,b =A ( b a ) - ( b E ) - QAa,)\ba
ce qui prouve le résultat annoncé.

H n’est pas stable par produit par un scalaire complexe :
Par contre si A est complexe non réel, on n’a pas en général : A\a = \a. Par exemple :

a3 1) )

n’est pas de la forme Qap car i #+ 1. En conclusion,

‘pour A complexe il est faux, en général, que AQq» € H. ‘

Remarque : on notera bien qu’il est inexact de dire que :
VA eC, VQ e H, \Q ¢ H.
(penser a prendre A € R C C ou @ = 0).
3. H est stable par produit :
(a) Table de multiplication de I, J, K, L :

Les calculs donnent :
|| J | K| L]

I\\I\( J K | L
JI\|J| -1 |-L| K
K|K| L |-I]|-J
L)L |-K| J |-I

(b) Expression des éléments de H sous la forme ¢t/ + xJ + yK + zL :

On voit que :

_f t+iz —x4iy [ t4+iz —x 4y ) _ _
t1+xJ+yK+ZL<x+z’y t—iz ><:c+zy i1z >Qt+”’””“y'

Ainsi, inversement on a :

[Qus =Re(a)] + Re (b)J + Im (0)K + Im (a)L,

ce qui prouve le résultat.
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(c) Calcul de (tI +xJ +yK + zL)(t'I +2'J+y' K +2'L) :
En utilisant la bilinéarité du produit on développe :
(tI +axJ +yK + 2L)(t'T+2'J+y' K+ 2'L)
= WI+td'J+tyK+tZL+at'J+za' J? + a2y JK + 22’ JL
tyt' K +y2' KJ +yy'K? + y2’ KL + 2t'L + 22’ LJ + 2y LK + 22/ L*
= (' —xx’ —yy — 22\ + (ta' +at’ —yz' + 20 )T+ (ty' + 22" +yt' — 22" )K + (t2' — 2y + ya' + 2t')L
Ce résultat est de la forme t"I + z"J + y"K + 2" L, avec t”,z2",y", 2" € R, donc d’apres la
question précédente, c’est un élément de H.

(d) Conclusion :
D’apres la question 3b, deux éléments quelconques @, Q' € H s’écrivent sous la forme

Q=tl+zJ+yK+z2Let Q =tI+2'J+y'K+7L.

D’apres la question précédente QQ’ est alors un élément de H. On donc a bien montré que le
produit de deux éléments de H est un élément de H.

(e) Le produit dans H n’est pas commutatif :
En effet on a vu que JK # K J.
Remarque : il est par contre faux que :

VQ,Q" € H, QQ" # Q'Q.
(prendre Q =11).

4. Calcul de Q, Q7 :
Ona:

a —b a
QapQa,—b = (b - )(—b

(|a|2 + |b|2) 1.

Soit en conclusion | QqvQg,—» = (lal* + [b?) I.

5. Inversibilité et inverse des matrices non nulles de H :

On remarque que @, est non nulle si et seulement si (a,b) # (0,0). Dans ce cas |a|? +|b|? est non
nul, donc, d’apres la question précédente, on a :

1
wb (T rE@as ) = 1.
@ ’b<|a|2+|b|2Q’ )

ce qui prouve que est inversible d’inverse
a,b

Qa,—b-

1
lal* + [

6. Résolution du systeme linéaire :
Rappelons que, pour des nombres réels X, Y, A, B on a :

X=A
{Y:B S X+iY =A+iB.
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Ainsi
mt—2x—3y—(m+1)z =—-4—-m
2t+max+(m+1)y—3z =m-—2
dt—(m+Dz+my+22z =24+m
(m+Dt+3z—-2y+mz =-2+m.
(mt —2x -3y —(m+1)z) +i2t +max+ (m+ 1)y —3z) = (—4—m)+i(m—2)
Bt—(m+Dz+my+2z)+i(m+1)t+3z—-2y+mz) = (2+m)+i(-2+m)
ttm+2i) +x(=24+im) +y(=3+i(m+1)) +2(-=(m+1) = 3i) = (—4—m)+i(m—2)
tB+im+1)+x(—(m+1)+3i)+ylm—2i)+22+mi) = (2+m)+i(—2+m)
Pour profiter des symétries des coefficients on écrit plutot :
t(m+2i) + xi(2i + m) + y(=3 +i(m+1)) + zi(ilm+1) =3) = (=4—m)+i(m—2)
tB+im+ 1)) +zi(i(m+1) +3) +y(m —2i) + 2zi(=2i+m) = (2+m)+i(-2+m)
soit :
(t+ix)(m +2i) + (y +i2)(=3+i(m+1)) = (=4—m)+i(m-—2)
(t+ir)B+i(m+ 1)+ (y+iz)(m—2i) = 2+m)+i(-2+m)
soit

t+ix ) _ < (—4—m)+i(m—2) )

Qm+2i,3+i(m+1) < Y+ iz (24+m)+i(-2+m)

Comme m+2i et 34+i(m+1) sont des nombres complexes non nuls, d’apres la question précédente,
. . . . 1 N
la matrice @Qp,42i,34i(m~+1) est inversible d’inverse PR L e Qm—2i,—3—i(m+1)- Le systéme a

donc une seule solution donnée par :

t+ iz _ 1 (=4 —m) +i(m — 2)
( y +iz ) S R T2 B (m ) O ( (2+m)+i(=2+m) >
- ! ( (m —=29)((=4 —m) +i(m —2)) + (3 = i(m + 1))((2 + m) +i(=2 + m)) )
Com2 4224334 (m+1)2 \ (83— im 4+ 1))((—4 = m) +i(m —2)) + (m +20)((2 + m) + (=2 + m))

[calculs]
_ 0
= ( 1+ >
On trouve donc ‘ une unique solution (¢,z,y, z) = (0,0,1,1). ’

7. Relation Qup A Quy = —Qury N Qup :

La relation & montrer s’écrit :

Qa,b A Qa/,b’ + Qa’,b/ A Qa,b = 0;

soit, compte-tenu de la définition de l'opération A :

QapQar v + Qur v Qap — 2 (aa’ —Re (b0)) I = 0.

a b a v
Qa,an/,b’ == ( b a ) ( 7b/ a/ >

aa’ — b'b —ag—w
adb+va —bb +aad

On calcule alors :
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On obtient Qq/ »Qq,p en permutant a et a’, b et b, d’olt :
aa' —b'b  —ab’ —ba’ aa' —bb —a'b—Va
QaaQuv + Qury Qs = ( a'b+ba —by +ad ) ( ab/ +ba’ —bb+da )
_ 2aa’ — b'b — bb' —abl —bd’ —d'b—Va
- a'b+b'a+ ab’ + ba’ 2a'a — b'b — bb'

Or : L
2aa’ — b'b — b = 2aa’ — (b + bb') = 2aa’ — 2Re (bb') d’apres 2Re (z) =z + Z.

Et comme a et @’ son imaginaires purs,on a :|a = —a|et|a’ = —d’|d’ou :

2a’a — b'b — bb = 2aa’ — 2Re (by) .

De plus : o
adb+ba+ab +ba’ =d'b—ba+ab —ba’ =0.
—all —ba — a'b—ba=—ab +ba' —a'b+ba=0.
Ainsi :
_( 2aa’ —2Re (bb) 0 _ ' —
QapQar vy + Qo Qap = < 0 2ad’ — 2Re (1)) > = (2aad’ — 2Re (bV')) I,

ce qui prouve le résultat annoncé.
SOLUTION DU PROBLEME 4.86

1. Domaine de définition de ¢4 :
Il vaut

dompy = {z€Clcz+d#0}

Rf{fg} sic#0
R sic=0etd+#0

0 sic=0etd=0
2. Expression de ¢4 :
On remarque que :
J6] _acz+da+f
cz+d cz+d

 (ac)z + (da+ B)

N cz+d
Pour avoir b 3

az +
pa(z) cz+d —ot cz+d’

il suffit donc que :

soit la = ¢ etﬁz@.
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3. Bijectivité de @4 :

On sait que A est inversible, si et seulement si

111

ad — bc # 0, donc 8 # 0. Pour 2’ # «, on a donc :

p
r_ I
Zﬁa+cz+d < cz+d
1 d
& _ et car §#0
2 —a
1
—(/ﬁ —d)zzcarc;«éO
c\7Z -«

Alnsi, pour 2/ # « fixé, 'équation 2z’ = ¢(2)

C— {2} su'c—{z}.

a une unique solution z, donc ¢4 est bijective de

4. Bijectivité de p -1 :
!/ b/
On note A~! = ( (cl, Pk d’apres la question précédente, on sait que, si ¢’ # 0, alors @41 est
une bijection de C — {ff—,’ } sur C — { ‘;—,/ } Or A est inversible si et seulement si ad — bc # 0 et
alors :
1 a v 1 d -b
A7 = , oy | == .
c d ad —bc \ —c a
Donc ¢’ = —5- est non nul puisque ¢ # 0, par hypothese. On calcule alors :
d
= =
;T —c_ — et - —c_
¢ ad—bc ¢ ad—bc
Ainsi | p4-1 est bijective de C — { %} sur C — {fg }
5. Calcul de ppopy, :
. b .
On note toujours A = ( CCL d ) ; on note aussi B = ( v ) Alors on a :
b
— az+b
enlpal) = o (2=2) s = (2)(e )
_ osEt _ sa+tc sb+td
R A - ua +ve  ub+vd
aztb —  ulaz4b)+u(cz+d) sattc sb+td
Weera T cztd < ua +ve  ub+vd
_ (ua+ve)z+(ub+vd) _ (sattc)z+sb+td
- cz+d SQBA(Z) - (ua+vc)z+ubtvd”
Or on sait que pu(z) = az—_‘tdb est défini et qu’il est dans le domaine de @p, c’est-a-dire que

az+b

u
c’est a—dlre que @pa(z) est défini.
On termine alors le calcul :

vB(ra(z))

© Vuibert - Tout le programme e

+ v # 0, ce qui entraine, d’apres les calculs précédents, que (ua + vc)z + ub + vd # 0

az+b
cz+d +1

az+b
chrd +v

s(az+b)+t(cz+d)
cz+d
(ua+wvce)z+(ub4vd)
cz+d

(sa+tc)z + sb+td
(ua 4+ ve)z + ub + vd

vBa(2).
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6. Réciproque de ¢4 :
Remarquons que pour la matrice I = ( (1) (1) > on a :

lz+0
0z+1

p1(z) =

Par ailleurs si, dans la question précédente, on prend B = A~!, alors les conditions z € dom ¢4
et a(z) € dompy-1, soit z € C — {f‘j} et pa(z) € C— {2}, se réduisent & z € C — {f‘j},
puisque p4(z) € C— { e } est automatique d’apres la question 3. Ainsi, pour z # fij, on a:

z2=p1(2) = pa-14(2) = pa-1(pa(z2)).

Ainsi, comme ¢ 4-1 et p4(2) sont deux bijections, on déduit que ‘ pa-1 est la réciproque de @ 4. ‘

7. Relation Im (p4(2)) = |Zj+dbf21m( 2).

On calcule :

I (ea() = (257)

- Im (az 4+ b)( cz+d)
N ez +d2

= 1 dP d|2 m ((az + b)(cz+d)) par linéarité de Im et z —— Z
cz

1
= mlm (aczZ 4+ adz + bcz + bd)

1
= m(adm (22Z) + adlm (2) + belm (Z) 4 Im (bd)) par linéarité de Im

1
= m(ad — bc)Im (Z),

puisque
Im (2%Z) = 0;Im (bd) =0

car ce sont des nombres réels, et
Im (z) = —Im ().

8. Condition pour que Im (z—“) >0 :
Un calcul analogue a celui de la question précédente donne :

z2+1 1 9
= 1—
o (iz+1> it D

m<,2+l)>0<:>1|z|2>0<:>|z|2<1<:)|z|<1.
1z+1

Ainsi

SOLUTION DU PROBLEME 4.87

1. Relation et calcul de ) :
On a:

“in (M)Hm (M) = () o ()

n+1 n+1
j et D)me j(E=Dmm
= Im (6 ntl 4 ' mFt )’
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d’apres la linéarité de la fonction partie imaginaire Im . Par ailleurs on a

. Iy 0+6" 6—6' -0’ —6 646" -6
e 4 e =tz (612 —|—el2)—2€ 2 cos( 5 .

Avec = (k;i)fm et 0 = (k;ﬂm on déduit
“in <M> +sin (M) _ Im <26'm COS( ))
n—+1 n—+1 n -+

/_\

:m( )
- (Eu)

Il suffit donc de prendre .

2. Existence et calcul de )\,

Notons wy, ..., w, les coordonnées du vecteurs AV,, i.e.
w1
Wn,

soit, par définition du produit de matrice :

w1 —251n(n+1)+(71)sin %
wa = (- 1)s1n( )+2s1n 271’{ +(71)sin(i’:”T7lr)

Wy = (=1)sin (U520 ) 4 2sin (CDme) 4 (<1 sin (225)

wn, =sin (7(”71217”“) + 2sin (’::Z;r)
Compte-tenu de ce que :
Omm ymm
sin (—) =0 et sin ( =0,
n+1
pour k=1,2,--- 'n—1,n (cest-a-dire, méme pour 1 et n), on a :
_ . ((k=1m= . [ kmm . ((E+1Dm=
wE = sm(4n+1 + 2sin ——1 sin 471_1_1

_ . kmm . [ (k—1)mn . ((k+1)mm
= 251n<n+1) (sm <4n+1 >+51n<4n+1
. kmm mm s .
= sin <n T 1) <2 — 2cos <n_+1>) d’apres la question (1)

Ainsi

wy sin(nm—ﬂ)
AV, = : = <22(:os< mr )) : = (22(:05( mn >>Vm.
: n+1 : n+1

Wn sin (ZL_J)

On a donc AV,,, = A\, Vi, avec | \,, = 2 — 2 cos ( +1> .
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3. Relation AP = PD :

On remarque que la matrice P a la décomposition par blocs suivante :

P = ( i Vo - V, ) .
On fait alors le produit par blocs :
AP = (AVi AV, - AV, )
. 1xX1m s 1X27m s 1Xnm
A1 sin o A2 sin " <o+ Apsin i
3 2X1m : 2X21 : 2Xnm
A1 sin e A2 sin P <o+ Apsin e
: nXx1lm : nXx2m : nxnm
Alsln(n_H) /\2811’1(n+1) /\"Sln(n+l)
Par ailleurs on remarque aussi, en le calculant directement, que
. 1xX1m s 1X27 : 1Xnm
Sin 1 Sin 1 e Sin m A 0
B 2X 1w : 2X2m . 2Xnm 1
PD Sin Tl_"rl Sin Tl_"rl e Sin m )
: nXx1lmw : nx2mw . nXxXnm
Sln(n+1) Sll’l(n+1) Sln(m)
A1 sin 1;_&{“ g sin lnxfl" <o+ Apsin 1;_:{“
B 2X 1w . 2X27 B 2Xnm
Al Sin 77«_+1 AQ Sin n_+1 e An Sin 77«_+1
B nXx1lmw . nx2m B nxXnm
Al Sin (R_H) /\QSIH (TE_H) /\nsm (R_H)

D’ou I'égalité
Relation PA = DP :
On remarque que les matrices A, P, D sont symétriques ce qui signifie :

tA=A, 'P=P, 'D=D.

On a donc :
PA = (tP)(tA) =t (AP) =t (PD) = (tD)(tP) = DP.

4. Les ), sont distincts et non nuls :
On remarque d’abord que, d’apres la relation cosz = 1 — sin? 5, les A\, s’écrivent

Am = 2 — 2cos mr :4sin2L
n+1 2(n+1)

Alors, sim vérifiel <m<n-+1,ona:

0 < ™ c_mr__ _nm <(n+1)7riﬁ
2n+1) ~2(n+1) " 2(n+1) " 2n+1) 2°

Or la fonction sin? est strictement positive et strictement croissante sur 10, 5[, donc les A, sont
distincts non nuls.

Inversibilité et inverse de D :
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On sait qu’une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous ses coefficients sont non nuls;;
alors 'inverse est

1
>V 0
D' =
0 1

An

5. Calcul de P? :
(a) Calcul des g, :

On rappelle que pour deux matrices carrées A = (ag ;) et B = (bjm) les coefficients (cg m)
du produit C = AB sont donnés par

n
Chym = E k,jbjm-
=1

Avec A = B = P, on trouve bien

n n . .
. kjm . jmm
Qk,m = ;pk,ypj,m - ;sm (n + 1) St (n+ 1) '

(b) Calcul de Zcos(th). :
j=1
Ona:

icos(th) = iRe (eizjt)
j=1 j=1
= Re <i eint> (linéarité de Re)
j=1

32t i2(n+1)t
e —e . Q2
= Re <W) si e’ ¢ 75 1

i(n+2)t  —int _ _int
— Re <e (e e ))

eit (e—it _ eit)

— Re <ei(”+1)t sin(—nt) )

sin(—t)
= sn'a(nt) Re (ei("H)t) (linéarité de Re)
sin(t)
sin(nt)

= SnD) cos((n + 1)t).

i t
Slfl(n ) cos((n + 1)t). | sauf si ¢ multiple de 7, auquel cas on trouve,
si

Soit : jzzlcos@]t): (D)

n
directement Z cos(2jt) = n.
j=1

(c) Calcul de Zsin(j:c) sin(jy). :

J=1
On a la relation trigonométrique classique :

sin(je) sin(jy) = 5 (cos(j(e — ) — cos(j(x +))).
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Donc

Sosin(i)sinGy) = 3 > eos(ile —y) — 5 D cos(jilz +))

Jj=1 j=1 j=1
_ lsin(n%)cos N xT—y _lsin(n%)cos . Tty
= St (00055 - iy s (0055,

sauf si % ou ¥ sont multiples de 7.

Relation P? = "HJ, :
L’égalité de deux matrices est équivalente a I’égalité de leurs coefficients. Le résultat a montrer

est donc :
"TH sik=m
qk,m = .
’ 0 sik#m
En posant
km mm
r=——cety=——,
n+1 n+1
on a :
r4+y (k+m)m r—y (k—m)m
2 2n+1)’ 2 2n+1)’

Comme k et m sont compris entre 1 et n, on a
™ r+vy nm
(n+1) = 2 T (n+1)

2<k+m<2ndonc 0 < < 7.

m=—1mr z—y (-7
2t D) S 2 Sl

Donc %ﬁ n’est pas multiples de 7 et 5% et non plus, sauf si k& = m. D’apres le résultat du
(a), on a donc, pour k # m :

l-n<k-m<n—-1donc -7 < —

<.

n
Gom = _sin(jz)sin(jy)
j=1

_ lsin(n%)cos ((n+1)x—y> lsin(n%)cos ((n+1)x+y)

2 sin(%5Y) 2 ) 2 sin(ZHY) 2

! sin(n—(f(;’fi;) . ((k _ m)ﬂ> 1 sin(n (QIC(ZTE) os <(k + m)ﬁ)
- 5 . k—m)m G k+m)m
2 Sln((2(n+i) ) 2 2 sm((Q(m_i) ) 2

Alors si k et m sont 'un pair et 'autre impair, k& + m et kK — m sont impairs donc

d’olt gx,m = 0. Un raisonnement analogue prouve que g, = 0 si k et m sont tous les deux
pairs ou tous les deux impairs.
Pour le cas k = m on calcule directement

n .
- . 9 Jymm
qk,m E Sin (—n T 1)

j=1
/11 2jmm 11
= Jz:; (5 — §cos (anr 1)) d’apres sin?z = 3~ 5(:052 2x
1 sin(n 2%
= g — 5#@5) cos ((n + 1)nm—_:rl) d’apres la question (b)
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Notons que
cos(mm) = (—1)™ et sin(mx) = 0.
Alors, d’apres
sin(a — ) = sinacos 8 — sin 3 cos
on a :
. mm ) mm ) mm
sin [ n =sin [ mmw — = —(—=1)"sin ,
n+1 n+1 n+1
d’ou 1 41
n n
=—— —(—(- )™(=1)"™) = .
dman = 5 — 5 ()" ()™ ="
6. Calcul de PD~'PA; inversibilité et inverse de A :
D’apres les question précédentes, on a :
-1 -1 -1 2 _nt1
PD*PA=PD "(PA)=PD *(DP)=PP =P = TIn.
Cette égalité s’écrit encore
2
(—PD1P> A=1,;
n+1

ainsi le produit de A avec une autre matrice vaut I,,, donc A est inversible, et | A~! = %HPD’lP .
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Solutions des exercices du chapitre 5
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.1

Pn+1+Pn:Xn+1-

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.2

X - X34+ X2+ X +1)(X?2-3X+1) = 2X6-7X°4+6X*-3X3-X?2-2X+1
(XP4+X2-X-1)(X?-2X—-1) = X°-—X*-4X34+3X+1

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.3

1. Phy1— P, =(n+1)X"R.
2. On a:

P (Po = Poe1) + (Poo1 = Puz) + -+ (PL = Po) + Py

= (Pn—=Py1)+ (Poo1— Pp2) + -+ (Pr — Py) car Py =0
= nX" 1R+(n—1)X” R+---+R

(X" (n-DX"? 4+ 1) R

=Qn

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.5

X*+a(a+ X)(a+2X)(a+3X) = (X?+3aX +a?)%

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.6

P, = L"; Dyt 37 xk
k=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.7
On a:

n n
X—172) kXN = (X7 —2X 1)) kXE
k=1

n n n
= Y EXFT 23 kxF 4 ) kXK
k=1 k=1 k=1
n+1 n n—1
Z(k —x* -2 Z EX* + Z(k +1)X* (changements d’indices)
k=2
n

k=1 k=0
-1

= (Z (k—=1)—=2k+ (k+1)) X’“) +((n—DX" +nX") - 2(X +nX"™) + (1+2X)
k=2
(regroupement des termes de méme degré)

= nX" - (n+1)X"+1
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.8

Quand on effectue le produit la plupart des termes s’annulent entre eux (téléscopage). Il reste alors :

P, =2-3X + (—1 42" x4 2(1 4 2m) X" +2,

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.9

p—1
L Relation (1+X +--+ X?)2 = (p+ D)XP+ Y (k+ 1)(X"+ X2>7F).
k=0
Montrons cette relation R(p ‘ par récurrence sur p > 1 : ‘

— La relation R(1) signifie (1 + X)? =2X + 1 + X?; elle est donc vraie.
— Si la relation R(p) est vraie :
Remarquons d’abord que pour tout p on a la relation S(p) suivante :

p—1 p—1 p—1
(p+DXP+ > (k+ DX+ X% = p+DXP+) (k+DXF+) (k+1)X>*
k=0 k=0 k=0
p—1 2p
= (p+DXP+ > k+DXF+ Y (2p+1-K)X",
k=0 k'=p+1

en effectuant le changement de variable ¥/ = 2p — k dans la derniere somme. D’ou :

(14X + -+ XP) 4+ XPH)?2
= XPP2poXPT 1+ X4+ XP)+ (1+ X+ + XP)?

p—1
= X2 oxPtl L oxPt2 . ox 2l 4 ((p +DXP+ Y (k+1)(XF + X2pk)> d’apres R(p)
k=0
2p p—1 2p
= X4l Ny oxF | 42X 4 (p+ DXP 4> (k+ DX+ Y (2p+1-k)XY dapres S(p)
k=p+1 k=0 k=p+1
2p p—1
= > @p+3-k)XF| 42Xt 4 x5y { (Z(k + 1)Xk> +(p+1)XP }
k=p+1 k=0
2p+2 P
= S +)XP+ Y 2p+3-k)XF P +) (k+1)X
k=p+2 k=0

P
= (p+2)XPt 4 Z(kz + 1)(XF 4 X227k Qapres S(p + 1),
k=0

c’est-a-dire que R(p + 1) est vraie.

2. La fonction 2 —— /2% + 223 + 322 + 22 + 1 estun polyndéme réel :
En effet car d’apres la question précédente :

wt +22° + 322 + 22 +1 = (2 + 2 +1)?

or, pour tout z réel : 22 +x + 1 > 0. Donc :

Vot 4203+ 32+ 20+ 1=/(@2+a+ 12 =|2> 4o+ 1| =2+ +1.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.12

. , n+1
1. Conjecturer et montrer par récurrence que : P, = X?° —1

3. Qn = X3n+1 — 1.
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.13

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.14
D’apres la formule du binéme : P(X — 1) = (X +1)™ — 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.15

1. P =Q par le calcul.
2. P=Q,ouP=X,0u®@=X,ou P est constant et Q(P) = P, ou @ est constant et P(Q) = Q.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.16

1. Calculer chaque membre et comparer.

2. Comme P et ) sont de degré 3 on peut les écrire :
Q=ao+a X +aX?>+a3X>et P=by+ b X + by X%+ b3 X5

Alors I'égalité trouvée a la question 1 donne :

ap = —b2, ay = b? — 2bgba, az = bibz — b3, az = b3.

3. On trouve |Q = X3 —2X?2 + X — 4.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.17

1. Existence ay,...,a, et valeur de ag,a; et a, :
Comme les polynomes (1 + aX),..., (1 + o"X) sont de degré au plus 1, et que le degré d'un

donc il s’écrit

produit est la somme des degrés, le polynéme produit ‘P est de degré au plus n,

comme combinaison linéaire des polynémes 1, X,..., X™.

On sait que le terme constant (respectivement le terme de plus haut degré) d’un produit est le
produit des termes constants des facteurs (resp. le produit des termes de plus haut degré des
facteurs). Donc :

n
aO:letan:l_[o/“:aHQ+ R
k=1

Pour ce qui est de ai, le calcul de P pour n = 1, 2,3 nous suggere de montrer par récurrence sur
n > 1 la relation :

n
ap = E Oék.
k=1

— Pourn=1ona: P=1+aX doua; = a.
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— Si la relation est vraie a ’ordre n alors :

P = [(14+aX)...(1+a" X)) (1 +a""X)
(1 + (z": ak) X4+ an(n;an) (1+a™'X)
k=1

1+ (Z aF + a"+1> X+ 4+ Q%H""'I)X”‘H
k=1

Donc pour n+ 1 on a :
n+1

n
ap = g o 4ot = g a”,
k=1 k=1

donc la relation est vraie & 'ordre n + 1.

2. Relation (1 +aX)P(aX)=(1+a""'X)P. :
En effet :

(1+ aX)P(aX) (1+aX)[(1+a(@X))...(1+a"(aX))]
(1+aX)(1+a’X)...(14+ a1 X)
1+aX)(1 —|—a2X)...(1 —|—oz”X)} (1 —|—a”+1X)

[(
P x (1+a"X)

3. Relation entre a, et a,;; :

Comme
P=ay+a1 X +axX?+---+a,X",
ona:
1+a"'X)P = (14" X)(ag+ a1 X +aeX?+ - +a,X")
= ap+ (a1 +a"ag) X + (a2 + " a)) X2+ -+ (an + a1 X" + o a, X
(1+aX)P(aX) = (1+aX)(ao+aaX +aa?X?+ - +a,a"X")

= ap+ (apa+ ar1a) X + (a1a2 + a2a2)X2 + 4 (@™ +ap_1a™) X" + apattx L

Comme deux polynoémes sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients, d’apres la
question 2 on déduit que :

n+1

a1 + « ag = agQ + a1«

as + « 2

ntlo = a10? + asa

an + " a,_1 = ana™ + ap_1a"

Soit
a1(1 —a) = ag(a —a"™), ... an(1 — ™) = ap_1(a™ — ™),

c’est-a-dire, étant donné que pour tout entier p, on a 1 — o # 0, puisque o ¢ {1,—1} :

aPf — an+1 1— anprrl

Vpe{l,...,n}, ap= T—op ap—1 =aP o

ap—1-
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4. Calcul de q, :
D’apres les questions 1 et 3 la suite (ap)p<n est donné par récurrence par :

1— Oénprrl

_ _ — AP
ap=1et ap, =a, X b, avec b, = T—op

Donc pour pe {1,...,n}ona:

p
ap = (Zpok
k=1
n—k+1
= o "
11—«

soit, pour p > 1 :

sy (@ = 1) (@™ = 1) (@n P+ — 1)
(a=1)(a® =1)---(a? = 1)

ap =«

5. Casoua=1":
On ne peut plus diviser par o — 1, mais on peut calculer P directement par la formule du binéme :

P=(1+X)"=> ChX,
p=0

d’ou
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.18

2. Il y a un seul polynome solution :

11 1 292
P=——X*--X34+22Xx2%2_1.
6 2 3

SOLUTION DE L'EXERCICE 5.20
1. Par résolution d’un systéme linéaire (échelonné) & cing inconnues on trouve

1 3 11 3
P=-X*_-X34+ —X?_-2X,
4 2 4 2

(ou tout polynome égal & P & une constante pres).
2. La somme vaut, par télescopage :

S:zn:P(kz—i—l)—P(k) =P(n+1)—-P(1) = i(n+1)4—g(n+1)3+17£1(n+1)2— ;(n+1).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.21

1. On voit que :
~ Sia®—a#0, soit‘agé{0,1,71}‘a10rs‘degP:3.‘
~Sia=0etb?+1#0,0oua=1etb>—b+1#00ua=—-1etb?>+b+1%#0 alors
‘P est de degré 2. ‘ Apres calculs ces diverses conditions donnent :

‘aG{O,l,fl} et ‘

(a,b) ¢ {(0,2‘),(01’), <1,%+i?) , <1,%z?> : (1,%+i§> , (1,% z?) }

=D

— Si|(a,b) € D|et ac+ bc # 0 alors |[deg P = 1. | La condition ac + bc # 0 est équivalente a ¢ # 0

et a +b # 0. On vérifie facilement que a + b # 0 lorsque (a,b) € D, donc cette condition se
ramene a |c # 0

- Si‘(a,b)GDetc:O‘alors‘leestdedegré().‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.23

Montrer par récurrence sur n que :

degP(X +a)— P=n-1

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.24
1. P, =2X2%2 -1, P;=4X3-3X, P, =8X*-8X?2+ 1.
2. La question précédente permet de conjecturer la relation : |deg(P,) =n.| On la montre

en utilisant les formules donnant le degré d’une somme de termes de degré
différents, et le degré d’un produit.

3. On montre que le coefficient de plus hait degré vaut 2”1 pour n > 1.
4. en utilisant les formules de trigonométrie.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.25

1. Calcul du degré :

Si d,, est le degré de P, alors on a les relations :
do=0, dy =1et dpyo =3dp41 + 4d,.

On a affaire a une suite d’entiers vérifiant une relation de récurrece linéaire d’ordre 2. Le calcul
donne alors :

4 —1

d, = deg(P,) = 3

2. Calcul du terme de plus haut degré :
Le calcul des premiers polynémes P, permet de conjecturer puis de montrer par un récurrence
évident que les P, sont de la forme :

P, =2 (X 4 1),
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La relation de récurrence montre qu’alors on a :

ag=—1, o1 =0, apy2 = apy1 — an,
d’ou
4(=1)" 44"
Ay = f

Ainsi le terme de plsu haut degré de P, est

4(=1)" 4™ 4 —1
5 3

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.26

Le calcul des premiers polynémes permet de conjecturer qu’ils sont de la forme :
P, = a,X" avec a,, € R.
On le montre par récurrence sur n, et on trouve de plus que :
ag = > a1 =1et anya = any1 — ap.

On a affaire & une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. Le calcul donne alors :

oo (525

Dot :

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.27
1. Calcul de B, :

P, = XP(Q)+2QP
= X(@®-Q+1)+2Q(X*—X+1)
= XQ?+2X%°Q-3XQ+2Q+X
= X(X®-X)P?4+2X3(X3 - X) -3X(X® - X)+2(X3 - X)+ X
= XT-2X54+X34+2X5—2X% —3X*4+3X%24+2X% —2X +X
= X" -3X* 4+ X34+3X2 X

Onadonc:| P = X7 —3X*+ X* 4+ 3X2— X_|
2. Degrés de P, et P; :

D’apres la question précédente | le degré de P, vaut 7. ‘ Et P; est donné par :

Py = XP(Q) 4 2QPs.
D’apres les formules de calcul du degré d’un produit ou d’un composée, on a :
deg2Q P, = deg QP> = deg@Q + deg P, =347 = 10.

Et:
deg X P5(Q) = deg X + deg P2(Q) =1+ deg PodegQ =1+ 7 x 3 =22.

Enfin on sait que le degré de la somme de deux polynoémes de degrés différents est égal au plus

haut des degré. On déduit donc que : | deg P3 = 22.
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3. Degré de P, :
Recherche du résultat : notons d,, le degré de P,,. On avu que dy = 2,ds = 7,d3 = 22. En raisonnant
comme a la question précédente, la relation :

Pn+1 = XPn(Q) + QQPTL)
permet de calculer d,,+1 en fonction de d,. En effet :
deg XP,(Q) =1+ 3d,, et deg2QP, =d, + 3.

Or 1+ 3d, > d, + 3, dés que d,, > 1, et si on regarde les premiers termes il semble clair que
dp, > 2, on aura donc d, 1 = 1+ 3d,,. Ainsi (d,,) est une suite arithmético-géométrique dont on
sait calculer le terme général en fonction de n.

Rédaction du résultat : montrons | par récurrence | sur n > 2 la relation :

\dn=1+3dn_1 et dn>2.\

— Elle est vraie pour n =2 car do =7 = 3d; + 1 > 2, puisque d; = 2.
— Si elle est vraie a ’ordre n alors, d’apres le raisonnement précédent :

deg XP,(Q) =1+ 3d,, et deg2QP,, = d,, + 3.
Et 1+ 3d,, > d,, + 3 puisque d,, > 2, donc :
dpy1 =deg Py = deg X Pp(Q) + 2QF, =1+ 3d,,.
Comme d,, > 2 on déduit tout de suite :
dpt1=1+3d, 272 2.

Donc la relation est vraie a 'ordre n + 1
On calcule alors d,, en fonction de n; on trouve :

1 1 1 5
dnif— n—1 d - _ _ e nfl'
2+3 <1+2> 2+23

4. Coefficient de plus haut degré de P, :
Montrons par récurrence sur n > 1 que ‘le coefficient dominant de P, vaut 1 :

— C’est vrai pour n =1 car P, = X? — X + 1.
— Si c’est vrai a 'ordre n, on a vu que

Pn+1 = XPn(Q) +2QP71;

et que 2Q P, était de degré strictement inférieur a celui de X P, (Q). Le coefficient dominant de
P, 41 est donc celui de X P, (Q), donc de P,(Q).
Par hypothese de récurrence P, s’écrit :

Py = X" +ag, 1 X" 4+ a,

donc :

Po(@Q) = Q™ + ag, 1Q" " + -+ ap.
Les mondémes qui apparaissent sont tous de degré strictement inférieur & 3d, sauf Q% . Donc
le coeffient de plus haut degré de P,(Q) est le méme que celui de Q% = (X3 — X). En
développant par la formule du binome il apparait que le terme de plus haut degré de (X2 — X )d»
est X34 Donc le coefficient dominant vaut 1. En conclusion le coefficient dominant de P,
vaut 1 aussi.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.28
1. Comme : P2 —Q? = (P — Q)(P + Q), est constant non nul, on a :
deg(P — Q) + deg(P + Q) = deg(P* - Q*) = 0,

donc, comme le degré est un entier positif : deg(P — Q) = deg(P + Q) =0. Ainsi P— Q et P+ Q
sont constants. Il en est donc de méme de
P =

(P+Q)+(P-Q)) et Q=35 ((P+Q)—(P-Q)).

N |
N —

2. Comme f?— P? = 1 est une fonction constante non nulle, si f était polynomiale, d’apres la question
1, P et f seraient constants, ce qui est absurde puisqu’on a supposé P non constant.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.29

1.Si PP-XQ@Q?=XR*alors P=Q=R=0":
On constate que ‘ deg(Q? + R?) est pair ‘ puisque :

~ Sideg@ > deg R : alors deg Q% = 2deg Q > 2deg Q = deg Q?,
Donc d’apres les regles de calcul du degré d’une somme de polyndmes :

deg(Q2 + R2) =degQ? =2degQ,

qui est pair
~ Si deg R > degQ : alors, de méme, deg(Q? + R?) = 2deg R est pair.
— Sideg R =deg( : alors en écrivant () et R en puissances de X on a :

Q=ay+a X --+a, 1 X+a, X" et R=by+b X ---+b,_1X +b,X" avec ay,, b, # 0.
Donec :
2 = 42420001 X - 42an_10, X2 402 X2 et R? = b2 4200b1 X - - -+2b,_1b, X 2402 X2
0 n 0 n
Ainsi
Q° + R? = (ag +b3) + -+~ + (aj, +b2) X"

Comme ay, et b, sont et non nuls on déduit que a2 + b2 # 0, donc deg(Q? + R?) = 2n est
pair.
Or la relation P? — XQ? = X R? s’écrit aussi : P2 = X(Q? + R?).
Et donc : 2deg P = 1 + deg(Q? + R?)
Or ceci est puisque, d’apres la remarque préliminaire, 1 + deg(Q? + R?) est impair,
alors que 2deg P est pair. La seule possibilité est donc que P2 et X (Q? + R?) n’ait pas de degré

i.e. soient nuls :
P?=X(Q*+R* =0.

Comme un produit de polynémes est nul si et seulement I'un des facteurs est nul on obtient :

P=0et Q>+ R2=0.

Or pour deux fonctions | a valeurs réelles | ona:Q?+R>’=0=Q=R=0.
Donc ﬁnalement‘ P=Q=R=0. ‘
N.B. : ce résultat est faux pour des polynomes complexes, par exemple avec :

P=0,Q=iXet R=X.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.31

Les solutions sont toutes de la forme :

|P:X”avecn€NouP=0.|

SOLUTION DE L'EXERCICE 5.31

Soit n le degré de P; comparer les termes de degré n de (X + 3)P et de X P(X 4 1). En déduire que
n = 3. Puis résoudre un systeme linéaire pour trouver tous les coefficients de P
SOLUTION DE L'EXERCICE 5.33

Prendre y = z et regarder les degrés des polynomes obtenus. On obtient que dans les deux
cas.
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.35

Chacune des quatre conditions demandées sur P se ramene a une équation linéaire dont les inconnues
sont les coefficients de P. Pour qu’un systeme linéaire de quatre équations ait une solution, en général,
il suffit qu’il ait quatre inconnues. Il est donc naturel de chercher P de degré trois au plus :

P=aX3+bX?+cX +d.

On a alors, par la méthode du pivot de Gauss :

P(1) =% a +b +c +d =% L, a +b +c +d =3 I,
PI(O) =1 C =1 L2 2b =4 L3
- -
P"(0) =4 2b =4 L3 20 +2d =2 Ly+L =1L,
P(-1) =-% —a 4b —c +d =-2 L, c =1 Ly
a +b +c¢ +d = 3’5—1 Ly a =3
2b =4 L3 b =2
= -
c =1 Lo c =1
+2d =2 L,—Ls d =1

On trouve donc une solution | P = 3X3 +2X? 4+ X + L. |1l y en a d’autres de degré supérieur a 4.
5

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.36

1. Ecrire P sous la forme P = aX3+bX2+cX +d et trouver a, b, ¢, d en résolvant un systeme linéaire.
2. Polynomes tels que P(2X) = P'P" :
Si P est de degré n alors P(2X) = P'P” donne :
nxl=mn-1)+Mn—-2)<n=3.

On cherche P sous la forme P = aX3 + bX? + cX + d avec a # 0.
L’équation P(2X) = P’P” se ramene alors & un systéme d’inconnues a,b, ¢, d dont les solutions
sont :

4
(a,b,c,d) = (0,0,0,0) ou (a,b,c,d) = (5,0,0,0) )

4 .
Comme a # 0. La seule solution est | P = §X3.

Cepedant cette résolution présuppose que P, P’, P” ont un dégré (i.e. sont non nuls) pour cela il faut
et il suffit que P” # 0. Ainsi il faut étudier a part le cas o P = 0; dans ce cas P(2X) = P'P" =0,

donc est une autre solution.
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3. Montrer que P est de degré 3 en comparant les termes de plus haut degré de 6P et de (X2 +1)P”,
puis déterminer P en résolvant un systeme linéaire.

4. Montrer que P est de degré 2 au plus en comparant les termes de plus haut degré de 2P et
(X —1)P' — 1, puis déterminer P en résolvant un systéme linéaire. On trouve :

1+4+2
P = < +2 a0> X2 - (14 2ap)X + ag, avec ag € K.

6. Montrer que P est de degré au plus 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.38
On calcule les premiers polynomes P,

P = X

P, = (X2P1 = (X?) =3X?
Py = (X?’PR) =(3X*% =12X3
P = (X2P3) (12X°) = 60X*
Ceci suggere de montrer par récurrence sur n > 1 la relation :

da, € K, P, = a,X".

— On a vu avant que cette relation est vraie pour n = 1 (et 2,3,4) en prennant a; = 1 (et az = 3,
az = 12, et ay = 60).
— Si cette relation est vraie a ’ordre n alors

Poi1 = (X?P,) = (@, X"?) = (n +2)a, X"

Donc la relation est vraie a ’ordre n + 1 a condition de prendre ‘ an+1 = (n+ 2)ay,. ‘
Il suffit alors de calculer a,, en fonction de n. Or on vient de voir que

ag=1letap=Mn+1)an_1,

donc pour tout n :

& n+1)!
1;[ (k+1) 5 i)
Donc finalement
P, - (n+ 1)!X”.
2
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.39
1. Faire une démonstration par récurrence sur n en utilisant que : P, (—X) = —(P,(—X))’.

2. On peut montrer par récurrence que terme de plus haut degré est

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.43

D’apres la formule de Taylor tout polynéome P de degré inférieur ou égal a 3 s’écrit :

P// 2 P/// 2 .
P=P2)+P2)(X -2)+ J(X —2)2 + J(X —2)3.
Donc les données de 1’énoncé fournissent un seul polynome i.e. :
9 3

P:5+10(X72)+§(Xf2)2+(X—2)3:X37§X2+4X75.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.44

Procéder comme & ’exercice précédente pour déterminer P’. Puis en déduire P

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.46

La formule de Taylor en xg = 1 donne :

8 18 24
P=-10- ﬂ(X— 1)+ 5(X-1)3+ I(X— 1)%.
Dot :
P(1+ 3/5) — 463
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.49
2. Ona:
3 2
P(zg) = af 293(2)+3:col—+—2)
i) o

2, 1 1
2 T+ — +3(xg+— ) —1
o Zo
+ L o 2 1) 42
"o Zo - \" x3
1)? 1
s = oo+ 2) ) oo 2) )
zo X0

On peut donc prendre Q = 2(X? —2) +3X —1=2X2+3X —5.

3. Les racines de @ sont 1 et fg Or:

1 1 3 1 3
xo—i—x—O:l(:)x%—xo—l—l:O(:)xO:§+i§0u$0:§—i§.
ot 15 5 1
xo+x—0:—§@z%+§xo+1:0<ﬁ>z0:—2oux0:—§
11 31 3
On déduit que P a quatre racines | —2, 55 + ig, 5~ z%

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.50

X3 — (2a+0) X%+ ala+2b)X —a®b = (X — b)(X? — 2aX + a?).

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.51

1
On vérifie que : P(0) = P(—-1) =P (5) —0.

129

1
Ainsi 0, —1, ~3 sont racines de P. Donc, d’apres le théoréme 5.4.3, P est divisible par X (X 4+ 1)(X + %),

donc par D.
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.53

On trouve P = @ car P et @ sont de degré au plus 2 (puisque le coefficient de degré 3 est nul); donc

P — @ aussi. Or a, b, ¢ sont trois racines distinctes de P — @), donc
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.54

1. Les polynomes P et @ sont tous deux de degré n. Et on a :

PO)=1=" = Q)
2. Pourtouti € {1,...,n} ona:
Hz+k
N k=1 o (ni)

QU == = T~ O

3. De méme :
: . a(i+1) i(i+1)--(i+n-1)
P(i) = ldit——Fr— 4+ —
= 1+Cl+Ct O

:Z+k1

4. Pour i = 0 on sait déja, d’apres la question 1 que P(i) = Q(i). Pour ¢ > 1 fixé montrons par
récurrence sur n > 1 la relation :
Z itk—1 — n+z

— Pourn=1ona:C% 1+C’1*1+Z*Ci
— Si la relation est vraie & 'ordre n alors :
n+1

n
k _ k +1
Sty = (St ) o
k=0 k=0
= Ch .+ Cﬁi} d’apres I’hypothese de récurrence
= Ci.,+Ct  dapres Ck =CpF

= Chiyy d’apres ’égalité du triangle de Pascal

1, donc la relation est vraie.

Ainsi la relation est vraie a 'ordre n + 1.
5. Comme P — @ est degré au plus n et posséde n + 1 racines, a savoir 0,1,...,n, on déduit que

P —Q =0 soit
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.56
1. Multiplicité de 2 comme racine X° — 5X* +7X3 - 2X%2 44X — 8 :

P(2) = 0
P = 5X*-20X34+21X2—4X +4
P2 = 0
P’ = 20X3—-60X%2+42X —4
P"'2) = 0
P" = 60X?—120X + 42
P"(2) = 42+#0

Donc |la multiplicité est 3. ‘

2. De méme -2 est racine de X® +7X* 4+ 16X3 +8X2 — 16X — 16.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.57

1. Multiplicité de 1 comme racine de P :

P(l) = 1-n+n—-1=0

mX* ! —nn+1D)X" +n(n—1)X"?
2n—nn+1)+nn—-1)=0

P’ = 2n2n—- DX —n?(n+ X" +n(n—1)(n-2)X"3

!
=%
T

P’'(1) = 2n(2n—1)—n*(n+1)+n(n—1)(n—2)
= ndn—-2-nn+1)+mn-1)(n—-2))
= n(4n727n27n+n273n+2):0
P" = 2n(2n—-1)2n—-2)X*"? —n?*(n+ 1)(n— X" 2 +n(n —1)(n—2)(n —3)X"*
P"(1) = 2n(2n-1)(2n - 22777,2(71 +1)(n—1)+nn—-1)(n-2)(n—3)

—2(n—1)
= nn—1)M4n—-2—-nn+1)+ (n—2)(n—3))
= nn—-1)(4n—2-n*>—n+n’>—5n+6)

= n(n—-1)(—2n+4)

= —2nn—1)(n—2)#0carn>5

Donc ‘ 1 est racine triple. ‘

2. Multiplicité de 1 comme racine de Q) :
De méme, on obtient que la multiplicité est 3.
3. Multiplicité de 1 comme racine de R :
Par le calcul on obtient :
R(1)=R'(1)=R"(1) = R"(1) =0,

et
R®(1)=n?(n—1)2n+2) #0carn >5

Donc 1 est |racine d’ordre 4. |

4. Multiplicité de 1 comme racine de S :
Par le calcul on obtient :

S(1) =8'(1) = §"(1) =0,

et
S"(1)=2n(n—2)(n—4)#0carn>5

Donc 1 est |racine d’ordre 3. |

5. 1 est racine de T

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.58

Le polynéme P a —1 comme racine au moins double si et seulement si : P(—1) = P/(—1) = 0.

On trouva alors

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.59
Il suffit de vérifier que si P(1) = 0 alors P’(1) # 0. Idem pour —1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.60

Réponse :
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.62
X’I’l
—
Raisonnons par 'absurde : on suppose que P admet (au moins) une racine multiple, que I'on
note zo. Ainsi x¢ est est une racine d’ordre 2 au moins de P, soitnP(xo) = P’(z9) = 0. Donc

1. Le calcul donne : | P' — P =

(P" = P)(wo) = 0. Donc z est racine du polynéome P’ — P = ——-; or ce polynéme n’a que 0
n!
comme racine. Donc zg = 0, ce qui est absurde puisque P(0) = 1 et donc xy n’est pas racine de P

contrairement & ce qui avait été supposé!

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.64

On voit que X3 — X2 — X +1 = (X —1)2(X +1). Il suffit donc de montrer que 1 est racine au moins
double de P et —1 racine d’ordre au moins 1 de P i.e. : P(1) = P'(1) = P(—1) = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.65

Si zo est la racine d’ordre 3 alors P”(xo) = 0. La résolution de cette équation du second degré

donne deux solutions 2y = 2 ou g = 3 On vérifie qu'une des racines obtenue est bien racine triple en

calculant P(z) et P’(zp); on trouve que ‘2 est racine triple. | Ensuite on factorise par (X — 2)% pour

trouver ‘ la derniere racine qui est 3. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.76

1. Multiplicité de 1 comme racine de P :
On calcule :

P(1) = 1-(1+V3)+V3+V3-(1+V3)X+1=0

P = 5X*—4(1+V3)X3 +3V3X%4+2V3X — (1+V3)
P'(1) = 5—4(1+V3)+3V3+2V3—(1+V3)=0
P’ = 20X°%-12(1+V3)X?+6V3X +2V3

P'(1) = 20-12(1+V3)+6V3+2V3=8-4V3#0

Donc 1 est une racine double de P i.e.
2. Calcul de Q@ :

Le polyndmes @) est nécessairement de degré deg P —n = 3, de coefficient de plus haut degré 1, et
de terme constant 1 i.e. :
Q=X>+aX?+bX +1

Donc :
(X-1)%Q = (X?—2X+1)(X*+aX?*+bX +1) = X°+(—2+a) X *+(1—-2a+b) X *+(a—2b+1) X *+(b—2) X +1.

Deux polynoémes sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients soit :

—24a = —(1+3)
1—2a+b = 3
a—2b+1 = 3

b—2 = —(1+3)

soit : a = b= —/3 + 1. Donc finalement :

Q=X+ (—V3+1D)X2+ (—V3+1)X + 1.
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3. Expression de () en puissances de X +1 :

On utilise la ‘ formule de Taylor en —1 ‘ :

Q=Q(-1)+Q(-1)(X+1)+ @(x +1)% + w(x +1)3.
On calcule :
Q(-1) = —1+(-V3+1)—(—V3+1)+1=0
Q = 3X2+2(—V3+1)X+(-V3+1)
Q(-1) = 3-2(-V3+1)+(—V3+1)=2+3
Q" = 6X+2(—V3+1)
Q'(-1) = -2v3-4
Q/// - 6= Q/N(fl)
Dot :

Q=02+V3)(X+1) - (V3+2)(X +1)*+ (X +1)%

4. Factorisations de P :

La question précédente montre que ) est divisible par X + 1 de la maniere suivante :

(X +1) (2+V3) = (VB4 2)(X + 1)+ (X +1)?)
= (X+1)(X2-V3X+1)

Q

133

Par ailleurs le trindme X2 —v/3X +1 a un discriminant négatif. On obtient ainsi une factorisation
de P par des polynémes de degré 1 ou de degré 2 sans racine réelle; c’est donc la factorisation dans

R[X] suivante :

P=(X—-12X+1)(X%2—V3X +1).

Comme le trinéme X2 —v/3X +1 a pour racines complexes conjuguées @ + % et ‘/TE - % on obtient

la factorisation dans C suivante :

P=(X-1)*X+1) (X?%) (X\éng%)

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.80

Lo (X — 20)(X — 20)(X — 23) = X2 — (21 + 22+ 23) X2 + (2122 + 2223 + 2123) X — 212223.

2. On a:
1 1 -
2120+ 2oc23+ 2123 = —+ —+ — =Z3+ 7z + 23 = 1.
z3 z1 )

3. Dol (X—21)(X —22)(X —23) = X~ X24 X1 = (X—1)(X241), d'oir: | {21, 25,23} = {1,4, i} |

4. Il'y a 3! = 6 maniere d’ordonner les trois racines trouvées donc il y ‘ 6 triplets de solutions. ‘
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SOLUTION DU PROBLEME 5.81

1. Si a est racine de P alors o aussi :
En effet, si « est racine de P, on a P(a) = 0. Par ailleurs comme P vérifie 1’m on
déduit :
P(a)P(a+2) + P(a?) =0,

d’out P(a?) = 0, c’est-a-dire que o? est racine de P.

2. a?" est racine de P :
« 2

7 . . n .
Montrons ‘ par récurrence sur n > 0 ‘ la relation R(n) suivante : “a®" est racine de P”
20

— La relation R(0) signifie que o* = « est racine de P. C’est vrai par hypothese.
~ Si la relation R(n) est vraie alors P (a*") = 0. Or d’apres 'équation (E) :

P )P(a?" +2)+ P <(a2”)2> —0,

soit P ((aQn)Q) =P <a2n+1) = 0. Ainsi la relation R(n + 1) est vraie, elle aussi.

3. |a] vaut 0 ou 1 :
Remarquons que |@?"| = |a|?" est le terme général d’une suite réelle strictement croissante si

2" sont tous différents

|a| > 1, ou strictement décroissante si 0 < |a| < 1. Ainsi ‘les nombres «

si |a| ne vaut pas 0 ou 1. Ainsi, d’apres la question précédente, si |a| ¢ {0,1} ‘1e polynome P,

supposé non nul, | possede une infinité de racines ‘ ‘ distinctes, | ce qui est impossible. Il n’est donc

pas possible que |af ¢ {0,1}.

4. Si a est racine de P alors (o — 2)? aussi :

D’apres | I'équation (E) évaluée en o — 2, | on trouve :

P(a—2)P((a—2) +2) + P((a —2)?) = 0.
Ainsi si « est racine de P, on a : P(a) = P((a —2) +2) =0, d’olt
P((a—2)) =0,

c’est-a-dire que (o — 2)? est racine de P.

5. Nombres complexes « tels que |af,|a —2| € {0,1} :

Il faut distinguer

— |la] =]a—2|=0: alors @ = a — 2 = 0 ce qui n’est pas possible.

— la] =0et Ja—2| =1: alors & = 0 ce qui est incompatible avec la relation | — 2| = 1.
— la] =1et |a—2| =0: alors & = 2 ce qui est incompatible avec la relation |a| = 1.

— |a] = |a— 2| =1 : alors si on écrit a sous forme algébrique o = = + iy on a

Pyt =1let (z—2)2+y* =1,

soit
4y =1leta?+y?>=1+4z—4.

On a donc forcément x = 1, d’out y = 0 et c’est bien une solution.

En résumé |il y a une seule solution a = 1.
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6. Solutions de (F) :

Le polynoéme nul est solution de E. De plus si P est non nul, on a vu aux questions 1,2 et 3 qu’alors
ses racines a sont de module 1 ou 0. Par ailleurs, d’apres la question 4, si « est racine alors (o — 2)?
est racine aussi, donc elles sont toutes les deux de module 1 ou 0. Comme

|(a_2)2| 6{0,1}<:>|(Oé—2)| 6{0,1},

on voit que les racines o de P sont des nombres « solution de la question 5, i.e.

P n’a que 1 comme racine, ‘ i.e.

I(A\n) € C* x N*, P=A(X —1)".

Si | on reporte cette expression dans I’équation (E) ‘ on trouve :

AMX —D"AMX + )"+ AX2-1)" =0,
soit

A+ N (X2 -1)"=0.

Comme le polynome X2 — 1 n’est pas nul on a donc forcément A\ + A\ = 0 i.e. A = —1 (puisque
A = 0 est exclu, car on s’est placé dans le cas ot P # 0). Donc finalement les solutions de (F) sont
les polynomes :

P=0etP=—-(X-1)", neN"

SOLUTION DU PROBLEME 5.82

p—1
1. Relation (14X +---+ X"’ = (p+ X7+ Y (k+ 1)(X* + X>7F).
k=0

Montrons cette relation R(p) ‘par récurrence sur p > 1 : ‘

— La relation R(1) signifie (1 + X)? =2X + 1 + X?2; elle est donc vraie.
— Si la relation R(p) est vraie :
Remarquons d’abord que pour tout p on a la relation S(p) suivante :

p—1 p—1 p—1
P+ DXP+ > (h+ DX+ X7 = p+D)XP+ ) (k+)X*+ Y (k+1)X>~*
k=0 k=0 k=0
p—1 2p
= (+DXP+> (k+1DX"+ > (@p+1-K)XY,
k=0 kK =p+1
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en effectuant le changement de variable ¥’ = 2p — k dans la dernieére somme. D’ol :

(14X -+ XP) 4 XPHT)?2
= XPPpoXPT 1+ X4+ XP)+ (1+ X+ 4 XP)?

p—1
= X2 oxptl L oxPF2 Ly ox Pl 4 ((p +DXP 4+ (k4 1)(XF+ XQ”_’“)) d’apres R(p)
k=0
2p p—1 2p
= X Y oXF | 42X 4 (p+ DXP Y (k+DXF+ Y (2p+1-k)XF dapres S(p)
k=p+1 k=0 k=p+1
2p p—1
= > @p+3—k)XF | 42X 4 X2 4 { (Z(k + 1)X’“> +(p+ 1)X”}
k=p+1 k=0
2p+2 p
= +2)X" 4+ > @2p+3-k)X" P+ (k+1XF
k=p+2 k=0

P
= (p+2)XPT 4 Z(k + 1)(XF 4+ X227k @apres S(p + 1),
k=0

c’est-a-dire que R(p + 1) est vraie.
Relation Ry = 5:(1 4+ X + X% 4+ X3 + X* + X%)? ;
On a

1
Ry = %(1 +2X +3X2 +4X% +5X* +6X5 4+ 5X0 +4X7 +3X% 42X + Xx10)

5—1
= % ((5 +1)X° + kzzjo(k +1)(X* + X2X5’“)>

= %(1 + X+ X2+ X3+ X* + X5)% dapres 1.

2. Racines de 1 + X + X2+ X3+ X* 4+ X5 .

Pour tout nombre complexe x différent de 1, on a :

1—2a8

l+z+a2+23+a2t+25=
1—=x
En particulier, pour z = —1, 4, j2, —j, —j2 (tous différents de 1) on a 2% = 1, donc 1 + x + 2% +
23 + 2% 4+ 2° = 0. Ainsi ces cinqg nombres (distincts) sont racines de 1+ X + X2 + X3 + X4 + X5,
Comme ce polynome est | de degré 5 |il n’a pas d’autre racine, i.e.

les racines de 1 + X + X2 + X3 + X4 4+ X5 sont exactement —1, 7, j2, —j, —j2.

3. Factorisation de R, sur C[X] :

Comme le coefficient dominant de 1 + X 4+ X2 4+ X3 + X% + X est 1, et que les racines trouvées a
la question précedente sont simples puisqu’il y en a 5 distinctes pour un polynéme de degré 5, on
a:

I+ X+ X2+ X4+ X4+ X5 = (X + 1)(X — )X — )X +5)(X +57).
On déduit que :

1

Ro =
07 36

(X + 12X —5)2(X = 722X +4)2(X +52)2
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4. Factorisation de R sur R[X] :
On sait qu’il suffit de regrouper les racines complexes conjuguées 'une de I'autre. Ici on a

=7 et 55 = —*]

Alors comme

(X —)X 4% = X*—2Re(j)+ i
= X?4+X+1
(X +)(X+;%) = X*>—2Re(—j)+]|—j
= X?2-X+1,
on trouve
1
Ro = 36(X + D2(X24+ X +1)%(X2 - X +1)2

5. PQ = Ry entraineP:Q:%(1+X+X2+X3+X4+X5) :

Notons :
P=p1+p2X +p3X? + paX? + ps X +p6X® et Q = q1 + X + 3 X%+ @uX? + s X' + g6 X°.

D’apres la remarque admise dans l’énoncé P et () sont nécessairement produits des fac-
teurs obtenus dans la décomposition précédente. Comme de plus P et Q sont de degré 5

il y a seulement trois possibilités ‘ :

P=ps(X +1)(X2+ X +1)% et Q = gs(X +1)(X% - X +1)?

P=ps(X+1)(X2 =X +1)% et Q = q6(X + 1)(X* + X +1)°
P=ps(X +1)(X*+ X+ 1)(X* = X +1) et Q = go(X + 1)(X* + X + 1)(X* — X +1).

Montrons que ‘ les deux premieres ne sont en fait pas possibles. ‘ Le calcul donne :

Q= q+eX+aX +uX+¢s X+ X° = gs(X+1)( X=X +1)? = ¢6(X° - X+ X*— X?— X +1),

d’otl | g5 = —qg | — puisque deux polyndémes sont égaux si et seulement si ils ont mémes coefficients

p; et ¢; sont éléments de |0, 1]. ‘ On voit de méme

— ce qui n’est pas possible car les coefficients

qu’il n’est pas possible que :

P = p14+pe X +ps X +pa X 4ps X ' 4ps X° = pe(X+1)(X? =X +1)? = pg(X° - X+ X*—X?— X +1).

Il s’ensuit donc que :

P = pi+po X +p3 X 2 4+pa X3 4+ps X 4+ps X° = po(X+1)(X2+X+1) (X2 X +1) = pe( X+ X+ X+ X2+ X +1,),

d’olt pg = p5s = ps = p3 = p2 = p1; comme leur somme vaut 1, d’aprés P(1) = 1, il valent donc
tous %. On a ainsi prouvé :

1
PZPG(X+1)(X2+X+1)(X27X+1):6(X5+X4+X3+X2+X+1),

etona@=%(X°+ X%+ X3+ X?+ X +1) de la méme maniere.
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SOLUTION DU PROBLEME 5.83

Si P est de degré 3, alors P(X +1) aussi. La différence de deux polyndmes de degré au plus trois est

elle-méme un polynéme de degré au plus 3, donc ‘ ©(P) = P(X + 1) — P est de degré au plus 3.

2. Matrice A :
Pour P=aX?+bX2%2+ ¢X + d on calcule :

p(P) = PX+1)-P
= (a(X+1°+bX+1)*+c(X+1)+d) — (aX® +bX*+cX +d)
= aX?®+3aX*+3aX +a+bX?+26X +b+cX +c+d—aX?—bX?—cX —d
= 3aX®+ (3a+20)X + (a+b+c)

On a ainsi : ‘cp(aX3+bX2+cX+d) =3aX?+ (3a+2b)X + (a+b+c).‘D’oi1 :

0

@ @ 0 0 0O a
6 = 3a 1] 3 0 00 b
P)=aX®+BX?+9X +0 & = )
p(P) = aX”+ X"+ N = 3a+2b v 3200 c
§ = a+b+c 0 Lo d
Il suffit donc de prendre :
0 0 0O
30 00
A= 32 00
1 110

3. Polynomes P tels que p(P)=0:

Ces sont les polynéomes P tels que P = P(X +1). Si 2z est une racine complexe d’un tel polynome,
on voit que :
P(Zo+ ].) = P(Zo) =0,

donc zp + 1 aussi est une racine de P. Par une récurrence évidente, zg + 2,20+ 3,...,20 + 1, . ..

sont aussi racines de P. Ainsi si P a une racine, alors | P a une infinité de racines |, donc il est nul.
Une autre possibilité est que P n’ait pas de racine complexe, c’est-a-dire, d’apres le théoreme de
d’Alembert-Gauss, qu’il est constant non nul; dans ce cas il est clair que P = P(X + 1) est vrai.

En conclusion les polynémes solutions sont ‘ les polynomes constants, nuls ou pas. ‘

4. Existence et calcul de P tel que ¢(P)=0Q :

Compte-tenu du résultat de la question 2 I'équation ¢(P) = @ s’écrit :

3aX% 4+ (3a+20)X + (a+b+c) =rX*+sX +1t,

soit :
r = 3a
s = 3a+2b
t = a+b+ec

Ce systeme est échelonné, donc il admet une unique solution (a, b, ¢) :

| ®»
3
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Il y a donc | plusieurs solutions P ‘ qui dépendent du choix de d :

Xk (5-5) X+ (-5 +5) X +d

5. Calcul de ¢(p(p(p(P)))) :

D’apres la question 2, on voit que :

o(o(p(p(P))) = aX? + BX?+ 79X +6 & —AlAalala

2 » R
QO oL

Un calcul rapide donne A* = 0, donc ‘ o(p(e(e(P)))) =0. ‘

SOLUTION DU PROBLEME 5.85

1. Dérivée p° de X" :

Le cours donne la relation :

(xm)® = § - G X" sip<n
0 sip>n

On peut la montrer par récurrence sur p.

2. Dérivée n® de P :
Le polynoéme P est le produit des deux polynéomes X™ et (1 — X)™. Les dérivés successives de
(1 = X)™, sont donnée, de maniere analogue & celles de X™ par :

(1= XM =~ (- X,

(n—p)!

On dérive alors le produit P en utilisant la | formule de Leibniz : |

n !
— n—k -1 n—k n. 1—X n—(n—k)
Z T
_ k(_1yn—k (n! xn—k(] _ Xk
> ORI X )
_ Z n kxn— k(l o X) 7
k=
d’apres Ck m Ainsi :
n)in|zck nan k(l*X)
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3. Relation portant sur P (%) :

On evalue la formule précédente |en x = % ; | comme

on trouve

n

dott| Y (CEP (1) = 2—7:P(") (%)

k=0

4. Relation P = <i - (X - l)2>n

En développant on remarque juste que

(i (x%f) — X2 X = X(1-X),

d’ou le résultat en élevant a la puissance n.

5. Expression de P en fonction des (X — %)k :

La | formule du binome |d0nne :

(i (2)) - S (ea)

On obtient ainsi une expression de P comme combinaison linéaire des puissances de X —
n

6. Valeur de Z(—l)"”“(C’f‘f)2 :
k=0
La ‘ formule de Taylor ‘ pour les polynomes donne, pour P (de degré 2n) en 1 :

PSSR (1Y |

p! 2

1
3

p=0 2

Or les polynomes (X — %)p pour p =0,...,2n sont chacun de degré exactement p, donc c’est une

famille échelonnée de polynoémes; ‘ en particulier I’écriture du polynéme P comme combinaison
linéaire de ces polynémes est unique. On peut donc identifier les coefficients de la formule obtenue
par la formule de Taylor, avec ceux de la formule obtenue par la formule du binéme i.e. :

p® (%) _ {O si p impair

p! ck (4;1,): si p pair (p = 2k)

Pour p = n, on a en particulier :

Syt = Leo (1) -

k=0

" 0 si m impair
Soit CF?2(—1)"F = W o
Z( (D) (-1)2C  sin pair.

n

{0 si n impair

n
Z_1)2 . .
2nCp (4,2% si n pair
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SOLUTION DU PROBLEME 5.86

1. Degré et coefficient de plus haut degré de P :

La formule du binéme donne :

2n)(2n — 1 2n)(2n —1)(2n — 2
(1+X)2" = X2 4 opx 21 4 ( n)(2n )X2nf2Jr (2n)(2n 6)( n )X2"73~~~+2nX+1
et, comme (—1)?" =1 :

2n)(2n -1 2n)(2n—1)(2n — 2
(1_X)2n:X2n_2nX2n—1+( n)( n )X2n—2_ ( n)( n )( n )X2n_3+-"—2’l’LX+1

2 6

Apres simplifications il ne reste que des termes de degré impair :

(2n)(2n —1)(2n —2)

(1+X)> —(1-X)" =dnXx?""1 4 3

X3 4 4+ 4nX.

Ainsi P est ‘de degré 2n — 1 ‘ et |de coefficient dominant 4n. |

2. Racines de P dans C :
Les racines sont les nombres complexes z tels que P(z) = 0, soit :

I+2)"-(1-2)"=0 & (1+2)"=(01-2)™

1 2n

& (1+2) =1 car z = 1 n’est pas solution
(1—2z)%
1+Z>2n i0

= 11— =e€
]. 5 T s KT

& 1+Z:el%:ez%,kG{O,l,...,anl}
—z

jlm jlm
&S l+z=e€en —e'nyz
k.

& z(l—i—ei%ﬂ):e’n -1

Ona:e™ = —laveckc {0,1,...,2n — 1} si et seulement si k = n. Donc pour k = n ’équation
précédente s’écrit 0z = —2 et n’a pas de solution. Ainsi les racines sont :
|
z2=——,ke{0,...;,n—-1}U{n+1,....2n—1}.
e'n +1
Comme

etn +1 ol 2 j A

-k -k
e e'an (ezﬁ — e*ZTz)
- _
(617 + e_zﬁ)

il s’ensuit que ’ensemble des racines est :

{itan(?) ‘ke{(),...,n1}U{n+1,...,2n1}}
n

En particulier, pour £ = 0 on voit que 0 est racine de P.
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3. Les racines sont simples :

n—1
k
. Relation : P =4nX H (X2 + tan? 2_7?) :

Remarquons que, pour k € {0,...,n—1}U{n+1,...,2n — 1} les nombres & 5 sont tous distincts
et éléments de 'intervalle [0, 7]. Or la fonction tangente est injective sur [0, FlU ] 5T [ 1.e.:

s m
Vz,y € [0, §{U}§,TF{, T # y = tanz # tany.

En particulier les 2n — 1 racines trouvées a la question précédente sont donc toutes différentes.
Comme P est un polynome de degré 2n — 1 la somme des multiplicités des racines vaut 2n — 1.
Finalement

‘ la multiplicité de chaque racine est 1. ‘

n

Du polynoéme complexe P on connait les racines, avec leur multiplicité, ainsi que le coefficient
dominant. On peut donc écrire la factorisation de P dans C[X] :

n—1 kn 2n—1 kn
P4nH<than<%)> H (than<%)>.
k=0 k=n+1
On remarque que pour k € {n+1,...2n—1}

tan k—ﬂ = tan 7%_2”)#—}— = tan 7@_2”)# = —tan kl—ﬂ
T 2n T)= 2n -, )

avec k' = —(k—2n) € {1,...,n—1}. Ainsi :

P - 4n;i:[:<Xitan< )):_Z<X+ztan< ”))
= 4nXk1;[1(X—itan( Z))kEIl(X—Hta ( )) car tan(S—Z):()sik:o
_ 4nX]:£[1<Xz‘tan< ))( ztan< >)

n—1

km
= 4nX X2 22
n kl_[l< + tan 2n>

La relation obtenue n’est rien d’autre que la factorisation de P dans R[X] obtenue en séparant les
racines réelles et en regroupant les racines complexes non réelles avec leur conjugué (puisque P est
un polynome réel).

Valeur de : tan®? — :

k=1
En développant I’expression de P obtenue a la question précédente, on obtient :

n—1
km
P=dpXx* 1 4 4§t X234 4 tan® — | X
n (n an ) -+ n]};[l an on

Le produit recherché apparait ainsi dans le coefficient du terme en X. Le calcul effectué a la question

1 donne alors :
n—1 kﬂ'
4 tan? — =4
n ]}:[1 an 5 n,
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soit :

Autre méthode :

Comme

n—1
k

H tan? o 1
2n

k=1

143

le coefficient du terme en X est P’(0) d’apres la formule de Taylor en O :

P=P(0)+P(0)X + -

P =2n(1+4 X)) 4 2n(1 — X)L,

on trouve P’(0) = 4n.

6. Valeur de :

n—1

Ztan2 S—Z :

k=1

En comparant les expressions de P obtenues aux questions 1 et 5, ’égalité des coefficients de X273

donne :

soit

m 3

n—1
0> tan? 2T~ (2n)(2n — 1)(2n — 2)
k=1

Y

n—1

2n 12n
k=1

ZtaDka_ﬂ 2n)2n—-1)2n—-2) (2n—-1)(n-— 1).

3

SOLUTION DU PROBLEME 5.88

c2m .
1. ¢'» est racine de P :

On effet :

P (ei%ﬂ) =

d’apres la formule de sommation bien connue :

1 _ gi2m

1-1
1— e
0

D’ou le résultat.
. . . g2m . .
N.B. : la formule de sommation s’applique seulement si e*» # 1 i.e. sin > 2.

1
2. 2+ = est racine de X2+ X — 1 si z est racinede X*+ X?+ X2+ X +1:
2

En effet, comme z = 0 n’est pas racine de X* + X3 + X2 + X + 1 on peut supposer que z # 0.

Alors on a :
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d’ou :
4 .3 .2 2 (2 L1
42+ +z+1l = 2tz +1+ -+ 5
z 0z
2
1 1
= 22<<z+—) 2+<z+—)+1)
z z
2
1 1
= 22<<z+—) +<z+—>1>.
z z
Ainsi :

4, .3, .2 1\? 1
P+ 4+ +z+1=04 er; + z+; —-1=0,

d’oul le résultat annoncé.

3. Calcul de cos (2?”) :

‘ D’apres la question 1,

c 27 . ~
pour n = 5, le nombre complexe e'5 est racine du polynome :

X4+ X3+ X2+ X +1.

Donc, | d’apres la question 2, | on en déduit que le nombre :
Q2 1 i2r —i2r 2 b )
u=es +—-=es5 te 5 =2cos = (dapres les formulesdEuler|>
e's

est racine du polynéme X2 + X — 1. Or, par calcul direct, les racines de X2 + X — 1 sont :

“1+v6 L —1-06
2 2 '
Or, comme %’T € }O,g[, on a : cos (2?”) > 0,
-1 5
et donc uw > 0. Ainsi, nécessairement u = %\/_ d’ou :

5) 2 4

(27r) v —1++6
cos|[ =)]==-=——"".

4. La portion OC'M fait un cinquiéme de la surface du dique :

1 1
D’apres I'énoncé les segments OA et OB’ ont pour longueurs respectives : OA = 1 et OB = 3
Par ailleurs le ‘ théoreme de Pythagore‘ donne :
(A'B")? = 0A? + OB?.
On a donc :
2 2
1 1 5 5
A'B' = -] +(= :,/_:i.
4 2 16 4
Comme les points C’ et B’ sont situés sur le méme cercle de centre A’ et de rayon A’'B’ = T on

5
en déduit que : A’/C’ = %
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Enfin, comme les points A’,0 et C’ sont sur la méme droite, on a :

oC'=A'C' —0A' =

“I%

-

On remarque alors que, | d’apres la question 3,

1| OC" = cos (2?)

Ainsi le point M, situé sur le cercle trigonométrique, a pour abscisse cos (2?”) ce qui signifie que

M est le point d’affixe e*5 | (ou e 5 si on a choisi pour M l'autre point d’intersection du cercle

avec la droite parallele & (OB)). Comme la surface d’une portion de disque est proportionnelle &
I’angle décrit on en déduit bien que la portion OCM fait un cinquieme de la surface du dique.

5. Calculs de cos 27” et sin%’r pour n=1,2,3,4,5,6,8,12,20,30 :
Les valeurs de cos 2Z et sin 27” pour n = 1,2,3,4,6,8 sont données dans le cours.

n
Pour n =5 : la valeur de cos 27” a été trouvée a la question 3; alors comme :

2 2 2
COSQ%+Sin2%:16t sin—ﬂ->0

on en déduit :

2
.27 —1+5 10+ 2v5
sin — = 4|1 — = .
5 4 4

Pour p = 12,20, 30, on remarque que p = n(n + 1) avec n = 3,4,5, et que de plus :

21 2 2 2

n_n+1:n(n+1) P

Ainsi on peut calculer les sinus et cosinus au moyen des ‘ formules d’addition des angles :

2T 21 2T . 2T 2T
COS— = COS— COS —— + SIn — sin ———
n (n+1) n (n+1)
.27 2T 2 2 . 2T
sin— = sin — cos ———— — cos — sin
(n+1) n (n+1)
En résumé on obtient :
n 1 2 3 4 5 6 8 12 20 30
s |1 1| o] VB | 1| V2 VB VI0+2VE | —1+VE+V3VI0+2V5
n 2 4 2 2 2 4 8
wnze ol o | V3] | VI0+2V5 | VB V2| 1 | —1+V5 | v3(-1+v5) - V10425
n 2 4 2 2 2 4 8

1
6. Existence de P, tel que P, (z + %) ="+ —

Zn
On remarque que, pour tout z € C*, on a :

1 n 1 o n+1 ]‘ n—1 1
() ()= (o) o (esm) @

On a donc Iidée de définir la suite de polynémes (P, )n>0 par récurrence par :

P0:27P1:X, etPn+1=XPn—Pn_1,

et on montre par récurrence sur n > 1 la relation :

1 1
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— C’est vrai pour n = 1 car on a pris Py =2 et P, = X et donc :

1 1 1 1 1
P0<z+—):2:zo+—0etP1 (z—i——):z—i——:zl—i——l.
z z z z z

— Si c¢’est vrai pour n > 1 alors, pour tout z € C* on a :

1 1 1 1
P (z + —) = <z + —> P, <z + —> —P,_1 (z + —) d’apres la définition des Py
z z z z

1 n 1 n—1 1
z+; z Jrz_" — |z +z”_1

d’apres 'hypothese de récurrence pour P, 1 et P,

1
. Y d’apres la relation (R)

Donc la relation est vraie a l'ordre n + 1.

Unicité des P, :

un autre polynéme @, ‘ vérifie, pour tout z # 0 :

1 1
Q<z+—) ="+ —.
z Al

Si, pour n donné,

Alors, par différence :
1

Or, quand z décrit C*, les nombres z+% prennent une infinité de valeurs distinctes ; ainsi la relation
précédente signifie que le polynéme P, — @),, admet une infinité de racines, ce qui n’est possible

que si c’est le polynéme nul. Et donc
7. Degré de P, :

On montre par récurrence que | deg P, = n.

Racines de P, :

1 .
La relation P, (z + %) =z" + — appliquée en z = €'t donne, d’apres les formules d’Euler :
z

‘ P, (2cost) = 2cosnt.

2
cosnt:0®nt:ﬁ+2kﬂ¢>t:1+k—ﬂ.
2 2n n

2
Ainsi les nombres | 2, = 2 cos (21 + k—w) sont racines de P,. Quand k décrit Z les nombres zj
n n

prennent n valeurs distinctes pour ‘ k=0,1,...,n—1,| donc le polynéme P,,, de degré n, admet

n racines distinctes; il n’en a donc pas d’autres.

8. 2(:05277T est racine de P= X3+ X2 —-2X —1.:

En utilisant la relation de récurrence :
P0:27P1 :X, et Pn+1=XPn—Pn_1,

on a :

Py=X%2_2¢t Py=2°—3X.
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Et donce, pour tout z # 0, on a :
, 1 1\* | 1\* 1
=zt “2etz+ =2+ -3(z+- ).
z z z z z
I+z+22+28 420 +25+20 = 3<1+z+ +z+ > +2° + )
1\* 1\* 1
1+ —|— z+-) =2+ (z+-) =3(z+-
z z z
1\* 1\°
-1- +lz+-) +{z+-
z z
D’apres la question 1, le nombre e est racine du polyndme 1+ X + X2+ X3 + X4 + X5 + X6,

Ainsi, comme & la question 2, on en déduit que :

27‘(‘ 27 1
2cos — =¢e' 7T + —
7 elzT"

d’our :

est racine de P.
SOLUTION DU PROBLEME 5.89

1. Calcul de u,, :
La suite (u,) vérifie la relation de récurrence :

Unt2 = 2Un+1 + 10Un, avec ug =,u; = 5.

L’équation caractéristique est 22 — 2o — 15 = 0 qui admet comme racines 5 et —3. La suite (u,)
est donc de la forme :

up, = ab”™ + B(=3)".

On trouve « et B & partir des conditions initiales :

{uolaJrﬂ

v =5—50_35 = @P)=(L0)

2. Calcul de v, :

Montrons par récurrence sur n, a partir de n = 0, la propriété suivante :
Vp<n, v, = el

— La propriété est vraie a lordre n =0

car: Pp(e?? —1) =1=¢"?.
— Si la propriété est vraie a l’ordre n, alors elle est vraie a l'ordre n + 1.

En effet si on sait que Py(e’? —1) = €% Py(e?? —1) = €0, ... P, 1(e? —1) = /"= 10 P, (¥ —

1) =™, alors

Pop1(e?? —1) = 2P, (e — 1)+ ((¢¥ —1)2 —1)P,_1(e" — 1)

QeinG + ((ew _ 1)2 _ 1)ei(n71)9
2¢i0 4 (¢i20 — 261‘9)61'(71—1)9
2ein9 + (ei(n—i-l)e o 2ein9)

ei(nJrl)G.
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3. Relation P = (1 + X)" :
En effet, d’apres la question précédente, cette relation est vraie pour z = €' — 1, pour tout nombre
réel 6. Ainsi le polynome P — (14 X )" a une infinité de racines distinctes, & savoir les ¢ — 1, pour

0 € [0,2x[; il est donc nul, c’est-a-dire | P = (1 + X)™.

4. Calcul de Re (P,(e?)) :

Ona:
Re (Pn(ew)) = Re((1+ ew)")
= Re ((ei%(e_i% +e’%))n>

I
=)
)
/N
m&.
olg
/N
V]
@)
o
19
NGRS
~~_
3
~~_

n
5. Calcul de Y~ CF cos(kf) :
k=0
D’apres la formule du binéme de Newton, on a :

Re(P,(e")) = Re((1+e)m)

On déduit : Z C* cos(kf) = 2" (cos g) oS n_9
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Solutions des exercices du chapitre 6

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.1

1 Df=Df =R {2} et fz) = 5

(x +2)?
! ! 2+1
2.Df=Df:R—{—1,1}etf(x)=—(;2 A
o s 15(a?41)2
1 P | l ’ :L
4. Df}oo,ﬂu[lﬂroo[, Df ] oo,2[U[1,+oo[etf(:c) WoT e
B , , - 422 + 1
5. Df = Dff =Rt /() = 0
6. Df:]—l,l],Df/:]—l,l[etfl(I)Z 1_$_1x_2x
(x +1)2
1+=x
7. Df = D' =] — 00,2 et fl(a) = ——— 2
. f= f—]—OO, [ef(x)_2(2_x)\/m'
8. Df =[-1,4c0[, Df =] — 1,400 et f/(z) = 15735\/er1.

B \/x2+1+:c+ Vaz+1l—x
ViZ+l—z Val4+l+4az

Comme, pour tout z on a Va2 +1#zet #—xonaDf=Df =R.

Pour le calcul ‘ on simplifie d’abord | I’expression de f avant de dériver :

9. Dérivée de f(x)

Vri+1l4+z Va2+1-—zx

= SR e
- (\/932—H+x)2+(\/962—H—x)2
B (\/IEQ—Jrler)(\/mf:c)
(Va2 1) + 20va® ¥ 1+ a2 + (VaZ +1)° — 20Va? + 1 + a2
(22 +1) — 22
= 2(z% +1) + 227
= 42242
flx) =

(x+1)(z+2)(r+3)
(x—1)(x—2)(x—3)

OnaDf=Df =R-{1,2,3}.
On calcule :

10. Dérivée de f(x) =

z—D(z—-2(x—-3) = 2*>—622+1lz—6
( )z —2)( )
(z+1D)(x+2)(z+3) = 2°+62°+112+6
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Fla) = (3z% + 122 + 11)(2® — 622 + 11z — 6) — (322 — 122 + 11)(23 + 622 + 11z + 6)
(z —1)%(z = 2)*(z - 3)°

(32° — 62 — 2823 + 4822 + 49z — 66) — (32° + 62* — 2823 — 4822 + 49z + 66)
(o — 12w —2)2(z — 3)°

—122% + 9622 — 132
(z —1)2(z — 2)*(x — 3)?
—z* 822 — 11
(x —1)%(z —2)*(x - 3)?

= |12

5 4 3022 + 40z + 16
11. Dérivée de f(z) — 2 TP T E 0,
(z+1)°

Ona:Df=Df =] -1,+00].
D’apres les regles de calcul sur les dérivées, on a :

(\/(x n 1)5>/ _ ((x + 1)%>/

- (ws)
(152 + 60z + 40)y/(z + 1) — 3(z + 1)% (523 + 3022 + 40z + 16)
(x+1)5

fl@) =
(dérivée d’un quotient)
(1522 + 60z + 40)(x + 1) — 5 (52® + 3022 + 40z + 16)
(z+1)3
(simplification par (z + 1)3)
(z+1)%
53

N

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.4

) B o . _r—1 e 4
Ona gla) = f(a?). ha) = (V). i(a) = /T@) ot f(o) = T Comme s ') = =
on déduit : 8
g (z) =2xf (1’2) = m
(W) 2

N N W

gy [l 2 z+3
Z@)*2¢ﬂ5“’@+1yvzfr

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.5

1. Calculer de [’ :

La linéarité de la dérivation donne :
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Par ailleurs on sait que, pour = # 1,

on a :

On dérive alors f grace a la formule de dérivation d’un quotient :

—(n+1Daz™(1 —z) — (1 — 2™ ) (-1)

nz™t — (n 4+ 1)a" +1

1) —
Fe) = 2P 1P
2. Expression de S(z) :
n+1l _ D™ 1
Pour z # 1 on reconnait que S(z) = f'(z) = o (1(71 —;—)2)x Ry
Pourz=1ona: S(zx)= Zk = w Donc finalement :
k=0
n+1 _ n
nx (n+i)x +1 Siotl
S) = n(n + 1()1 .
sixz=1.
2
SOLUTION DE L'EXERCICE 6.8
1. Df=Df' =Ret f'(x) = —xe®.
2. Df =Df' =Ret f'(z) = x%e®.
3. Df = Df' =R* et f'(z) = L;D
x

ea:

4. Df =Df =R et = —
f=Df =Ret f(2) = 57—
5. Df = Dff =R* ot f'(x) = (33+ 32 _ l) o
2 x? oz

6. Df =Df' ={x eR|cosz+zsinz #0} et

7. Df = Df' =R et f'(x) = 2sin’ z.
8. Df =Df' =Ret f'(x) = 2®sinz.

9. Dérivée de f(z) = cosgx

f'z) =

.732

2

sinx  tancx

Ona:

Df=Df ={xeR|sinz #0 et cosx#O}:R—{

(cosx + xsinz)?’

kr
2

k:eZ}.
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D’apres les regles de calcul sur les dérivées, on a :

!/
cosr  2cosw
()
sinz  sinz
(—sinz)sin® x — (cos x)(3 cos xsin? z) 49 (—sinz)sinx — cosz cos
2

sin® x sin” x

f'(z)

N —sin®x — 3cos?z 1
N sint z sin? z
—sin’z — 3cos?x — 2sin’ z
B sin* z
3

sin?

X

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.10

() = i ike'™ =i (C(t) +iS(t)).

k=0
Par ailleurs, comme e® # 1 puisque t € T', on a :
1— eint
ft)=3—2ar

d’ou, en utilisant la formule de dérivation d’un quotient :

I = i(eitnemt+<n1)€”(n+1))

(1 eit)2
_ (e“ —ne™ 4 (n — l)e“(”Jrl))
B —4sin’ L et
_ (1 —netn=Dt 4 (n — 1)6””)
—4sin? % '

d’ou, par identification des parties réelle et imaginaire :

_ 1—ncos(n—1)t+ (n—1)cosnt et S(t) = —nsin (n — 1)t+(n—1)sinnt-

t _Aain2 t
5 4 sin 5

o)

—4 gin?

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.13
g(@) = 20f'(@?) ¢"(2) = 2'(@%) + 42*f"(?) et ¢"(x) = 120f"(2?) + 82° " (a?).

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.14
Si on ne se trompe pas dans les calculs (!) on trouve, apres simplifications ([---]) :

UII 2flllfl _ 3(fll)2 ull

A(f1)? u’
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Autre méthode, plus subtile : on remarque que :
D’apres la formule de Leibniz on a déduit : v/ = f"u + 2f'u' + fu”,

d’ou :
UII B fl/u+2f/ul+full
v fu
f// f/u/ u//
= —_— 2 —_—
f + fu + u
Or:

‘-

_ _%f//f/—%
1,0 _ L pr—3 g
donc f'u = 72]( 2
fu ey
1f//
= 757
fl/ f/ul
donc 74—2 T =
On déduit bien que :
,U// u//
voou

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.17
1. T(n)($) = nelt — ei(ﬂc—i—n%)_
2. Dapres (™ (z) = cos(™ (z) + i sin™ ().

3. Calculs de dérivées d’ordre n :

F0 () = 4" sin™ (4z) = 4" sin (4x + ng) :

1
g™ (z) = 7 08 (2 + ng) :

Linéariser h et 7 en :

. 1. 3 . 1 3
cos2z et i(x) = ~1 sin 3z + 7 S+ Zcos?)x—i— 7 682

D’ou, pour n > 1 :

A (2) = —2" L cos (Zx + ng) .

Et, pour tout n :

2 4 2 4 2 4

2

3" 3 3" 3
i™(z) = - sin (Sx + nE) + —sin (x + nE) + — cos (336 + nz) + — cos (Jc +n_

2
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SOLUTION DE L’EXERCICE 6.18

1. Par récurrence sur n.
2. On a:

x71+:c+2_ (x—1)(z+2) R )

a b alx+2)+bx—1) (a—l—b)x—i—(Za—b).

1
Pour que A soit de la forme indiquée donc que a+b = 1et 2a—b = 0, soit |a = 3 et b=

Wl N

3. On déduit :

1 (=1)"n! 2 (—1)"n!
3 (z— 1)t *3 (x +2)nt1”

4. On trouve de méme :

2™n!
(n) -
F(@) (1 2z)n+t
1.
Comme g(z) = 52”(1 +2z)ona:
L (—1)"(n + 2)!
9 (w) (1 + 2z)n+3
. 1 1
Comme j(z) = =7 11z 2
! —1)"n!
oy
.7 (x) (1 _ x)n«}»l (1 + x)’nJrl :
Ona:
—1)"nla™
p)(p) — (ZD"nla™
(z) (az + Bt
1 1 1 1
Comme [(z) = 5T o +§1+x’ on a
1 n! 1 (=1)"n!
(n) S -
l ($) 2 (1 _ x)nJrl + 2 (1 + :L.)nJrl :

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.19

Utiliser la | formule de Leibniz | et simplifier en tenant compte du fait que les dérivées successives des
polyndmes sont assez vite nulles. On obtient :

L fM(z) = (z +n)e.

-1
2. fM(z) = ((32% — 1) +n(6x) + % x 6)e? = (322 — 6nx + 3n(n — 1) — 1)e®.
3. fM(2) = ((x+1)% — 2n(z + 1) + 3n(n — 1))e 7.
4. En utilisant le résultat de ’exercice 6.17 on obtient :

(2% 4+ 1)sin™ z + 2nasin™ Y z + n(n — 1)sin* " z

= (2% 4 1)sin (I—l—ng) + 2nz sin (m—i— (n— 1)%) +n(n —1)sin (m—i— (n—2)g) .
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5. D’apres I'exercice 6.18 on a :

<#)2>(”>(n+1)!(1)”'

@1 (z + 1)+2
La formule de Leibniz donne alors :
_ é%%%%«@%uxn+n—mm@+1ﬂwn—ﬂ@+U5
- %(293 + 2n).
Ainsi :
nl(=1)"
f(n) (I) — (xi%@n — 2x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.20
L (1+2%)f(x) = 2f(x).

2. Dériver n fois 1'égalité précédente en utilisant la | formule de Leibniz.

3. Evaluer la formule de la question 2 en x = 0. On obtient :
FU2(0) + (n? = 1) £ (0)

=0.
Ainsi, si f(™(0) =0et n®> —1#0i.e. n#1 alors f("+2(0) = 0.
Le calcul direct donne par ailleurs : f/(0) =0 et f"/(0) = 0.
Dot le résultat f(™(0) = 0 par récurrence sur les entiers impairs & partir de 3.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.22

D’apres la formule de Leibniz on a :

(n+1) (n+1) )\’ (n)
(x”e%) = ($ X x”_le%> =z ((m"‘lei) ) +(n+1) (:U"_le%) .
On montre alors la relation par récurrence sur n.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.23

Généralise I'exercice précédent en remplagant exp par f. Se traite par la méme méthode.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.25
Utiliser ’écriture :
f(z) =Im (e‘/gxe”) =1Im (e(‘/g+i)”> .
D’ou :

£ ()

(V34 i)relV307)
— Im (Qnei%e(\/iﬂ)x)

= 2"Im (ei%"’(‘/g”)”)
— oneVizgy (%T + :c)
nw

(n) — 9Mgip —
£(0) sin —

Autre méthode, plus longue : utiliser la formule de Leibniz.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 6.26

Utiliser 'exponentielle des nombres complexes comme a l’exercice précédent.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.29

1. Expression de ™ :
Soit (P,) la suite de polynomes définie par récurrence par :

Py=1let Ppr1 = (X?+1)P, — (2n+ 1)XP,.
Montrons par récurrence sur n > 0 la relation R(n) suivante :

P,(x)

f ( ) (x2+1)§+n

— La relation R(0) signifie que f(z) = ﬁ, donc elle est vraie.
— Si R(n) est vraie on a :

FoD () = ((no (z)
= <4($2 +(1))% )/ d’apres R(n)

(2* + 1) Py (=
(22

Pn+1(:E)
(2% 4 1)E et

)— (2n+ 1)zP,(x)
+ 1)z tntl

d’apres la définition des polynémes P,. Donc la relation R(n + 1) est vraie.
2. Relation entre P, |, P, et P, :
Un calcul direct donne | (1 + 22)f'(z) = —2f (). ‘

Or d’apres la ‘ formule de Leibniz,

dn
dz™

(1+a)r/@) = SCE @) 1447

k=0

= (a0 (@) 4 2naf ) ) + 2D 0 )
Lo af@) = @) s )

dx™

On trouve ainsi :

(14 2%) f ) (@) + 2naf ) (2) + n(n — 1) 7D (@) = —2f (@) = nfO D (2),
& (L+2%) (@) + 2n+ Daf™ (@) + n° D (2) = 0,

Ppyi(x) +@2n+ 1 P, (x) n2 Py 1(x)

2 THnt1 2 Tn 2 T O
(2 +1) (2 +1) (2 +1)

& (14 2?)

soit, finalement, en simplifiant par (22 4+ 1)2 ‘Pn_,_l +@2n+1)XP, +n*( X2+ 1)P,_1 = 0. ‘
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3. Relation P = —n?P, ; :

En additionnant la relation de la question 1 :
~Po+ (X2 + 1P - (2n+1)XP, =0
et celle de la question 2 :
Poy1+@n+1)XP, +n*(X?+1)P,_; =0,

apres simplification on trouve : (X2 + 1)(P, +n?P,_1) = 0.
Or un produit de polynoémes est nul si et seulement si 'un des polynémes est le polynome nul,
donc P! +n%P,_1 = 0.

4. Calcul de F,(0) :
La relation de la question 2, évaluée en 0 donne : P,11(0) +n?P,_1(0) =0,
soit : | Py1(0) = —n?P,_1(0). |
Ainsi les nombres recherchés vérifient une relation de récurrence de deux en deux. On distingue

donc ce qui se passe pour les entiers pairs et impairs :
— Pour tout q on a : Pyy43(0) = —(2q + 2)2P2y+1(0), donc :

q

Pagsa(0) = PL(0) [ ~(20)*

i=0

Or D’apres la question 1: Py = (1 + X2)P) — X Py = X.

Donc P;(0) = 0. Donc | Pag41(0) = 0.

— Pour tout g on a : Pagy2(0) = —(2¢ + 1)2Ps,(0) , donc :

q q 2 2
P2y (0 O] -i-1)?=(-1)" <H2i1> (1)‘1((22;1(])!!) .

=1

(2Q)!)2_

24q!

Ainsi | Pog(0) = (—1)? <

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.30
Soit la suite de polynémes (P,) définie par :

Pi=1+X%et Ppry = (X2 +1)P, (%)
Montrons sur n > 1 la relation R(n) suivante : tan™ (z) = P, (tan(z))
— Casn =1 :onabien :
Py (tan(z)) = 1 + tan®(z) = tan’(z) = tan™ ().

~ R(n) = R(n + 1) : si on suppose que tan™ (z) = P, (tan(x)) alors :

tan™ ) (z) = (tan ”)) (x)
(P, otan))’ (z)
= tan'(x)P) (tan(x))
(1 + tan?(z)) P! (tan(x)
= Puya(tan(z))

On prouve que |deg(P,) = n + 1| par une récurrence évidente sur n > 1 en utilisant la relation (x).
g
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SOLUTION DE L’EXERCICE 6.32

1. Calcul de f' et f" :

Rappelons les formules de dérivation de I'inverse d’un fonction dérivable non nulle et d’un quotient
de fonctions dérivables :
<1>’ F'o <f>’ gf' —fg'
- ) =—=e ([~]) = =",
f f? g 9°

On obtient donc :

/oy sinz
fix) = cos?
Puis
() (cos? z)(cosz) — (sinz)(—2sinzcosz)  cos®x + 2sin’ x
€Tr) = =
cos* cos®
soit :
-2
e sin“x+1
@) = cos?

2. Existence des polynomes P, :
Montrons par récurrence sur n > 0 la propriété R(n) suivante :

”il existe un polynéme P, tel que, pour tout z : f(™(z) = %-”

— D’apres la question précédente les relations R(0), R(1), R(2) sont vraies avec :

Py =1,P =X, P,=X>+1|

— Vérifions que, si la relation R(n) est vraie, alors la relation R(n + 1) est vraie. Pour tout z, on
a:

Fe@) = (57 @)

_ P,(sinz) \’
* (o)
(cosx)"*1 [cosx Pl (sinz)] — P,(sinz) [(n + 1)(—sinz) cos™ x]
(cos z)2(n+1)

cos? 2 P! (sinz) + (n+ 1) sinx P, (sin z)

(cos z)n+2
(1= sin? x) P/, (sin ) 4 (n + 1) sin 2P, (sin 2
B (cos x)nt2
_ Pyyi(sinx)
(cosz)nt2

si 'on prend

Puoy1=(1— X3P, + (n+1)XP,.

n.b. : comme P, est un polyndme, cette relation assure que P,1 est bien un polynome.

3. Monome de plus haut degré de P, :

Montrons | par récurrence | sur n > 0 que ‘ P, est de degré n‘ :

— Ceci est vrai pour n = 0,1,2 comme on vient de le voir
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— Supposons que P, soit de degré n. Alors on peut écrire :

Py=a, X"+ b, X" 4. 4 4y, X + 2, avec a, # 0.

On calcule alors :

Poy1 = (1-X*)P,+(n+1)XP,

= (1= X (naa X"+ (= Db X" )
+(n+ D)X (an X"+ 0, X" 4y X+ 2)

= (naanil + (n - 1)ann72 +---+ yn)

—na, X" — X2(n — )b X" 2 -y X+ 2,)
(4 1D)an X"+ (n+ DX (0, X" 4 4y X+ 2)

= (—=nan + (n+1)ay,) X" + ...
= a, X"+

~—
deg<n

Comme a,, # 0 on voit donc que P, 41 est bien de degré n + 1.

159

On remarque de plus que le coefficient du monoéme de plus haut degré de P, est le méme que celui

du monome de plus haut degré de P, i.e. . Comme puisque Py = 1, on

déduit immédiatement que a,, = 1 pour tout n. Finalement il s’ensuit que :

‘1e mondme de plus haut degré de P, est X™. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.38

1.
2.

3.

In(e?) = 3.
(Ine)® =1

()
In(e2,/e) = g
In( e) =

em? =2

3
eln 3—2In2 _

1

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.41

1.

Résolution de (2% — 1)e™@=2) = Ine?*! :
L’équation est définie seulement pour = > 2. Elle est alors équivalente a :

(2 —1)(x —2) =+ 1, soit (z? =3z +1)(x +1) =0 soit = —1 ou x =

Compte-tenu de la restriction de définition il y a donc une seule solution

On trouve une seule solution :

On trouve deux solutions | z=0o0uzx=2. |

2

V5

ouxr =

=

xr =

3+V5
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6. On trouve deux familles de solutions :

[ =
r=eRF qug=enth™ Lecz.

7. Résolution de I’équation e?**! — \/e2r+2 — 2¢3 = (). :

D’apres les propriétés des puissances I’équation s’écrit aussi :

. 14+V1+8e® 1— 1+ 8e8
e’ = ca <0

r X
2 2

donc finalement la seule solution est : |z = In (1*7 v12+868) )

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.45

1. f'(z) =1+ In(z).

, - 1
21w =7
, 1
3'f(x)7sinx
4 Dérivée d f()—i 1 r+1\  2z(@*+ 1)\
- Dérivée de f(z) = o (In{ ~— T :

D’apres les regles de calcul sur les dérivées, on a :

(:c+1)’ o (@—1)—(z+1)

x—1 (x —1)2
2
z+1\) (w21)2 1
BE) - e
- _(x71)2(x+1)
_ 2
x?—1
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20% + 22\ (622 4 2) (22 — 1) — 22(22% + 2x)
<x2—1) N (22 —1)2
22t — 822 — 2
NG

, 1 z4+1\  22% 422\
i'(zr) = —|(ln —
16 x—1 2 -1

N i B 2 7214781272
16\ 22-1 (22 —1)2

= 8(99217*1)2 (—(12 —1) = (z* — 42® - 1))
_ 71'4 —322-2
8(z2 —1)2 °
5. f/(x) =e"te".
SOLUTION DE L’EXERCICE 6.49
o
A=Inx et B= ok

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.50

—Ilnz

x
1. Pour 2 > 0 on écrit : zV® = eVZI ot /2" = eI VZ = 2
L’équation se ramene donc & : y/zlnz = = Inx
2 )

soit : Inz =0 ou & = ; Il y a donc trois solutions :

N.B. : la solution z = 0 qui devrait étre exclue puisqu’on se place au début dans le cas ou z > 0
peut étre conservée néanmoins si on accepte de donner un sens & 0° (zV? et \/z" pour z = 0).

2. Résolution de I’équation 4% — 3 x 2712 = 26 ;
Ona:

4% — 3 x 272 = 96
& (2" —3x22x27-20=0
& (297 -12x2°-20=0

y=2°
y? =12y —26=0

y=2°
=
y=16ouy =—4

donc finalement la seule solution est : |z = 4.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.53

D’apres la formule de dérivation : (In |f|)/ = fT/

ona:|f =fx(n|f]).
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x%/sin x
o ¢
(z3 —1)sInx
Dans le cas présent on a, pour tout z tel que f(z) est défini :

3. Dérivée de f(z) =

1 1
In|f|(z) =2In|z| + §ln(sinx) - §1n|x3 —1]—In|lnz|.

D’ou : 5
2 cosT T 1

(In|f])" (z) = = + -

x  2sinz x23—1 zlnz’

Dot :

, 2 coST z2 1 r2y/sinx
f(x): -+ . -3 - 1 .
r 2sinx z3—1 zlnz (23 —1)sInz

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.64

r T
C’est4+/ 22— 2?2+ 2—1ldx =
1

4

=
w
o
.
Ne)

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.65
On trouve : donc, comme f est définie sur un intervalle (i.e. R) et que f(0) = 1, on déduit

Autre méthode : on peut obtenir le méme résultat par linéarisation de f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.66

/
1. Si f=MXg (A €K) alorsizilz
g g )
En effet en dérivant on a : f/ = \¢’ d’oil)\:gzi.
/
2. Si f = L/ alors il existe A € K tel que f = Ag :
g g
En effet :
i:f—/ﬁf—/—i:Oc)M:O@f/g—fg/:O@M:O@(i) =0
g g g g 99 g g

Comme la fonction ! est définie et dérivable sur un on en déduit que f est une fonction
9 9
constante i.e. :

dx ek, i:A,

g
d’ou le résultat.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.70

1. Primitive de f :

Ona: 1 2 3 1 1
T
f(x)_§:c?1+§<z1_x+1)'
Donc :
3. |lz-1 (z —1)?
2
/f(x)dat:ln‘x —1‘—|—§ln x+1‘: ok
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2. Primitive de g :
Ona:

() 20+ 1 Jr2 1 1
x) = - — )
g 24+2x-2 3\z—-1 z+2

/g(:L')dIC =In (|:L'7 1|g |:c+1|%).

Donc :

3. Primitive de h :

Ona: 1 9z .
x
h(z) == .
(z) 2x2+2x—+1+(x+1)2
Donc :
1
h(z)dr =1 1} - ——.
/ (z)dz =In|z + 1] porae

6. Primitive de £k :

/h(m) dr =1In(z® +z +1) - %arctan <2“i/+§1> .

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.72

On trouve :

—2 2x
1. = _
f(@) T +2 +932+1

2. /f(ac) dz =1In (%)

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.74

1. P a une racine double :
Comme : P" = 12X? 4+ 6X + %,
On a:
/! 13 2
P"(z) = 7@12z0+6x076:0.

Cette équation du second degré admet deux racines réelles % et —1. Le calcul montre que :

()-+(3)-e

Donc | zg = 5 | est une racine double de P.

2. Factorisation de P :
Comme z est une racine double de P, on peut factoriser P par (X — z0)2. Pour ce faire on
peut chercher, par identification des coefficients de deux polynomes égaux, les coefficients inconnus
«, 3,7 tels que :

2

Apres calculs on trouve : (o, 3,7) = (1,2,2). Comme le polynéme X2 4+ 2X + 2 n’a pas de racine
réelle la factorisation de P dans R[X] est :

2
(aX?+ BX +7) <X1> =P

2
1
P:(X2+2X+2)(X—§) .
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3. Existence de a,b,c :

Pour tout x # %, ona:

ax b c (x — m0)2ax + (22 4 22 + 2)(b(x — x0) + )
+ + =
22+2x+2 x—x9 (T—130)? (22 + 22+ 2)(x — x0)?
B (:cf%)2ax+(x2+2x+2)(b(:cf%)aJrc))
- P(z)
B ar® + (—a+3b+c) 2+ (2 +b+2¢) z+ (2c —b)
- P(z)

Pour avoir I'égalité demandée il suffit donc que :

at+b = 1 L1 at+b = 1 L4
—a+3b+c = 0 Lo - Sb+ec = 1 Lo+ Ly
$4+b+2c = § Ls 3b+2c = 2 L3— 3L
—b+20 2 L4 —b+20 2 L4
a—l—b = 1 L1
—b+20 = 2 L4
T = 0 Lz— 1Ly — Ly
3b 0 Lo+L;— 1Ly
Soit | (a,b,c) = (1,0,1)
4. Une primitive de i :
D’apres la question précédente, on a :
. T 1 1 2zx+2 1 1
’(x)_z2+2x+2+(x,;)Q_2x2+2x+2_(x+1)2+1+(x,;)Q’
2 2
d’ont
; 1 2 1
z(:n)d:v:§ln|x + 2z + 2| — arctan(z + 1) — —
2

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.75

On rappelle la formule de sommation des termes d’une suite géométrique de raison x, pour p < n :

n P — gt
Zxk: T2 six #
k=p n—p+1 siz=1

Ainsi
h(z) = PRI RUIRURI L

admet pour primitive
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SOLUTION DE L’EXERCICE 6.78

1.

2.

ot

(=

10.

11.

12.

(2 +x+1)3
—

21 2
/xid.ﬁ:—\/Is—gI—f—l.
Vad -3z +1 3

/($ +3)%(2? + 1)% dax =

/(2x+1)(m2 +x+1) de =

7

1125 1923
%+x6+Tx+3x4+Tx+3x2+9x.

/ 20 —x —1 J 1
r=— :
(423 — 322 — 62 + 11)° 24(4a3 — 322 — 62 + 11)4

x® 1 6

s . 1
Une primitive de la fonction :
xln|z|
/
Comme la dérivée de la fonction In|z| est la fonction L on reconnait une fonction de la forme ~—.

Donc finalement :

1
/ dx =In|In |x||.
z1n|z|

/ez sin(e”) dx = — cos(e”).
Vit+nz

T
Comme la dérivée de la fonction f = Inx est la fonction % on reconnait une fonction de la forme

f'/T+ f. Or une primitive de la fonction y — /T +y est y — 2,/(1 + y)3. donc finalement

/7mdx: 2

3 (1+1Inz)s.

Une primitive de la fonction

e’ —e 7 T —x
/mdlen(e +e )

e e . COS(T
Une primitive de la fonction ———— ( )2 :
a® +sm°x

La dérivée de f = sin est cos. Donc on reconnait une fonction de la forme f” x @ Comme :

1 %arctan (Q) sia#0
/ ——dy =14 1 “
a*+y —= sia=0
Y
on trouve :
cos(z) %arctan (smx) sia#0
/a2+sin2:cdx: 1
—— sia=0.
sinx

/ﬂdlenpfcosm.
2 —cosx
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13. Une primitive de la fonction _ssmx :
2(cosz + 1)
La dérivée de f = cos est —sin. Donc on reconnait une fonction de la forme f’ x (7%) .
Comme :
on trouve :

3si 3
/&daz: ——1In|cosz + 1.
2(cosxz + 1) 2

14. Une primitive de la fonction 23+4 :
On remarque que 237+1 = ¢3In2e+n2  Comme

1
/eax—i-b dr = _eaac+b7
a

on trouve :

1
233:‘-‘1-1 d — 23;8-{-1.
/ T 32

sinx 1
15. dx = .
/cos?’x ¥ Yot
1
16. /Mdaj:sin(lnx).
T

i t
17. /4sm(arc anz) dx = — cos(arctan x).
1+ 22

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.79

1 2
/x"_llnxdm =—z"lnx — I—2
n n
SOLUTION DE L’EXERCICE 6.81

On rappelle la formule de Leibniz de dérivation n® du produit de deux fonctions u et v dérivables n
fois :

n
(U’U)(n) - Z Csu(k)v(nfk).
k=0

alors que g est de cette forme :
g(:c) _ :EQeI + 05(1‘2)/61 + Cg(x2)//€z _ (xQGz)(”) )

(n—1)

Comme n > 1, une primitive est donc donnée par (xQex) , Soit :

/g(m) dx = (acQGz)(n_l) =2%e® +2(n — 1)ze® + (n — 1)(n — 2)e®.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 6.82

4. Une primitive de la fonction sinz cos? z :

On peut linéariser ‘ la fonction :

. . . . 2
) 9 el _ o e 4 i@
SN X COS™ T = . 5

= = (eiz o e*iz) (eiQm 4+ 24 €7i2z)

_ 8_ (631’93 + eia: o e*iz o 6731'93)
1

1, . .
= Z(Sln31’+Sln:L’)

. 9 cos3r  cosxT
sinzcos*zxdr = |— — .
12 4

Autre méthode : on peut aussi faire le changement de variable u = cosz. On trouve :

COS3 T

3

/sinxcos2acdac = —

En linéarisant ce résultat on retrouve bien le résultat trouvé par ’autre méthode .

5. Une primitive de la fonction cos(2r)e**

On utilise la formule d’Euler, de maniere analogue au cas précédent :

i2x —1i2x
cos(2x)e’® = (L) 3

(ez2z+3:n 393 1293)

o243z | ,(3— 12)95)

oli2+3)x e(s i2)z
( 12+ 3 —12 + 3)
—i2 + 3)eli2+3)7 4 (72 4 3)e(B-2)®
2|32 4 3|2

/ cos(2x)e3dr =

/\ N = N~ DN -

3z ) )
- 62_ ((—i2 + 3)e™* + (i2 4 3)e~2%)

6390 . .
_ % (3(61296—}— —1290)_'_2@( —i2x _61295))

[=p}

3z

= 61—3 (3cos2z + 2sin2z) .

6. Une primitive de la fonction f :

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1

167



168 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

On linéarise | 'expression de f :

. . 4 . . 2
4 9 e’LQZ' —e 1x e’LQZ‘_"_e 1x
sin“xrcos‘x = -
21 2

1

_ 26 ( 4ix 462190 16— 46—2132 T 6—41'90) (621'3: ) +€—21’3¢)
1 . . . . .

_ 2_6 (6613: _ 264190 _ 62190 14— 6—2132 _ 26—413: + 6—6132)
1

= 5 (cos6x — 2 cosdx — cos 2z + 2)
1 (sin6z sindx sin2zx

der = | = — — 92
/f(x)x 25<6 2 2 +x>

7. Une primitive de la fonction 22 4 ¢ cosz :

d’apres les formules d’Euler

On a:
/x2+emcosxdaz = :% /e cosx dx

= :%3 / w+e m:d:c
2 1 i D

= ? 5 €(+1 +€1 ) d
1 [elitD) iz

T3 §<z+1 zl)
x> e e "

- ?+?(z‘+1+1z)

B :E3+e (1—9)e® +(1+i)e
3 2 2
x> e® .

= §+7(cosx+smx)

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.83

. o e . 2
1. Une primitive de la fonction *

a3 x a3’
donc
2+ 1 1
dx =1 - —.
/ 5 dr= n |z| 5.2
L : 2343v+ava2+1
2. Une primitive de la fonction N :
On remarque que :
I
(Verrt) = 2
x?+1
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On transforme alors I’expression :

3 2
%+ 3z + vt +1 _ x (:E2+3)+:c
2 +1 241
x 2
= 4(( x2+1) —|—2)—|—x
2+ 1
= [f(@)(f*(x)+2)+z avec f(z) = Va?+1
3 2 1 3 2
/x + 3z + zvz? + de — —+2f—|—$—
x2 +1 3 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.84

1 1
la=—-eth=—=
@=35¢ 2

In|cosz + sinz|.

N =

2. /f(x)dng—

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.85

1. Calcul de Fj et F, :
On a:

Fi(z) = / tant dt

0
T ogint

_ / sint .,
o cost
xT / t

_ / _ cos (t) it
0 cost

[~ In] cos )i

—1In| cos x|

—In(cos x) carxe}—g,g[ donc cosz > 0.

Fy(z) = /tathdt
0

T
= / tan't — 1dt car‘tan’zl—i—tanQ’
0

ftant — 1)/

car tan(0) = 0.

2. Relation entre F), et F, 5 :
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Ona:

Fria(z) + Fp(x) / tan" T2t 4+ tan" t dt
0

/ tan" t(1 + tan®t) dt

(=)

/ tan” ttan’ ¢ dt
0

tan™t1¢ ]
t=0

n —|— 1
_ tan" 1z
B n+1
3. Calcul de F;} :
D’apres la question précédente, pour n = 2, on a :
tan?
Fiy(z) = —— - B
tan3
= ar; T (tanx —x)  ( d’apres 1.)
tan®

= —tanz +x
3

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.86
1. /xQe“’ de = (2% — 22 4 1)e”

t 1 1
2. /M = ——arctanx + In |z| — §1n(1 + z?).
x

932
e e ) 2z In |z
3. Une primitive de la fonction 7” :
(14 22)2
2x 1 1

1 S R N (L Y .
/&'ﬁlx(lJr:cQ)Q v nx( :c2+1) / z(z? +1) v

— (=) (@)

=u'(z =u(x

~ In|z| +/ 1 d
x?4+1 x(z? 4+ 1)

~ Inja| +/(x2+1)x2d$

x2+1 x(z? +1)
In |z| 1 x

- S d
2241 Jr/ 2 +1 o
1

= —:E?'f'l—l—lnx—ln(x2+1).

5. /hl(x—l—\/xQ—l) dmlen(m—l—\/xQ—l)—\/xQ—l.
8. /arctanﬁdm = (z + 1) arctan o — /.

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.87

Si f(x) = (2™ +a1a™ ' +agx™ 2+ -4 am) e, ona:

fll) = (2™ + a g™V +asx™ 2+ a1+ am) €
+ (ma™ "+ (m = 1Da1z™ >+ (m — 2)ax™ >+ 4 apm-1) €”
= (@4 (a1 +m)z™ '+ (a2 + (m— D)a)z™ >+ + (am + am-1)) €
Cherchons a1, as,. .., a, de sorte que : f'(x) = z™e*

Comme e” # 0 c’est équivalent a :
Ve €R, 2™ + (a1 +m)z™ ' + (ag + (m — Da)x™ 2 + -+ (am + @m_y) = 2™.

Deux polynomes sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients soit ici :

ai+m = 0
ag+(m—1a; = 0
ap+(m—p+1la,_1 = 0
A + Ap—1 0

171

C’est visiblement un systeme de Cramer. On obtient simplement la solution du systeme 1’écrivant :

a = —-—Mm
az = —(m—-1ay
ap = —(m—p+1la,

A = —Qm—1
puis en multipliant entre elles les p premiere lignes :

araz - ap_16p = (=1)Pm(m —1)(m —2)--- (m —p+ Dajaz - - - ap—_1,
d’ot1 en simplifiant par ajaz---ap—1 :

(—=1)Pm!

ap = (~1'm(m —1)(m =2)--- (m —p+1) = (=5

Finalement on obtient le formule :

m
—1)?m!
/xmex dr — (xm —ma™ ! 4 m(m o 1)$m—2 4ot (_1)mm!) et — o (mm + Z (ﬂxm_

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.88

1. Une primitive de z"Inx :
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En faisant une intégration par parties on a :

$n+1 $n+1 1
2" lnx dr = Inx — — dx
N~~~ n+1~~ n+1 x
=u/(z) =v(z) N~ =v(x) ——
=u(x) =u(z) =v'(z)
n+1 1 1
_ z nr /z" de
n+1 n+1
~a"'Inz vt
N n+1 (n+1)2
n.b. on retrouve le résultat de ’exercice6.79.
2. Une primitive de z"(Inx)? :
En faisant une intégration par parties on a :
n+1 n+1 21
/ " (Inz)?de = I+1(1D$)2_/$+1 27 dx
~ N~ n N—— n X
=u'(z) =u(z) N——" =u(z) \‘\/‘/t\f—/
=u(x) =u(z) =v'(x)
2"t n® 2 2 n
= — " Inzx, dx
n—+1 n+1
2" n*z 22"t Ina N 277+ Taords 1
= - . apres 1.
nt 1 n+1)2 " (n+1)3 P

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.89

1. Relation entre [, et I, :

A Tlaide d’une ‘intégration par parties‘ cherchons une relation entre des primitives des fonctions
(1—t3)ntlet (1—t2)":

/(1 —tHrtlgr = /(1 —tH(1 -t dt

t

5 22t — )" dt
v _ '/
—o(t) —¥®

1_t2 n+1 1 1—t2 n+1
= /(1 eydes | L x¥_/ LR Gl 0

\2,/ n+1 2 n+1
=v(t) =u(t) =v’(t) =u(t)

t1 =)t 1
2(n+1)  2(n+1)

1 _ 42\n+1 _ _ 42\n t(l_t2)n+1
(1+—2(n+1))/(1 )t dt—/(l t?) dt+42(n+1) (R).

Rappelons que, étant donnée n’importe quelle primitive F' de f, on a :

/(1 — 3t gt

donc :

[ f0a@ = F) - Fo) (ote s FOIZD).
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Donc d’apres la relation (R) on a :

(1 + ﬁ) L1 = (1 + ﬁ) /_11(1 — )yt at = /_11(1 — )" dt = I,

t(1—¢2)n+1

5t 1) est nulle en 1 et —1. Donc finalement :

puisque la fonction

2n+ 2

Iy 1 =——-1I,.
+ 2n+3

2. Calcul de [, et de I, :
On a facilement

1
I =/ ldt=[t="  =1-(-1)=2.
1

La relation de récurrence I,, = I,,_1 donne alors :

2n
2n+1

I, = I T_2 =9 =1
"’0H2z’+1* n

Comme :
n

[1(2i) = 2"n! et ﬁ(2i+ 1) =

(2n+1)! _ (2n+1)!

4 4 onp!
=1 =1 H(2Z)
i=1
on obtient finalement :
n,1)2
I, — 22
(2n+1)!
3. Calcul d En: mkck
. alcu e H
2k+1 "
k=0
La | formule du bindéme | donne :
(L— )" = 3 Ch =) = 3 Ch(—1)heh,
k=0 k=0

Donc une primitive de la fonction (1 — %)™ est donnée par :

2k+1
k t

2\ gy ki 1\k 2k g, _ ko
/(1 )™ dt ;;)Cn( 1) /t dt ];)cn( 1) T

Et donc :
12k+1 (71)2k+1

n n 1
I, = M(—1)F - =2 k(1) .
SRV (g~ ) 2 O g

En comparant avec le résultat de la question précédente on trouve que :

" 1 (2nn!)?
k(_1\k _ .
kZ:OC"( T (2n + 1)!
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SOLUTION DE L’EXERCICE 6.91
2n

1. I, =——1I,_
n 3+2nn1

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.92

1. Calcul de I et I :
Ona:

3

2 .0
Iy = / sin” t dt
0

3
/ sintdt
0

= [-costliZf =1

I
=
T
Ol
Il
NN

1y

Soit

™
Iozgetllzl.

. n+1
2. Relation [, = I, :
n+2
Ona:
3 2
Inyo = / sin" 2 ¢ dt
0
3 2
= / sin” tsin” ¢ dt
0
3 2
= / sin™ t(1 — cos” t) dt
0
3 3
= sin™ ¢t dt — / sin™ t cos® t dt
0 0
3
= I, - /0 sin" tcostcost dt  (intégration par parties)
=u/(t) =wv(t)
t=%
< n41 T wiant1
t 2 t
= I,— o cost - / o (—sint) dt
n+1 ~~ o n+1
N———=0(t) S——~— =v’(t)
=u(t) =0 =u(t)
1 3
= IL,— |0+ / sin"*2 ¢ dt
n+1 /g
1
== In - n—HInJrQa
soit :

1
In+2 (1 + F) = Irm

1
&Irw
n+2

soit finalement :

In+2 ==
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. m(2p)!
3. Relation Iy, = 722“1(19!)2 :
M 2 > 0 la relation sui 1, = ")
ontrons par recurrence sur p = 0 la relation suivante : I3, = W.

7r
— Pour p = 0 cette relation s’écrit : Iy = 5

donc elle est vraie d’apres le calcul effectué a la question n°1.
— Si la relation est vraie a l'ordre p, alors :

Ip+1y = Iopt2
2p+1
= ﬁfgp d’apres la question n°2.
2p+ 2
2p+1 =(2p)!

= 3 2 ()2 d’apres 'hypothése de récurrence
P p:

7(2p + 1)!(2p + 2) B o
= (2p + 2)2 x 220+1(pl)2 en multipliant par : P
— m(2p + 2)!
T PR x 2P
m(2p + 2)!

22003 ((p+ N2
Donc la relation est vraie a 'ordre p + 1.

4. La suite de terme général (n+ 1)1/, est constante :

s’écrit aussi

En effet, ‘ la relation trouvée a la question 2

(n+2)42 = (n+1)L,,

donc ‘ en multipliant par I,,41 ‘ on obtient :

(n+2)hyolny1 = (n+ 1)1 In41.

Si on note u, = (n+ 1)1, 1,1, cette dernieére relation s’écrit aussi : u, = up41. Donc la suite (uy)
est constante. Elle est ainsi égale a son premier terme i.e. :

™
(n + 1)InIn+1 == IQIl = 5

5. Une formule pour Iy, :
D’apres la question précédente, pour n = 2p on a :

™
(2p —+ 1)[2p12p+1 = —.

2
donc :
byt = T

2(2p+ 1)1z

- I M d’apres la question n°3.
2 w(2p)!(2p+1)

(p!)*2%
RS
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/Hlﬁ

de =442z —4In (2+ V) .

/\/e” —1dx =2ve* —1— 2arctanve®* — 1.

2.
3.
4.

/62z sin e dx

6. Comme dt = Ld:z ona:

. = NG :

/Ldaj =
(x+1)?

= /usinudu

= —ucosu -+ / cosu du par intégration par parties

= —wucosu —sinu

= | —e®cose’ —sine”. ‘

22

@i

/L t dt
(12 +1)2 ~~
~——=v(t)
=u/(1)

-1 _
— t — [ =——x _1 dt
12 + 1~~~ 241 ~~
N——"=u(t) —— =v'(t)

=u(t) =u(t)

t 1
— dt
241 * / 241
— m + arctant
- x\:—il + arctan /.

par intégration par parties
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7.
1—¢?
t=vVa24+l-2z & z= 57
t2+1
der = -— dt
* 22
1—¢? 241
1+¢2 = t= t=
V14 T+ 2% + o
1 t
(1+22)2 (t2+1)
B 2
241
_ 2
(\/x2+1—x)2—|—1
- 1
224+1—2vVr2+1
1 1 Vii+1l+o
Vet +lvael+l—azvVa2t+142
1
- e (v
2 +1
N
2 +1
8.
3 sin® x
/cos rdr =sinx — .
3
9.

CcoS X 2 1++/sinz

— 1 1 Voo
/ Smxdxz——ln( Smx)—arctan\/sinx.

10. /f(:c), dx = arctan(e”).

11. En posant o = tan § on trouve :

dxr
COST — COSa 2 —«

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.96

1. f est de classe C™ :

177

En effet la fonction S est dérivable puisqu’elle est définie comme la primitive d’une fonction (conti-

nue). De plus sa dérivée est donnée par :

1
S'(1) = ———.
@ = o—
D’apres les ‘théor‘emes de calcul sur les fonctions de classe C™, ‘ S’ est de classe C* sur | — 1,1],

donc c’est aussi le cas de S, donc de AS (produit par un scalaire). Enfin f apparait comme la

composée des fonctions sin et AS qui sont de classe C*°, donc c’est une fonction de classe C™°.
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2. Calcul de a :

, _ 1
S'(x) = Vi
S"(z) = ’ TS5 (x)

(1—22)v1— a2 T 1-a?
f(x) = A\S'(x)cos(\S(x))
F(z) = AS"(z)cos(AS(z)) — (AS'(z))” sin(AS(z))

= ifva S'(z) cos(AS(z)) — . i = sin(AS(z))

(1=a®)f"(@) —af'@) = (2AS'(@)cos(AS(x)) = A*sin(AS(x))) — 2AS'(z) cos(AS (a))
= —Asin(A\S(z)
= —Nf(2)

Donc :

(1 —a?)f"(z) —af'(z) + N f(z) =

Ainsi il suffit de prendre
3. Relation entre f(2) f(*+h) et f(0) .

On dérive n fois la relation précédente et on utilise la | formule de Leibniz | :

(L= @)™ = 1 —a®) (f"(@)™ + Ch(~2z) (f(x)" "
+C2(=2) (f"(x)) "
= (1-2?) " (z) = 2nafO (@) — n(n — 1) ") (x)
(@f' @)™ = ()™ +Ck ()"
= gft) 4 )
(1 —2?) fO) (@) + (~2nz — 2) f ) ()
H(=n(n = 1) =n+ 3 ") (2)

—
—
=
\
8
[V}
S~—
=
/\\
8
S~—
8
“’1
—
8
S~—
+
>
[ V]
~
8
S~—
SN—
=
Il

Donc finalement :

(1= 2®) /" (@) = @n+ Daf (@) + (A = n®)f " (@) = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.97

1. Résolution de ¢y +y = cosx :
Les solutions de ’équation homogene associée ¢y’ + y = 0 sont : yo(z) = Ae™ ™.
D’apres la forme du second membre, on sait qu’une solution particuliere est a chercher sous la
forme :
y1(z) = Acosz + Bsinz.

Alors :
Y1 + 41 = (—Asinz + Bcosz) + (Acosz + Bsinz) = (B — A)sinz + (A + B) cos z.

1
Il suffit doncque B—A=0et B+A=1,s0it A=B = 3 L’ensemble des solutions de iy’ +y = cosx

est donc donné par :

cosx + sinx

5 +Xe ™ AeER.

y(z) =
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Autre méthode (plus longue) : la méthode de variation de la constante suggere de chercher une
solution particuliere sous la forme : y1(x) = A(z)e ™.
Alors :

ity =XN(z)e ™,

e(1+i)a: +e(1—i)x
d’ott (méthode analogue au 2 de l'exercice 1) : M (z) = e* cosz = ————

2
Une primitive est donnée par :
(144)z (1-i)z z
e e e
A(z) — _ e .
(x) 2(1+i)+2(1—i) 5 (cosz +sinz),
d’ol m (x) — cosx;—sinx.
2. Résolution de ¢y — 2y +¢e* =0 :
‘y(x) =e"+ ¥, AeR. ‘
3. Résolution de zy' — 2y +2 =0 :
‘y(m) =x+ A%, A GR.‘
4. Résolution de (1 — 22y + 2zy — 4z =0 :
y(x) =2+ M1 —-2?), NER.
V4 . x
5. Résolution de y' — — LA
e —1
y(x) =2 —1+ A2z -1, NeR.
6. Résolution de zy/ —y+Inz=0:
1 1
L’équation est définie sur I'intervalle R , ou elle s’écrit aussi : |y’ — —y = fﬂ. Une primitive de
x x

1 1
la fonction — sur R est la fonction In x. Les solutions de I’équation homogene associée y' — —y =0
x x

sont donc les fonctions : Ae!™* = A\z. La méthode de variation de la constante suggere de chercher
une solution particuliere sous la forme : y1(x) = A(z)z.
Alors

Ainsi y; est solution si :

On trouve une primitive de 712—5 en effectuant une intégration par parties :

/7111_=’de = /U(fﬂ)vl(x) dr avec u(z) =Inx et v(x) = é
= u(@)o(a) - / o ()o(z) da

1 1
T x
- Inz 1
- T T
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L’ensemble des solutions de zy’ — y + Inz = 0 est donc donné par :

‘y(m):lnx—i—l—i—)\x, AeR.

3y 1
7. Résoluti dey ——==—+":
esolution de y o 2\/5
y(m)z—g—i—)\x%, AeR

8. Résolution de 3/ — ylnx = z* :

y(:ﬂ):mer)\(g)x, AeR.

9. Résolution de y' — 22y = (1 — 2z)e” :

y(z) =e" + )\emQ, AeR.

3
10. Résolution de y' — Y _p
x

y(r) = -2+ Az®, N eR.

11. Résolution de y' +ycosx =0 :

y(z) = Xe 5% A€ R.

12. Résolution de y' — ytanx = sin 2z :

2 A
y(x):—gcos%v—i—c , AeR

13. Résolution de 3y’ + A

sin x

1
On calcule une primitive de la fonction —— en remarquant que :
sinx

1 sin x cos’(z)
===

sin x sinz 1—-cos?zx

Ainsi on fait le changement de variable ¢t = cosz :

1 dt
_ de —
/ sing / 1—1¢2

B 1 L
- /_2(t71)+2(1+t) t

1 1+4+¢
= —Iln|——
2 t—1
1 1+ cosx
= —In{——— ).
2 1—cosx

D’ou :

1
y(z) = A /ﬂ, AeR.
1—cosx
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SOLUTION DE L’EXERCICE 6.98

1. Constantes a,b, c :

On calcule
a b c a blx —1)+ec(x+1)

4+x2+x+1+x—1 T 4ta2 2?2 —1
B a (b+c)x+(c—0)
4422 22 —1
a@@ =)+ ((b+ )z + (c—b)(a? +4)
B zt 4322 — 4
b+ +(a+c—ba*+ (b+c)r—a+4(c—b)
B zt + 322 — 4

c

Pour que f(z) = ot #‘rl + =55, il suffit donc que :

b =0
e b= —c b= —c
a+c—b=0
& a+2c=0 & qc¢=10/10=1
40b+c¢)=0
—a+8c=10 a=—2c= -2
—a+4(c—b) =10
Ainsi| f(2) = -2z — 75 + =1 |
. Primitive de f sur | —1,1] :

D’apres les formules du cours, puisque sur | —1,1[on a |+ 1| =2+ 1 et |z — 1| = 1 — x, on déduit
du calcul précédent la primitive :

F(z) = —arctan (%) — In(z + 1) + In(1 — z),

. Solutions définies sur | —1,1[ de v/ — f(x)y =0 :

On sait que ces solutions sont de la forme
y(x) = Xef'(x), avec A € R.

Soit encore
y(z) = hel—aretan(§)—In(@+1)+In(1-2))

e |y(x) = Alzze(= aman(%)), AeR.

z+1
. . . / _ 10 .
. Solutions définies sur | — 1,1[ de y' — f(2)y = — 5,2
L’équation s’écrit encore 3y’ — f(z)y = — f(«). On applique la méthode de variations de la constante
pour trouver une solution particuliere, ou on remarque directement que la fonction yo(z) = 1

convient. On en déduit les solutions de (1) :

y(x) -1+ )\ﬁe(farctan(%))’ AMeER.

. Solution y de (1) telle y(0) = 2. :
Avec le résultat précédent, on trouve y(0) = 1+ A = 2, il suffit donc de prendre .

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.99

1. Résolution de ¢y —ylnxz =0
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C’est une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre i.e. du type : y’ — a(x)y = 0.
On sait que les solutions sont de la forme y(z) = AeA(®) ot A est une primitive de a. Par intégration
par parties on obtient :

/lnfcdfc = / 1 Inz dz

=v'(z) =u(x)

1
= z Inx — T — dx
=v(z) =u(x) =v(z) =~
=u'(z)
= zlhx —=x
ez Inz—=x _ ea: In :vefaz
!/L‘Q
= e_m_
Ainsi les solutions sont :
x;c
y(@)=A—, AeR

2. Calcul de ¢'(z) — g(x)Inz :

La fonction g est le produit de la fonction ”é—j et d’une primitive de la fonction L@ Et d’apres

e
la question précédente (en prenant A = 1) on a :

Ainsi :
x x x x t
Jgd(x) = r el I(@) +1nxx—/ eft) dt
ez e e Jx tt
= f(z)+ (Inz)g(z)
Ainsi :

g(x) — g(a)lnz = f(z).]

3. Calcul de g lorsque f(z) =z"sinx :
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On a alors :
o e smt
g(z) = e—x/
= —/ el sint dt
e
T (149)t _ (1 i)t
= —/ = : dt
et J=x 2
2% 1 [t p(-i)t7t="
e 2 [ 140 1—id |, _x
4
_ ot Je! et(1—i)—e (1 +414)
er |2 21 i
e @t t=x
= — {—(sintcost)}
€ 2 t=2
= x—x%(sinfcfcos:c)
e
T
= %(Sinx—cosx)

4. Résolution de ¢ — ylnz = 2% sinzx :

d’apres les formules d’Euler

t=x

jus
4

183

La question 1 nous donne la solution de I’équation homogene associée. La question 2 nous dit que

g est un solution particuliere et la question 3 calcule g. On obtient donc pour solutions :

x

y(z) = %

x

x
(sinx — cosx) + )\e—x,

A €ER.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.104

N.B.

1. y(z) = Xe® + pe*®

2. y(x) = Ae ™ + pe?®.

3. y(x) = Acos 2z + psin 2z.

4. y(z) = e® (Acos 2z + psin 2x).
5. y(z) = e 22 (\x + p).

8. y(x) = Ae® + pe 3% — 2?2 4 2z.
9. y(x) = f%xe*m + Ae™T + ped”

2

10. y(x) = Acos2zx + psin 2z + 1$_6 cos 2z + % sin 2.

11. y(z) = €* (A cos2zx + psin2zx) + %e” sin 2.

13. y(x) = ()\Jruer 2;)

T _ §l‘€m
1 .

4
14. y(z) = Xe® + pe 3% — 22 + 22 + 562

= 29 3
15. y(x) = Ae® + pe "z — g5 €08 2z + % sin 2.
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16. y(z) = Acos3x + psin 3z + % (—5cos3x + 2sin3x)
17. Résolution de 3y" — 2y —y = 22 :
L’équation caractéristique est : 3r2 — 2r — 1 = 0. Elle admet deux racines réelles distinctes : 1 et

1 =
——. Les solutions de 1’équation homogene associée sont donc : yo(x) = Ae® + pe™ 3.
Comme le second membre est un polynéme on sait qu’il existe une solution particuliere qui est un
polynome de méme degré : yi(z) = ax? + bz + c.
Alors :
3y — 2y, —y1 = 3(2a) — 2(2ax + b) — (ax? + bx + ¢) = —az® — (4a + b)x + (6a — 2b — c).

Pour que y; soit solution il suffit donc que :

—a = 1 a = -1
4da+b = 0 & b = 4
6a—2b—c = 0 c = —14

L’ensemble des solutions de 3y” — 2y’ — y = 2% est donc donné par :

y(x) = —2® + 4z — 144+ Xe® + pe™ 3, A\peR.

4 3
18. y(z) = Xe® + pe 3% — 2% + 22 + 562” - er“’

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.105

On a affaire & une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants et avec une
exponentielle au second membre. On suit donc la méthode du cours.

— Résolution de I’équation caractéristique :

r2—(m+1)r+m=0
possede une racine évidente : 1. Le produit des racines vaut m donc l'autre racine est m. Deux cas
sont donc possibles selon que m =1 ou m # 1.
- Résolution de ’équation homogéne associée si m # 1 :

Quand les deux racines de I’équation caractéristique sont réelles et distinctes on sait que les solutions
de I’équation homogene sont les fonctions définies par :

yo(x) = Ae” + pe™”, A peR.

— Solution particuliere si m # 1 :
Comme le second membre est de la forme €™ avec 7 = 1 qui est une racine simple de I’équation
caractéristique, on sait qu’il existe une solution particuliere du type :

n (z) = aze”, a € R.
Alors :
yi(x) = axe® + ae”
yi(z) = awe® +2ae®  d’apres la formule de Leibniz

aze® + 2ae” — (m + 1)(axe® + ae®) + maxe®
ae® (x+2—(m+1)(z+1)+ mz)

= ae”(l—m)

yi (@) = (m+ Dy (2) + mya ()
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donc :

yi(x) = (m+ Dyi(2) + mys(x) =e” < a(l—m)=1

— Résolution de I’équation homogene associée si m =1 :
Quand I’équation caractéristique a une racine double on sait que les solutions de 1’équation ho-
mogene sont les fonctions définies par :

(@) = (e +p)e”,  ApeR

— Solution particuliere si m =1 :
Comme 7 = 1 est racine double de I’équation caractéristique on sait qu’il existe une solution
particuliere de la forme :

y1(z) = az’e®
Alors
yi(r) = az’e” + 2axe”
yl(x) = az’e® +4daxe® +2ae”  d’apres la formule de Leibniz

1

yi (@) = (m+ Dy (2) + mya ()

yi (x) =291 () + 1 ()
ae” (2 + 4z + 2 — 2(2” + 2z) + 2?)

x

= 2ae

donc :

1

v (z) — (m+ Dyl (@) + myi(z) =e” <= 2a=1

— Conclusion :
Sim # 1 les solutions sont les fonctions définies par :

y(z) = 1_me”+>\e”+uem”, A peR.

Sim =1 les solutions sont les fonctions définies par :

2
y(x):(%—i—)\x—l—,u) ev, A p € R

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.108
1. Fonctions f telles que f'(x) + f(—x) = €" :
Si f est une solution, en dérivant la relation, on a :
fla)+fl-2)=¢e" (1)

on déduit :
(@) = fl(—z)=e" (2).

En composant la relation (1) par —z on obtient aussi :

fll=o)+ fl@)=e"  (3).
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En additionnant les relation (2) et (3) on déduit :
ff@)+ flx)=e"+e " (4).

La relation (4) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants que 1'on sait
résoudre par la méthode du cours. Tous calculs faits on trouve :

et e "
I peR, f(x)z)\cosx—l—usinx—l—?—i— 5 (5)

Réciproquement, on vérifie parmi ces solutions quelles sont celles qui satisfont & la relation (1) ; on
a:
f(x)+ f(—x) = A+ p)cosz + (—p — \)sinz + e*.

Donc pour que les fonctions données en (5) vérifient la relation (1) il faut et il suffit que :

Vo e R, (A+ p)(cosz —sinz) =0

Comme cos — sin n’est pas la fonction nulle cela équivaut & A + p = 0 i.e. A = —pu. Les solutions
du probleme sont donc les fonctions de la forme :

e’ e "
f(:c):)\(cos:cfsinz)Jr?Jr 5 AeR
. ’ T
Fonctions f telles que f'(x) = f 5 )
En remarquant que g — (g — x) = z, une méthode analogue au n°l montre que les solutions

vérifient :
f"(x) + f(z) =0,

i.e. sont de la forme
f(z) = Acosx + psinz.

Pour ces fonctions on a : -
fx)—f (5 - x) = —2\sinz.

Ainsi les fonctions solution sont celles telles que A = 0 i.e.

‘f(:n) =psinz, p€ R.‘

. Fonctions f telles que f'(z) + f(—z) = (—2x + 2)e” :

Une méthode analogue au n°1 montre que les solutions vérifient :
F'(x) + f(z) = —22€” + (22 + 2)e~ 7.

D’ou
f(z) =Acosx + psinz + (—x + 1)e” + (x 4+ 2)e™ ", avec A\, u € R.

Parmi celles-ci seules celles vérifiant A + u = 0 conviennent d’ou :

‘f(:c) =A(cosz —sinz) + (—x + 1)e” + (x +2)e™™, A€ R.
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SOLUTION DU PROBLEME 6.112
Partie A

1. (a) La fonction g est impaire :

en effet : ( o )
e -1 e *(1l-¢€" 1—¢"
9(—2) = e +1 e w(l+er) (1+e) —9(x).
(b) Relation g(z) €] —1,1] :
On a: L D2 )
e’ — e’ +1)—
9(z) er +1 er +1 e$+1<
D’autre part, comme e” > 0 on a : —e” < e”
donc: —1—e€e"<e* -1 .
soit, en divisant par e* + 1 (qui est positif) : —1 < Zx _T_ T
Donc finalement on a a montré que ‘ —1<yg(z) <1. ‘
2. Existence de z :
On a:
e’ —1 n eV —1
9@ +9ly) _ el " evtd
Tho@ew) |, D@1
CEDICES
(e —1)(e¥ + 1)+ (e¥ —1)(e” 4+ 1)

(e +1)(e¥v +1)
@+ D+ 1)+ (e — e — 1)
(e +1)(e¥v +1)
(e —1)(e? + 1)+ (e¥ —1)(e* + 1)
(@ + D(er + 1)+ (" — 1)(ev — 1)
e’e¥ —e¥ +e¥ —14e%eY +e¥ —e" -1
e*e¥ +e¥ +ev +14e%eV —e¥ —e? 41
2(e" TV —1)
2(e*ty + 1)
= glz+y)

Ainsi un tel z existe en prenant n.b. : le second membre de la relation est bien défini
pour tout z,y car g(z)g(y) # —1 d’apres g(x), g(y) €] — 1, 1] (question 1.(b)).
3. (a) g est une bijection; calcul de ¢! :
Soit y €] — 1, 1]. Alors

() =y ‘ est équivalente & :

er—1
e”—i—liy
& " —1=y(e*+1)
S e —ye=y+1
& -y =y+1
1
& e””:er car y # 1
L—y
1
& x:ln(&),
lL—y
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1
est strictement positif puisque y €] — 1, 1[. Ainsi, pour tout y €] — 1, 1[ "équation

Y
car

g(x) = y a une et une seule solution x € R, donc g est bijective de R sur | — 1, 1], et la
réciproque de g est donnée par :

9 ' (y) =M <%) :

(b) Calcul de (¢ :
La question précédente donne immédiatement :
N/ d 1 1
= D-In(l—y)=——y+——.
(67" () dy(n(y+ ) —In(1—-y)) PSR

Soit :

1 1 2
(g )(y) y+1+1—y 1—9y2

n.b. : ne pas dériver directement g~'. Penser & décomposer g~!(y) en une différence de loga-
rithmes.

Partie B

Si f(c) =1 ou f(c) = —1 alors f est constante :
S’il existe ¢ tel que alors f(¢) = 1, pour tout ¢ réel, en prenant y = ¢ et x = ¢t — ¢ dans relation (R)
on obtient :

fl=a+ 1) _ft=0+1
L+ ft—c)f(c) 1+ flt—c)

soit f(t) = 1 pour tout t, donc f est constante égale & 1.

f(t=c)+c) =

Le cas f(c) = —1 est analogue.

(a) Relation f(z) €] —1,1]:
La relation (R) implique que :

A 2/ (3)

fay = (S 8y =2/
AR

2 2
Comme f n’est pas constante, on a f (g) qui est différent de 1 et -1, donc : }f (g)} # 1.

Ainsi : .
(-l G)) >

soit : ,
=alr (5) -1 () o
soit :
15 (3) > 2l (3)]
soit .
21 (3) -1
17 (3)
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soit
[f(@)] <1,
soit
f(z) el —-1,1].
(b) Relation f(0) =0 :

‘En prenant = y = 0 dans la relation (R) ‘ ona:

__2f(0)
soit :
FO)(1+ f(0)*) = 2/(0),
soit :

700 1) =0,
Comme f(z) # 1 et f(x) # —1, puisqu’on a supposé f non constante on déduit que m

(c) [ est impaire :

En prenant y = —x dans la relation (R) on a :

f(z) + f(=2)
1+ f(x)2

0=1(0)=

donc le numérateur est nul, soit ‘ f(=z) = —f(z). ‘

. 1+f(nz) _ ([ 1+f(z " .
3. (a) Relation 1_f(m§ = (HEm;) .

Montrons cette relation ‘ par récurrence sur n > 1 : ‘

— Pour n =1 elle est évidente.
— Si elle est vraie a I'ordre n, comme :

e+ 1)) = fna 4 0) = LD,

on a :

14 S@) + fna)
L+ f((n+ D)) 1+ f(z)f(nx)
1—f((n+1)x ~ f(z) + f(nz)
L+ f(x)f(nz)
+ f(nx) + f(x) f(nz)
f(nx) + f(z)f(nz)
+ f(nx)

~

1

1
<1+f(:£)
1— f(z)

- ()™

n
) d’apres '’hypothese de récurrence
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(b) Calcul de f(n) :

Pour x = 1 la question précédente donne :

L+ f(n) _ »
= f)
soit : 14 f(n) = a™ — a™f(n),
soit : f(n)(1+a™) =a™ —1, soit : | f(n) = %,
puisque a”™ # —1 du fait que | a # —1, | car sinon on aurait :
. 1;;8 G -(1-f1)=1+f(1)& -1=1.1

Partie C

1. (a) Relation entre f'(z), k et 1 — f(z)? :
Quand on dérive par rapport & y, alors f(x) est une constante, donc :
01

@(mJJ) = fl(m+y)a

donc, pour y =0on a: | —(z,0) = f'(z).

D’autre part on a :

ity) = flet+y) - flz)
flz) + f(y)

T e fwiw Y
_ f@)+fy) - f@)A+ f(2)f ()
L+ f(x)f(y)
_ 1— f()®
= VT
Si on dérive par rapport a y on obtient donc :
Oy = g2 d@ oy d (%)
oy "V =TT T Yy T e )
donc, pour y = 0, compte-tenu de la relation f(0) = 0, on déduit :

di / 2
gy 0 = FO)0 = f=)).

En conclusion on a : ‘ f(z) = k(1 - f(z)?). ‘

(b) Le nombre k est-il nul ? :

Si le nombre k était nul, d’apres la question précédente, on aurait donc, comme f est

définie sur R, elle serait constante, ce qui est exclu par hypothese. Ainsi
(c) Bijectivité de f :

Comme f est & valeurs dans ] — 1, 1[, d’apres la question 2.a, la relation f’(z) = k(1 — f(z)?).

indique que f’ ne s’annule pas. Alors le théoréme d’inversion globale affirme exactement ce

qui est demandé, a savoir que f est une bijection de R sur un intervalle ouvert J et que sa

réciproque f~! est dérivable elle aussi.
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2. (a) Calcul de (f~1) (y) :

La formule de dérivation d’une réciproque est :

Compte-tenu de la relation trouvée a la question précédente on a, pour tout y € J :

P ) =k = F(fH)?) = k(1 —y?),

donc

(b) Primitive de h :
La fonction h est une fraction rationnelle qui s’écrit aussi :

1 1 1 1
h = — _
(@) 1— 22 2<1+x x—l)’

1 1
donc elle admet pour primitive la fonction 2 ——- 3 In ‘ + ? . Sur Vintervalle J C]—1,1[ on
T —
1+x o , . .
a 1 < 0 donc cette primitive s’écrit plus simplement :
1 ! 1+
T —1In .
2 1—2

(c) Détermination de f~! :

On connait la dérivée de f~1; comme on est sur | intervalle | ] — 1, 1[, on peut en déduire f~*
par calcul de primitive, & une constante pres. Comme f~1(0) = 0 (puisque 0 = f(0)) on peut
calculer la constante. On obtient :

_ 1 L+y
1

=_—In(—2).
=W 2k n(1y)
n.b. on avait prouvé auparavant que k # 0.

(d) Détermination de f :
On a:

1ty

fl(y):n@%f:cln(l_y

> =g '(y) & 9(2kz) = y.

Comme { /! (y) = v & y = f(x),

e2km -1

on déduit que : | f(x) = g(2kx) = e2kr 4 1

SOLUTION DU PROBLEME 6.114

1. g est une solution de y'va2?2+1—y=0:

On dérive g :
2z o+ Vrr+l o g(x)

() = +1= = )
9@ 2V +1 Va2 +1 Vaz +1
Donc | ¢'(x)vVa? +1— g(z) = 0.
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2. Une primitive de h :
D’apres la question précédente on voit que :

_ 1 _ 9@
Va2 +1g(z)n gla)ntt

/ 1 d Injz| sin=0
xTr =
gntl 1 _ sin>1

—nxn

h(x)

Or on sait que :

Donc :

sin>1

In|va2+1+2z| sin=0
/h(m)dmz

1
7n(93+\/:v2+1)n

3. Constante a :
On calcule :
, 1 x? 1
(wf(x))+m = x2+1+\/m2+1+\/$2+1
(22 +1)+22+1
2 +1
2 +1
2+ 1
= 2va2+1

Pour avoir a ((:cf(:n))’ + ﬁ) = f(x), il suffit donc de prendre |a =

NO[—=

4. Une primitive de f :
D’apres la relation précédente, une primitive de f est donnée par :

[ 1@ds =5 (st + [ i a).

Or d’apres la question 2, pour n =0 on a :

/de:1n|\/x2+1+x|,
f(z)

[ o=

1
5. Une primitive de — :

Donc

(x\/x2+1+ln|\/x2+1+x|).

| =

On remarque que : g
I x—Varr+1
g(z) (z+ V22 +1)(z — Va2 + 1)
oz —vat+1l
22— (1+2?)
—r+vz2+1
= —z+ f(z)
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D’apres la question précédente, on connait une primitive de f, d’ou :

1 21 ——— ——

6. Résolution de I’équation différentielle :

Clest ‘une équation différentielle linéaire‘ d’ordre 1. Les solutions sont donc de la forme : y(z) =

y0($) + y1($),
ou y; est une solution particuliere de ’équation et yg décrit I’ensemble des solutions de 1’équation
sans second membre : y'vz2 + 1 —y = 0.

on sait que g est une solution de I’équation sans second membre. Comme

‘ D’apres la question 1,
on sait que toutes les solutions de ’équation sans second membre sont multiples de I'une d’elle
(non nulle) on a :

[s0(@) = Ag(x), AeR

On cherche alors une solution particuliere y; de la forme :
y1(z) = AM(z)g(z) (méthode de variation de la constante)

Alors
yi(@) Vet +1—yi(x) = N()g(z)Va? +1,

donc il suffit que
1 1

-1 —
9@V +1 (2 + Va2 +1)"
Comme n > 1, d’apres le résultat de la question 2, on peut prendre :

1

N(x) =

h(z).

Ax) = .

(@) —n(x—i-\/xQ—i—l)n
1

En résumé les solutions de I’équation différentielle y/'v/22 +1 —y = — sont :
(z+ Va2 +1) !
1
y(x) = n71+)\<x+ 932+1), AeER
—n(z+V22+1)

SOLUTION DU PROBLEME 6.115

1. Tout polynéme solution de (F) est de degré 2 :

Tout polynéme non nul s’écrit sous la forme :
P=a, X"+ - 4+a1X +ag, aveca,#0.
On fait alors le calcul suivant en n’écrivant que les termes de plus haut degré :

(X? -1)P" +2XP' — 6P
= (X*-1)(n(n—1)ap, X" 2+ ) +2X (nap, X" '+ ) =6 (@ X"+ )
= ap,((nin—1)+2n—6) X" +---
Pour que ce polynéme puisse étre nul, comme a,, # 0, il faut nécessairement que n(n—1)42n—6 = 0,

soit n24+n—6 = 0. Cette équation du second degré en n a deux solutions n = 2 ou n = —3 ; comme
n est un entier positif la seule solution est

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



194 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

2. Un polynéme P solution de (E) tel que P(0) =1:
D’apres la question précédente on cherche un polynéme P de la forme : P = aX? +bX +c.
On calcule :

(X2-1)P"+2XP —6P = (X?—1)(2a) +2X (2aX +b) —6(aX?+bX 4 ¢) = —4bX 4 (—2a — 6¢).

Donc P est solution si et seulement si —4b = 0 et —2a — 6¢ = 0 soit a = —3c et b = 0. Pour que

P(0) =1 il faut de plus que ¢ = 1. Il y a donc une seule solution : ‘ P=-3X?+1. ‘

3. F' est une solution de (£) :

On calcule le premier membre de ’équation différentielle ot on a remplacé y par F' pour vérifier
que c’est nul. Pour simplifier les calculs on remarque que :

(2% = 1)y" + 22y = ((2® — 1)y’

’ o (2 ¢ ; X ;
F'(z) = P/ )/0 E-)Pe dt 4+ P(x) x @ —1)P(2)?
/ _ / ’ L .
(> = 1)F'(z) = (22—-1)P (x)/o (12 — 1)P(t)? dt + P(x)
2 an 2 F (x _ 22— ' B 1 1 /
(@® = )F"(z) + 22F" (z) <( 1P )/0 (2 —1)P(t)? dHP(x))
2 / 1
~ @ =) % e
2 / o[ 1 Pa
+ ((30 -1P (x)) /0 (2 —1)P(t)? dt = P(EE)l
2 " 1
= (=000 [ G
2 1
= (*181’ + 6)/0 (t2 _ 1)P(t)2 dt

* 1

r 1
= 6P ————————dt = 6F(x).
@ || e = 6@
Donc F' est bien solution de I’équation différentielle.

4. AP + pF est solution de (F) :

En effet, en utilisant la| linéarité de la dérivation | et le fait que‘ I’équation différentielle est linéaire
on a :

(2% — 1) A\P(x) + pF(x))" + 22 (AP(z) + pF(x)) — 6 (AP(z) + uF(z))
= (22 = 1) (A\P"(z) + pF" (2)) + 22 (A\P'(x) + puF'(z)) — 6 (\P(z) + pF(z))
A((2z? = 1)P"(z) 4 22P'(z) — 6P(z)) + p ((2* — 1)F"(2) 4 22F'(z) — 6F (z))
= XN+ u0=0 car F et P sont des solutions de I’équation différentielle

5. Une solution y de (E) telle que y(0) =1 et y'(0)=1:
On la cherche sous la forme AP + pF'. 11 faut que

1= (AP + pF)(0) = AP(0) + pF(0) = A,
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car P(0) = 1 et F est définie au moyen d’une primitive qui s’annule en 0. De méme :
1= AP'(0) + uF'(0) = uF" (0),
car P = —6X s’annule en 0. Le calcul de F” utilisé & la question 3 permet de trouver :
1

donc ‘ y(x) = P(z) — F(x). ‘

SOLUTION DU PROBLEME 6.116

1. Condition nécessaire et suffisante pour que y soit solution de (F) :

La fonction y est solution de (F) si et seulement si :

y/// — 7y// + 5y/ _ 3y y///(t) -1 5 3 y”(t)
y' o=y el y@ = 1 00 v'()
PR Y (1) 0 10 y(t)

2. Recherche de a et b :
On a:
(1 a b)M=(—-14a 5+b -3)

La relation souhaitée s’écrit donc :

—-14+a = -3
a = —2
5+b = -3a & {

b o= 1
-3 = -3b

3. ¥ + ay’ + by est solution de I’équation différentielle 2/ = —3z :
Si y est solution de (E) d’apres la question 1, on a, pour tout ¢ :

y"(t) y' (1)
y'(t) | =M y'@)
y'(1) y()

En multipliant a gauche par le vecteur ligne ( 1 a b ) on obtient :

y"(t) y"'(t)
(1 a b))l ¢'@) |=(1 a b)M| ¥y |,
y'(t) y(t)
Soit, d’apres la question 2 :
y"(t)
' tay" +by' =-3(1 a b)| y) | =-30" +ay +by),
y(t)

Soit : | (y” + ay’ +by) = =3 (y" + ay’ +by).

‘ Réciproquement ‘ siona :

W' -2/ +y) =-30"-2/+y),
cela s’écrit aussi :

y/// _ 2y// + y/ _ _3y// + Gy’ — 3y,
soit : ¢ +y"” — 5y’ + 3y = 0, qui est I’équation (E).
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4. Résolution de y" + ay’ + by =0 :

C’est une équation différentielle linéaire du second ordre homogene a coefficients constants. Son
équation caractéristique est : 2% + ax 4+ b = 0, soit 2 — 2z +1 =0,
qui a une racine double 1. D’apres le cours les solutions sont donc :

lvo(2) = D+ p)e”, A\ pueR

Résolution de (F) :
D’apres la question 3, y” + ay’ + by est solution de I’équation 2z’ = —3z, donc il existe v € R tel
que :

‘y// _ 2y/ +y= Ve—3a:.

Ainsi y est solution d’une différentielle linéaire du second ordre a coeflicients constants avec se-
cond membre. Comme -3 n’est pas solution de ’équation caractéristique, on sait qu’une solution
particuliere est de la forme y; (z) = ae™3%. Comme

(oze_sx)// -2 (oze_?’”)/ + (ae_3x) = 16ce 3%,

il suffit de prendre @ = 5.

D’apres la question précédente qui donne les solutions de I’équation homogene associée, I’ensemble
des solutions est donc :

y(x) = Az + p)e” + %67317 A\, v €R.

SOLUTION DU PROBLEME 6.117

1. ¢(P) est de degré au plus 2 :

Si P est de degré au plus 2 alors (2X + 1)P et (X? — 1)P’ sont de degré au plus 3 et donc ¢(P)
aussi. Si on écrit P = aX? + bX + ¢, le terme de degré 3 de ¢(P) est alors donné par :

(2X)aX? — X?(2aX) = 0.

Donc en fait ¢(P) est degré au plus 2.

. Calcul de p,v :
Ona:
p v etz (p—v)
z—1 z+1 72 —1
Donc pour que, pour tout x :
2e+1-X  p U
22—-1 -1 z+1’
il suffit que :
wt+v=2
p—v=1-Xx "
soit
3— t A+1
= et v=—
=3 2
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3. Résolution de (E)) :
L’équation différentielle (E)) est linéaire du premier ordre et homogéne. On peut ’écrire aussi :
20+1— A

el

2?2 —1
20 +1-A

Pour résoudre cette équation il suffit de trouver une primitive de la fonction 71
72 —

. D’apres

la question précédente on obtient :

20 +1—A I3 v
/ﬁd:ﬂf/x_l+x+1d:vfuln|:cfl|+z/ln|z+1|7uln(17m)+yln(x+1),

car on se place sur l'intervalle | — 1, 1].
Les solutions de I’équation sont donc les fonctions suivantes :

y(z) _ aeuln(l—x)-{-uln(a;—i—l)’ a €R.

4. Valeurs de ) telles qu’on obtienne des polynomes :
Les solutions précédentes s’écrivent aussi :

‘y(x) =a(l—z)*(1+x)".

Pour obtenir des polynomes il suffit donc que i et v soient des entiers positifs ou nuls i.e. :

3—AX A+1
_— t ——— .
5 eNe > eN

Pour que cette derniere condition soit réalisée il faut que :

3—A A+1
5 >0 et 5 >0,
soit :
—-1<A<3.
Or I’énoncé impose des valeurs de A entieres; réciproquement on voit que les seuls les entiers —1, 1
et 3 conviennent. Donc finalement

lyeRIX]side{-1,1,3}.|

5. Détermination de P, P, P; :
L’équation ¢(P) = AP ou P est un polyndme s’écrit aussi :
(2X +1)P — (X? —1)P' = AP,
soit :
(2X +1-MNP—(X?*-1)P' =0.
Ainsi les solutions de cette équation sont les polynémes P qui sont solution de 1’équation

différentielle (Ey). Or & la question précédente on a trouvé des solutions polynomiales lorsque
Ae{-1,1,3} & savoir :

Alplvy all —x)*(1 4 x)”

—1[2]0] al=X)??=a(X?-2X +1)
L [1[1]al-X)1+X)=0a(l—-X?
3102 al+X)2=a(X%2+2X+1)

Comme on veut que P(0) = 1 dans chacun de ces cas on voit qu’on doit prendre o = 1. Donc
finalement : on voit qu’on peut prendre :

Pi=1-X% P =X-2X+let Py=X’12X+1]
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Solutions des exercices du chapitre 7

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.1

19. D’apres les théoremes de calcul sur les limites on a :

= 1
e + 5+

e (a2

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.5

Dans chaque question on calcule le terme général de la suite puis on en déduit sa limite grace aux
théoremes de calcul sur les limites :

1. un:%doncm
1 :
2. vn:—2+2—ndoncm
1
2
|

o —
3. Remarquer que In(w,) = v,, donc w, =e 2", donc ‘ lim(wy,) = e 2.

z 3 "
4. Remarquer que la suite de terme général — est géométrique de raison > donc x, =n (5) , d’ot
n

‘Hm(mn) = +o00. ’

5. Remarquer que la suite de terme général In(y,,) vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2. On calcule
alors son terme général par la méthode du cours; on obtient :

i = 2z (1 (3)').

Donc : |lim(y,) = 32 = ¥4,

6. On trouve que :

-1
m sim#1
Zn = m — 1
n sim=1
Donc :
! im<1
— sim
lim(z,)=¢1—m
+o00 sim>1
SOLUTION DE L’EXERCICE 7.6
On trouve :
1
1. Uy = 5 (efnw(il)n o (71)n+167(n+1)7r)'
2. Par télescopage :
80 = 3 (1= (c1yrHe-rm)
2 b

Comme 0 < e™™ < 1, d’apres le résultat sur les limites des suites géométriques on a :

1
poPe T g
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.12

Comme f’ = ¢’ on trouve finalement que :

‘f:gsur]foo,fl,[U]O,Jroo[ et f:g+7rsur]71,0[.‘
SOLUTION DE L’EXERCICE 7.18
1- :
1. lim x4/ - 0 car
r—0 T 2
T2 7(cos® & — cosx)
car 4/ - =z(l—x). 2cos?x —3cosz+ 1
B mcosz(cosx — 1)
—x ~ (cosz —1)(2cosz — 1)
2. xgrilm i +00 - T COS T
T s 2cosz —1
car ——y =e ) X X
et 22 —x ~ 22 tend vers +oo. 9. lim — i
+00 z—0gin2r 1—cosx 2
2 1 1
car - = .
3 lim :c273:c+271 sinx 1—cosz 1+ cosx
a2 x—2 . In(1+4€%)
10. 1 — =1
22 — 3z + 2 C - =
Carﬁ:l'*l. car :
In(1 + %)
1 - 7
4. lim+ In(z?) +1n T —00 x
x—0 , 1 +.§: _ hl(ex(e—x + 1))
car In(z?) + In =Inz(l + x). = .
_ Inz4In(e™® +1)
5. lirf In(z4+1)—In(z—1)=0 N x
e 1 1 In(e™® + 1)
carln(m—i—l)—ln(x—l):lnii—letitl = 1+f~
tend vers 1. 2 )
. zr—=(a+1)z+a
. Inx—1 11. EE}I 2 1— _
6. lim 5 =0 22 + a)z —a
— a—1 3
z +10rj:£1l11x ) ) :{a+1 sia# —1
car —— = —— — —5—. n’existe pas sia=—1
e e e 2 —(a+Dz+a (v—1)(z—a)
car = ]
. cosx — sinx V2 2?2+ (1-a)z—a (z+1)(z—a)
Dlim —m—— = ——
z—2% tanz — 1 2 12 1i az? + (a* + Dz +a
cosz —sinx  cosx —sinz e r—5
car = — = —cosz.
tanz — 1 sinx . . 1
— n’existe pas sia ¢ q —5,——
cos T )
=43 —-24 sia=—95
3 7(cos? z — cosx) 24 ,
. lim = _= - =
z—02cos?z — 3cosx + 1 25 sa 5

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.20

On trouve :
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L lim(u,) = 1. 2. lim(u,) = % 3. lim(u,) = % 4. lim(uy) = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.21

1. Comme, en +o0o0,ona:1=o(lnz)
on déduit que : 1+lnx+~ Inzet lnz—1 ~ Inzx

o3} “+o00
1+1
donc : T ~ 1
Inz —1 +oo
1+1
donc : | lim R =
z—+4oo Inx — 1
2. Comme :
1 ® 1 In (e® |
n(ze*) _Inz+ n(e*) _ n:chl’
T T
1 xr
ona:| lim n(me ) =1.
T ——+00 x

3. Comme, en 400, on a : Inxz = o ()
on déduit que:393721nx+~ 3zetx+Inx ~ x

(') —+oo
3z—2Inz
donc: ——— ~
z+Inx +oo
3r—2Inzx
donc : im — =
z—4o0 T +Inzx

4. On remarque que :

In(1+¢e*) In(e*(e™®+1)) Inz+n(e™+1) " In(e* + 1)
x N x N x N x '
Donc d’apres les théoremes de calcul sur les limites :
In(1+ e*
lim M - 1.
r—-+00 €T
5. Dans chaque somme il y a un terme prépondérant; ainsi :
3ze ™ +2Ina?® — 7% ~ —72°, re® +3r+2 ~ xe® et be T + e ~ Be 2.
—+oo —+oo —+oo
Donc :
(Bze™ +2Ina? — Ta3)e® —Ta3e” 7T 5 9
~ = ——xe”.
(we* + 3z + 2)(5e™* + e~*%) +oo xe® x He~* 5
) (Bze™ +2Ina? — 7a3)e®
Donc :| lim 5= = —O00.
z—-+oo (re® + 3z + 2)(be % + e7%7)
In" z Inz\"
7. On remarque que : = = .
xs xr
Comme, pour tout t > 0, en +00, on a : Inx = o (z*), on déduit que : 11111 nr_ 0
z—+oo IS

8. Comme Inz = o (z*) en 00, on a

lim = +o0.
z—+oo Inx
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Donc, d’apres les théoremes de calcul sur les limites on a :

SIn(1
i @ tre)
T—+00 Inz
T xlnr
9.0na: — = ¢
x xS
~Sir<l: onalnr<Odonc: lim =0
xr—-+00

—Sir>1: onalnr >0donc: lim r* = +oo.

Tr——+00
On a donc affaire & une forme indéterminée du type 2. Cependant on sait que : u® = o (e") en
+00. Comme u = zIn7 tend vers +o0o quand z tend vers 400 déduit que : (Inr)*z* = o (e*!"")
dou:z®*=o0 (e’”h"").
X

. T
Donc: lim — = 4.
z—+o0 8
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.22

On trouve :
L. lim In(2"+n)=+o0:
n—-+o0o
D’apres les théoremes de calcul sur les limites et le résultat :

lim 2" = 4+o0.

n—-+o0o
2. lim In(2" —n) = 400 :
n—-+o0o
En effet, quand n tend vers 400, on a
n=o0(2"),

puisque 2" = e""2 et x = 0 (¢) quand x tend vers +oco. On en déduit que :

2" —n ~ 2™,
—+o0

Comme ces deux suites tendent vers +o0o on en déduit que :

In (2" —n) o In(2") =nln2,
o0

d’ot le résultat annoncé.
3. lim Yn=1:

n—-4o0o

En effet on a :

Inn
Yn=en .
Comme lnn = o(n) quand n tend vers +oo, on en déduit que :

. Inn
lim — =0,
n—+oo N

donc, d’apres le théoreme de composition des limites :

Inn

lim en =¢’ =1.

n—-4-o0o
. 1
4. lim (lnn)» =1:
n—-4o00
En effet on a :
1 In(ln n)
(Inn)» =e =

Comme Inz = o(x) quand = tend vers 400, par changement de variable x = Inn (qui tend bien
vers +00 quand n tend vers +00), on a

In(lnn) =o(lnn) =o(n) d’aprées Inn =o0(n).

Ainsi on a :
. In(Inn
lim g =0,
n—-+4oo n
donc, d’apres le théoreme de composition des limites :
. In(ln n)
lim e » =¢e=1.
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3 n
i n° + 2
5. lim ——=0:
n—-+oo 3n
Par les mémes arguments qu’a la question 2, on a :

n® =o(2")

nd 4 2n 2n 2\
3" 40037 \3)

2 n
Hm (g) =0

Donc :

Comme

2
5‘ < 1, on en déduit que :

d’ou le résultat.
1
6. lim (a" +b")" = max(a,b) :
n—-+o0o
On distingue trois cas :
— Sia=0b, ona:

3=

(a™ +b")
Or:

tend vers 0 quand n tend vers +oo, donc :

3=

lim (a" +b")

n—-+4oo

o (o))
()

= aenn(1+(2)")

=a

max(a, b).

— Sia>b, ona:

3=

Or, d’apres 'hypothese 0 < b < a, on a :

n
lim (9> =0.
n—+oo \ a

Donc, d’apres les théoremes de calcul sur les limites :

1
lim —1In (1 + (é)
n—+oo n a

d’ou :
— Sib > a, en permutant a et b dans le cas précédent, on obtient que la limite est b.

7. lim (n2—|—n+1)% =

n—-+o00
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.23

On utilise que le résultat du cours (7.2.7, n°l.a) qui dit que si une somme commporte un terme
prépondérant, alors elle est équivalente & ce terme. Pour comparer des termes f et g (i.e. déterminer si

l'un est prépondérant sur 'autre) on calcule la limite de i Si c’est 0 alors f = o0(g); si c’est too alors
g

g =o(f). On trouve ici :

1. f(x) ol 22 In . 3. f(x) ot —/z (Inz)?.
2. f(x) ol —2. 4. f(x) ot Vvrinz.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.24

1 e
T — e’

1. Siu:%ona:xe
Si z tend vers 07, alors u tend vers +o0o, donc, comme u = o (€%) en +o0o, on a :

. 1
lim zez = +o0.
r—0+

Si x tend vers 0~ alors u tend vers —oo, donc d’apres les théoremes de calcul sur les limites :

. 1
lim ze= =0.

r—0~

Ainsi comme les limites & gauche et & droite sont distinctes, zer n'a pas de limite | quand x tend

vers 0.
3 6

x U
2. Siu=+/z,0na: = Comme u tend vers +o0o quand z tend vers oo et que, en 400 :
e e
u® = o (e%)

on déduit, d’apres le théoréemes de composition des limites, que : | lim

3. On trouve : lim zln (1’2696) =0.
r—0t

N S . T . R -
4. hn%) —e* n'existe pas car les limites a droite et a gauches sont différentes.
z—0 T

5. On trouve : lim (z — 1)~ =0.
r—1+

In(lnx

6. On trouve : lim M =
xr——+00 x€X

7. On trouve : lim Inge =

z—0t

= —0OQ.

8. Remarquons que 2% = ¢*™. Or on sait que : lim zlnz = 0.

z—0

Donc, comme e tend vers 1 quand u tend vers 0, d’apres le théoreme de composition des limites

on déduit que : | lim z® = 1.
z—0t

In(1 2
12. On trouve : lim m =
z—+oo 14z + 22

1 2In(1 2zl
14. Calcul de lim ne s n(?x)—l— T,

T—+00 T2

On a clairement Inz = o (2zlnx) et comme :

2zlnzx Inz 1 . Inx
——— =2————tend vers 0, car lim — =0,
322 In(ln x) z In(lnx) z—too T
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15.

16.

ona2zrInz =o(3z2In(Inz)). On en déduit :

Inz + 322 In(lnz) + 2zInz o 32% In(In ).
(o)

205

Donc :

Inz + 322 In(Inx) + 2z lnz 3In(Inz)

:L'% +o0 :L'% '
Comme Inu = o(u) en +0co et que lirf Inx = 400, par changement de variable on en déduit
que :
In(lnz) =o(lnz) =0 (mé) .
Inz +3z2In(Inx) + 2zxlnzx
Donc :| lim = =
xr—-+00 T2

V1 1 InPz-—1
Calcul de lim Y@l mr—mo,
z—+oo  +/lnzx (lnx + 1)3

Comme In tend vers +co en +ooona: 1 =o(Inz), d'ou :

Inz+1 ~ Inz.
+

o0
Ainsi :
vinz+1 ~ vVinz et (lnx+1)3 ~ In®z.
+00 Foo
Donc :
vVine +1 1 ¢ In®z —Inz n®z —Inz 1 1
—_— A e ~ = - .
Vinzg + (Inx +1)3 +oo In® In? z
Ainsi :
. vVine +1 . nz —Inz
lm — =1 et im — =1.
z—+o0o  /Ingx z—+oo (Inz + 1)3
. . vVine +1 n®zr —Inz
Finalement : | lim + =
xr——400 \/lnx (1nx+ 1)3

Calcul de lim (ln_x)

r——400 €T

Ona:

1
Inz\ = In(lne) Ina
_ = e x I

X

Comme Inu = o(u) en 400 et que lim Inz = 400, par changement de variable on en déduit

que : e

In(lnz) =o(Inz) =o(x).
Donc :

R

1
1 z
Donc ;| lim (E) =1.
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: tan 2z
17. Calcul de lim (tanx) :
z—ZI~
2
Ona:
sin 2z
tan2x =
cos 2x
2sinx cosx N ..
= — 5 d’apres les formules de duplication
cos? xr —sin“ x
sinx
= % en divisant le numérateur et le dénominateur par cos®z
1- cos? x
2tanz
1—tan?z
Donc :
(tan x)tal’l 2z — etan 2z In(tan )
2tan = In(tan x)

= e 1—tan2 z

Or quand u tend vers +o0o on a :

2ulnu 2Inu
1—u? +o0 w
qui tend vers 0. Comme lim tanz = +o00, on en déduit que :
=5
2tanz In(tanx
lig 2tane ltans) _,
z—T - 1 —tan“x
Donc :| lim (tanz)™ " =1.

T —
T35

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.26

1. On trouve lim 2z —1—+/422 —4x —3 =0.

xT— 400

1
2. On trouve lirf \/x2—4x+3—\/x2—3x+2=§.

_ 2 1
3. Caleul de lim —— Y& 2,
Tr— 400 x2 i x4 + 1
On a:

22—zt 41 1
22| 1—4/1+ =

v
1
1 1+x—2—1
= - -
1+E*1
Or on sait que : [v/14+u—1 No%'
u—
Comme :
1 1 1 i—0
zigloon_zHJroox‘l_ ’
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on en déduit, par changement de variable, que :

1 1 1 1
el neee @ VYITa- L ooar
Donc :
x—Vz2+1 122%
22 — /1A + 1 +oo x 222
Ainsi :
_ 2 1
lim w:m
z—+oo g2 — /ot 41

6. Calcul de lim Jj_—w :

z—2 2 —4

On essaie de se ramener a I’équivalence usuelle [/1 +u — 1 ~0 3
u—

r—+/3xr—2 r—2+2—+3x—2

x?2 —4 (x —2)(x+2)
1 2— 3z —2
= 1+
T+ 2 T —2
1 3r—2
= 1 14+2 4
T+ 2 T —2
-2
. 1 1+3(‘T4)
= 14+2
T+ 2 + T —2
Comme : 3 )
lim 2E =2 _ ¢
rx—2 4
on en déduit :
{— 1_’_3(9372) N 3(x—2)
4 z—2 8
Donc :
3(zx—2)
. 1—4/1 1 3
lim = —
r—2 9372 8
Donc

lim L VoT — 2 Wi<1+gx (Z)) :i'

z—2 2 —4

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.27

.o —1
1. Calcul de lim :
z—1 e — 1
On fait le changement de variable h =1 —x i.e. z =1+ h; alors :

z—1 h

ro—1  (14+h) -1
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Quand z tend vers, h tend vers 0, donc on a I’équivalence usuelle :

(1+h)a71f5ah,

d’ott, pour tout @ # 0 (si a =0 on a z* — 1 = 0 donc la fonction n’est pas définie), on a :

_h 1
(1+h)*—10a
Donc finalement :
r—1 1

im =
z—1 % — 1 a

Calcul de lim vz?2+x+1—(ax+D):

T——400

On fait le changement de variable u = % (qui tend vers 01). Alors :

V2 ta+1—(ax+b) = \/%+l+1—(g+b)
u u u

1
= —| N+u+tu®—(a+tbu) (n.b. : w > 0 quand z tend vers +00)
u ~——

<1+%(u+u2)+o(u+u2)—(a-i—bu)),

S

car: v1+v =143 4 o0(v) quand v tend vers 0. Or, en 0, ona:u—i—uQrgu,

Donc : o (u+ u?) =o(u).
Et par ailleurs u? = o (u),
donc :

Vai+z+1l—(ax+b) = %(1+g+o(u)—(a+bu)>

On conclut donc que :

—00 sia>1

lim Va?+azx+1—(ax+b)=q4+00 sia<l

Tr——+00 .
—b sia=1

1
2

Vr—b—+a—b )

T—a l’2 _ 0/2
On a affaire a une forme indéterminée du type %. En multipliant par la quantité conjuguée on a :

vz—b—+va—b (x—b)—(a—0) 1

2 —aq

- (z—a)(z+a) (Ve=b++va—1b) (z+a)(Vz—b++Va—1b)

donc :

Hm\/x— -va—b 1

r—a 2 — a?  dava—b
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.28

On trouve :

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.29

Posant u =x —1ona:

i/ f\/:fzf/(qul)f\/m

209

= i/l—f—u—(l—l—g—i—o(u)) car\/l—l—u:l—i—g—i—o(u) en 0

Or: % —o(u)~3%

donc : {/§ —o(u)~ (%)%,

soit finalement :

1 1 1 ].
3x7\/a_3r112_§(x71)§ i,e.)\:2_§etr:§

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.31

1. lim 222 —q, 8. 1imM=0.
x—0 X z—0 sinx
tanx
2. 1i =1. ;
P 9. 1ir% 4@&2 Q)I = %
1 1 z—0 x(x
3. qim 2EED
e=0 10. lim |sina|” = 1.
a\"™ z—
4. Hrf (1 + —) =e“. '
n—-1+:0oo n : Sin o
e 11. zliréhx 1
5. lim =a.
@=0 x2 12 1 sinax a
Dlim ————.
6. hmM:E. e—01—(1—2)b
-0 sin? 393 9 \
2 422 1 . NVr+271—-3 32
7oam AR 1y 13. lim V22T 0 22
z—too 22 —3x +1 T -0 Yr+16—-2 27

2
. xr — X
14. Calcul de lim 7\/_ :
r—1 \/E -1
On fait le changement de variable x = 1 4+ h, avec h qui tend vers O :
(1+h)?—VIth \/—(1+h)%—
Vv1i+h—-1 V1i+h-1

D’apres 1’équivalence usuelle (1 + h)" — 1 ot rh, on a donc :

(+h)? —VITh | ep3h
~+V14+hs =3V1+h
Vi+h-1 0 2

Donc :
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Autre méthode : remarquer que :

o® = Vo= ViV - 1)@+ Va+1).

15. Calcul de lim 22 (ei — ez}rl) :

r—-+00
On a:
1 1 1 11
1-2 (ea‘ — ez 1) = ;L-QQm (]_7€JL+1 JL)
1
— 71‘26% (eiw(x-*—l) — ]_)
Comme :
e*—1 ~ wet lim ————— =0,
u—0 z—too  x(x+1)
ona:
S 1 1
e e —1 o~ —— N
z—+too  z(x+1) soto0 a2
Donc :

Donc finalement :

16. lim (2 — 2)" 5 = e%. 19. lim &5 — (z— 177 = 1.
r—1 T— 00
1 23. lim (Inz — 1) In(z —e) =0,
17. lim (2302 —3x+ 1) tanmzr = —. r—e ,
i ™ car Inz — Ine i In'e(x — e) et que :
18. lim (tanz)®n2® = 1 lim+(x —e)ln(x —e) =0.
™ r—e

z—T e

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.33
On trouve que f est continue sur R — {2} mais pas en 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.35

On trouve que f est continue sur R — y compris en 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.36

1. Limites de (u,) et (v,) :
D’apres
n® +5883n+ 12 ~ n? et n?+n?+5~n® en + oo,

on a l’équivalent v,, ~ 1 donc |lim(v,,) = 1.

Comme u, = # au voisinage de +o0o, et que la convergence d’une suite ne dépend que de son

la suite (u,) converge vers 0 ‘, tout comme la suite (#)

comportement dans un voisinage,

2. Continuité de fen O et 1 :

La fonction f coincide avec x —— x sur le voisinage | — 1, 1[ de 0, donc ‘ f est continue en 0, ‘ tout

comme la fonction x —— .
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En 1, la continuité signifie que li{n f=7f(1)=1, ce qui est encore équivalent & :
li =1i = f(1).
im f = lim f = f(1)

Or sur le voisinage & gauche |0, 1[ de 1, f coincide avec © —— x qui converge vers 1 ; sur le voisinage

a droite ]1,2[ de 1, f coincide avec & — 1 qui converge vers 1; donc ‘ f est continue en 1 |

3. Convergence de (w,,) :

D’apres la question précédente, la fonction f converge vers 0 en 0 et vers 1 en
1. De plus la suite (up) converge vers 0 et la suite (v,) converge vers 1; donc

‘d’aprés le théoréme de composition des limites |, la suite (f(u,)) converge vers 0, et la suite

(f(vn)) converge vers 1; ainsi leur somme (w,) converge vers la somme des limite, i.e.

(wy,) converge vers 1. ‘

4. Equivalent de fen O :

La fonction ‘ f est équivalente & x —— x en 0 ‘ car elle coincide avec elle au voisinage de 0.

5. Equivalent de f—1len1l:

Par contre la fonction f — 1 vaut 0 a droite de 1, donc elle n’est pas équivalente a droite avec
x —— x—1 (sinon cette derniére serait nulle au voisinage de 1, ce qui est faux). Comme la fonction

f — 1 n’est pas équivalente & x — 1 en 1%, a fortiori ‘ f — 1 n’est pas equivalente a z — 1 en 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.37

Non car f ne converge pas en 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.38

1
Oui car f converge en 6. Prendre f(6) = =.
SOLUTION DU PROBLEME 7.40
1. fi vérifie la condition (F) :
En effet, six 20 on a :
h(2r) = sin 2x % £ 0
122) = — car 2x
_ 2sinzcosz
N 2z
sin x
= X COS T
x
= fi(z)cosx car fi(z) = et
x
Et si 2z = 0 alors 2z = 0 donc :
et filz) = 1
donc fi(x)cosz = 1
donc fi(2x) = fi(z)cosz

Ainsi, pour tout z € Ron a: f1(2z) = fi(z) cosz. Donc f; vérifie la condition (E).
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2. f1 est continue :

En effet ‘ f1 est continue en tout point xg # 0, ‘ d’apres les théoremes de calcul sur les fonctions

. . . sinx
continues, car au voisinage de ces points on a : f1(z) = .
T

sinx

~ 1, donc:

En zg =0on a: fi(xzg) = 1. On sait que |sinz ~ z |, donc
0 r x—0,2#0

lim  fi(xz) = f1(0).

z—0,2#£0

Ainsi ‘ f1 est continue en 0. ‘ On a donc montré que f; est continue en tout point xg réel.

T ) sin x )
m "o < €T ) ‘
) )
sin om |
X ) Sin T

2n 27 sin (2%)
T

Elle est vraie car, d’apres la relation (E) qui est vraie pour tout x, en remplagant 2 # 0 par 3
ona:

3. Si f vérifie (E), alors f(z) = f<

Montrons par récurrence sur n > 1 la relation : f(z) = f (

sin &
2sin 3

x

~ Pour n = 1 la relation signifie : f(z) = f (%)

f@) = f(5)cos3

et
T sinx s . T T
Ccos — = — d’apres sinx = 2sin — cos —
2 2sin £ 2 2

2
— Si la relation est vraie a 'ordre n, on a :
T sinx
—n) — d’apres 'hypothese de récurrence
2"/ 9n gin (2_71)

1z 1z sinx
= —_—— —_ d7 Y E

f(azn)“s(zan);nsm(£> wwres (F)
2n

f( T ) sinx
2ntl 2”+1sin( I )

2n+1

f@ = f(

. X 9 x . T
car Sin 2_” = COS W Sin W

Donc la relation est vraie a l'ordre n + 1.

4. Relation entre f, f(0) et f; :

Pour z donné, comme la suite de terme général 2™ tend vers +o0o on a :

. X
Jm o =0

Comme f est continue en 0, on a

lim f(y) = £(0).

y—0

Donc d’apres ‘ le théoreme de composition des limites : ‘

i (Z) - 0

n—-+o0o
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De plus, pour tout x # 0, on a :
. T x .
sin — ~ — car sinwu ~ u.
2N g—4oo 2N 0

Donc :

. sinx sinx
lim T = = fl (l‘),
n=F0 9n gin (—) x

2’1’7,

car z # 0. Donc :

. T sin x
Jim (27) — 7y = [(0fi@)
2™ sin (—)
2n

Or d’apres la question 3 : )

x sin x
1 (2) 2 i,
n—teo N2/ ongin (2%)

213

donc finalemement, pour tout @ # 0, on a f(z) = f(0)fi(x). De plus, comme f1(0) = 1 cette

relation reste vraie pour z = 0; elle est donc vraie pour tout réel x i.e. | f = £(0)f1.

5. Fonctions continues qui vérifient la relation (£) :

D’apres les questions 3 et 4 on a vu que toute fonction de ce type est de la forme f = \f; pour

un certain A € R. ‘Réciproquement‘ les fonctions de ce type vérifient (F), d’apres la question

1 (en multipliant par \), et sont continues, d’apres la question 2 et les théoréemes de calcul sur
les fonctions continues. On en conclut que f est continue et vérifie la relation (E) si et

seulement si elle est de la forme f=\f; (A €R).
SOLUTION DE L’EXERCICE 7.42

1. Prolongement par continuité de f en O :
Il est connu que :

lim wlnu =0.
u—0t

Pour v = —z, d’apres le théoreme de composition des limites, on déduit :
lim —zln(—z) =0,
x—0~

d’ou :

lim f(z)=-1.

r—0~

Par ailleurs il est clair que

2

—-0-1
g P01
z—0t 0+1

Ainsi f se prolonge par continunité en 0 & condition de prendre | f(0) = —1.
2. Régularité de f et dérivée de f sur R* :

Les expressions de f sur R% et R* obetnues par somme, produit, quotient et/ou composée de

fonctions de classe C*° montrent clairement que f est C°. On calcule alors :

(x+1)(2z—1)— (22 -2 —1)

fl(x) = (1,+1)2
22+ 2z |
= m six > 0.
f(x) = 2zIn(—x) +:L'2(71)_LI

= z(2In(—z)+1)siz <0.
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3. Dérivabilité du prolongement de f en O :

Par définition de la dérivabilité, le prolongement de f est dérivable en 0 si et seulement si le taux

de variations w converge quand z tend vers 0. De plus cette convergence est équivalente a

la convergence & droite et & gauche (i.e. quand x tend vers 07 et 07) avec égalité des deux limites.
z?—z—1

x+1

Pour x > 0, comme la fraction rationelle x —— est définie en 0, le taux de variations tend

vers la dérivée, on a donc :

flx)—f(0) 0*42x0

lim = = =0.
i -0 0+1)2
Pour z < 0Oon a
f(x)_f( ):1'11'1(71'),
rx—0

qui tend vers 0 quand x tend vers 0.
En conclusion le prolongement f est effectivement dérivable 0 de dérivée

£/(0) = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.43

1. et 2. La fonction f est dérivable en tout point x € R. :
Car le taux de variation vaut :

L fa+ )= LD ZIO oy 2L gy ),

Comme f est dérivable en 0, quand h tend vers 0 on a :
lim T, = f
lim Tof () = f/(0),

donc :
lim T f(z + h) = f(2)/'(0).

Donc f est dérivable en z et | f/(x) = af(x).

3. Détermination de f :
D’apres la question précédente f est solution de 1’équation différentielle v’ = ay. Donc :

INER, Vz €R, flz)=Ae™.

Alors, on a :
f(f + y) = )\ea(ery) et f(x)f(y) = \e®* \eW = )\2611(93+y).

Donc il faut que A2 = ), soit A = 1 ou A = 0. Ainsi les fonctions possibles sont :

[f()=00u f(z) =™, ack

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.44

En raisonnant de maniere analogue a ’exercice 7.43 on trouve que f est dérivable en tout point et :
f'(@) = f(0),

Donc les solutions sont :

‘f(:c):a:c, aGR.‘
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.45

En raisonnant de maniere analogue a ’exercice 7.43 on trouve que f est dérivable en tout point et :

f'@) = f0)(1 — f(z)?).
Puis voir le probleme 6.112.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.47

1 3
Il faut prendre a = 1 et b= 1

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.48

1. Ensemble de définition de f :
Pour que le dénominateur 1 — e~ soit non nul, il faut et il suffit que # # 0. Ainsi
|dom f =R — {0} |

2. f est de classe C™ sur R— {0} :

La fonction f est de classe C* d’apres les théorémes de calcul sur les fonctions de classe C*°.

3. Prolongement par continuité sur R :
En effet, en =0, on a :
e*=14u+o(u).

soit, pour u = —2x :
l—e 2 =224 o0(x) ~ 2.
d’ou )
r‘e™™ x
= 0 =—e "
fwy=e =0t —=2e,

et donc liénf =0, donc f se prolonge par continuité en 0 par | f(0) = 0.
4. Dérivabilité de f en O :

D’apres équivalent précédent on a :

O

xr—0 = 1l—e22® 9

Ainsi le prolongement de f en 0 est dérivable et on a| f'(0) = % . Pour = # 0 on calcule la dérivée

de f, pour voir si elle tend bien vers % en 0 :

d 1 d 1
/ _ Y2 —xy_ - 2 —xz > (-
flx) = da?(xe )1—6_2$+x6 dx <1—e_2$)
2z — 2%)e @ B 2726737
1 —e 2z (1 _ 6—23;)2

2z

Comme 1 — e *" ~ 2z, en 0, on a :

Qr — 2\ ,—x
()3
—e
qui tend donc vers 1 en 0, et :
21,267393 Nl e
(I1—e22)2 2
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qui tend donc vers % Ainsi

1
lim /' = 3 = f'(0).

Donc | la fonction f est de classe C! sur R. ‘

Autre méthode :
Comme :

lim f'(x) = 1,

z—0, zF£0 2

et que le prolongement de f est continue sur R, le |thé0réme sur la limite de la dérivée| donne

1
directement que f est de classe C' sur R et que f'(0) = 3

SOLUTION DU PROBLEME 7.54

1.

Relation fop=po f:

D’apres
on a :

I’associativité de la composition ‘ (et non pas la commutativité qui est fausse en générale)

fop=fo(fof)=(fof)of=wpof
Relation f'op = f":
La relation précédente se dérive en :
' x flop=f x¢of.

1
Comme ¢'(z) = 3 cela s’écrit encore :

1, L1
—flop=f"x=.
5l oe=1 x5
D’ou le résultat annoncé en multipliant par 2.

Convergence de la suite (u,) :
C’est une suite arithmético-géométrique; le calcul de son terme général donne :

up =64 (6 —x) (%)n

Donc : | lim(u,) = 6.

Relation f'(z) = f/(6) :
En utilisant la question 2 et la définition de (u,,) par récurrence, une récurrence évidente montre
que :

Vn 20, f'(un) = f'(uo)

Comme [ est de classe C! il s’ensuit que f est continue. Donc d’apres le résultat de la question 3.
on a:

lim fl(un) = fl(6)'

n—-+00
Donc : f/(z) = f'(ug) = f'(6).
Fonctions f de classe C' telles que fo f = :

D’apres les questions précédentes ces fonctions vérifient f'(x) = f/(6), en particulier f’ est
constante. Comme f est définie sur ’intervalle R on en déduit que f est de la forme :

f(x) =ax+b.
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Réciproquement si f est de ce type, on a :

(f o f)(z) = a(ax +b) + b = a’z + (a + 1)b.

217

Ainsi, pour que fof = ¢, comme deux polynémes sont égaux si et seulement s’ils mémes coefficients,
il faut et il suffit que :

soit :

a = a = —

S
=
=Sl

(a+1)b =3 (a+1)b

e (L w2y (1 e
’ V2 1+ve )\ Ve Ve )

Ainsi f est une des deux fonctions suivantes :

_ @, 32 _T 32
0= ™ O G T

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.59

1. Calcul de P17P27P37P4,P5 :

P = X

P = (1+X)P=X2+1

P, = (1+XH(1+ X% =2X3 42X

Py = (1+X*)(6X*+2)=6X"+8X?+2

Py = (1+X?)(24X3 +16X) =24X° +40X3 4+ 16X

Py = (1+X?)(120X* 4+ 120X? +16) = 120X° 4 240X* + 136 X2 +

2. Relation tan(")(x) = P,(tan(x)) :

Montrons sur n > 1 que tan(™ (z) = P, (tan(x))

— Casn=1 :on a bien :

- (n)

)
3. Développement limité de tan a I’ordre 5 en O :

Pi(tan(z)) = 1 + tan?(z) = tan’(z) = tan™® ().

= (n+1) : si on suppose que tan™ (z) = P, (tan(x)) alors :

tan" Y (z) = (tan(”)) (x)
= (Pyotan)) (2)
— tan (@) P
= (1 +tan®(z

= P,yi(tan(z

tan(z))

)P, (tan())
)

La formule de Taylor-Young a l'ordre 5 en 0 donne :

tan(z) = tan(0) + tan’(0)x +

tan®(0) , tan®(0) 5 tan®(0) , tan®(0)
s T YT YT
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Or d’apres la question précédente, on a :
tan™ (0) = P,,(0).
La premiere question donne :
Py(0) =0, P (0) =1, P,(0) =0, P5(0) = 2, P4(0) = 0, P5(0) = 16,
d’ou le développement :

2 16
tan(z) = x + 5933 + Ezs + o0 ().

soit | tan(z) = z + 2% + Z2° + 0 (2°).

4. Développement limité de tan a ’ordre 6 en O :

Comme la fonction tangente est impaire son développement limité d’ordre 6 ne comporte pas de
terme de degré pair donc :

1 2
tan(z) = = + §x3 + Ezs + o0 (29).

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.69

1. Développement limité de tan a ’ordre 3 en O :
On peut utiliser la méthode de I'exercice 7.59 ce qui revient aussi & écrire que :

tan’ = 1+ tan®
tan” = 2tantan’ = 2tan+2tan®
tan” = 2tan’ +6tan’ tan® = 2 + 8 tan® +6 tan?

Donc en appliquant la | formule de Taylor-Young ‘ pour tan, a 'ordre 3 en 0, on obtient :

23
tan:c::ch?Jro(:c:g).

Autre méthode : Le développement limite de tan peut aussi s’obtenir a partir de la relation :

1
t =sine X ———,
ang =sinz X (cosz— 1)

par composée puis produit & partir des développements connus en 0 de : sinx,cosx — 1 et TTa
U

2. Développement limité de arctan a ’ordre 3 en O :
On procede de méme :

1

arctan’(z) = 22

T

2

arctan” (r) = —ﬁ
8z (1 ) —2(1 2)2
arctan”l(fc) = i +2E1)+ 2)(4+93)
x

Donc :
arctan(0) = 0, arctan’(0) = 1, arctan”(0) = 0, arctan”(0) = —2.
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ur arctan on obtient :

23
arctanr = — E +o0 (x3) .
Autre méthode : ce développement peut aussi s’obtenir par primitive d’un développement limité
puisque :
! 1 + 0 (u)
=1—u+o(u),
14+u
d’ou : .
arctan’ z = =1-—2%+0(z?).
1+ 22 (+%)
3. Equivalents en 0 de arctanz —sinz et tanx — arctan z :
T
Comme : sinx = x — 5 +o0 (xs) , on déduit de la question précédente que :
23
arctanz —sinz = % +o0 (x3) ,
donc :
23
arctanx —sinx ~ ——
x—0 6
De méme on déduit de la question précédente :
x8 )
tanx — arctanx = 5 +o0 (:L'S) .
Donc :
223
tanx — arctanx ~ —.
x—0 3
4. Calcul de limite :
D’apres la question précédente on a :
3
arctanx — sinx 6 1
tanz — arctanx =—0 2% 4’
3
donc :
. arctanx —sinx 1
lim —mM8M8M = ——.
z—0 tanx — arctanx 4
SOLUTION DE L’EXERCICE 7.71
1. Développements limités a ’ordre 4 en 0 de f et g :

On sait que le développement limité de /1 + x & 'ordre 2 en 0 vaut :

2

\/1+m:1+§f:ﬂ—+o

8

En multipliant par 2?2

(%) -

on obtient un développement limité a ’ordre 4 :

3

f(x)sz\/l—l—_x:xQ—i—%—

74

§+O

(a%).
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De méme, on sait que le développement limité de exp a l'ordre 3 en 0 vaut :
2 3

. T
e :1+x+?+g+o(:c3).

En retranchant 1 puis en multipliant par x on obtient le développement limité a 1’ordre 4 suivant :

3 4

g(m):x(exfl):x2+%+g+o(:c4).

Calcul de limite :
Les calculs précédents impliquent que :

-
g(x) — f(z) = <% + %) z* +o (24) ~ 72—4

Par ailleurs on sait que, au voisinage de O : In(1+x) ~ x,
dott : (In(1+2))* ~ 2,
d’otr : g(z)—f(z) 7

(In(1+z)* ™ 24-
On déduit donc que :

9@ = f@) T
220 (In(1 + z))*

247

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.72

1.

er —cosx 1

(r —sinz)? 2
=0 (1 —cosx)3 9

Limite en 0 de w :

Comme on a affaire a une forme indéterminée, on effectue un développement limité d’ordre 2 :

x? x?
v = 1+x+?+0(x2) et ln(l—i—x):x—?—i—o(ﬁ),
dott: e® —1—1In(1 + z) = 2? + o (2?) AOJ:CQ.
Ainsi w 1
—1—-In(1
Donc finalement : | lim ¢ 211( +2) =1.
x—0 xX
Limite de h en % :
La formule de Taylor-Young & l'ordre 1 en § donne les développements limités suivants :
. inT +cos ™ ( 7r) n ( 7r)
sinx = sin—+4cos—=(x—=)+olx——=
6 6 6 6
1 \/§ T T
= 5+ 5 (g)ele-5)
d
cos2r = cos (2%) — 2sin (2%) (:L' - E) +o (:c — %) d’apres %(cos 2x) = —2sin2zx

5~ V3(e-5)+o(e-5)
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Ainsi 1
2sing —1 = 2(sinz — 5) ~ \/?Z(x - %)
1 T
1—2cos2x = 2(5 —cos2z) ~ 2V/3 ($ - E) ,
d’olt

1
Ainsi |limh = =.
z 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.74

. x? 5t 5
1. cos(sinz) =1 — 5 + or + o0 (z°).
6. = e =e+ex+ex2—|—o(x2).
e s 1
8. Développement limité d’ordre 2 en 0 de f(z) = :
cos T

On compose les deux développements limités suivants :

L _ 2 2
u—l U+ u —|—o(u)7

soit :

) ol )

D’ou finalement :

1 2 9
1+—+o(:£)
CoS T
9 ;:1f:c+m3f:£4+o(:c4)
T l4ax+a? '
e el 1 1
12. Développement limité d’ordre 2 en 0 de f(z) = — — — :
Xz S1In T
On sait que :
23
sinx:x—g—i—o(x‘l).
Donc :
1 1 1 1
; - 3 - 2 ’
i — — +o(z) v 1——+o(x?)
donc :
1 1
f(x):_ 1- 2
x
1——+o(x?)
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Or par composition avec le développement limité suivant :

L:1—u—l—uQ—u?’—i—o(u3),

14w
ona:
1 2 22 2 2\ 3
= = (5)+(F) - (F) @
1——+o(x?)
6
2
= 1+—+0($3)
Donc :
1 2
1—- 5 =—%+O($3),
1——+o(a?)
donc :
f(x):—%—i—o(xQ)

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.76

2. Développement limité d’ordre 2 en 0 de f(z) =¢ =

Quand z tend vers O on a :

1 1 r 3
1+x:(1+x) 2:1—§+§x2+0(3&2).

Comme cette fonction tend vers 1, pour composer les développements limités on a besoin d’'un
développement d’ordre 2 de exp en 1 soit, quand h tend vers O :

h2
el+h=eeh:e+eh+e—+o(h2).

2
x 3 5 9
Doncenprennant:h:f§+§z +o(:£ ) on a :
flx) = e+e 7£+§932 3 7£+§932 2+o(992)
B 2 8 2\ 2 8
exr e o 9
= ef7+§:c ++o(:c)

Soit finalement :

1 er e o 9
em—e—7+§x —l——i—o(x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.77

1. Prolongement par continuité de f en 1 :
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On fait le changement de variable u = 2 — 1 (qui tend vers 0). Alors :

f(=)

Donc, comme

on déduit que :

xIn(z)
2 -1
(I4+u)In(l +u)

(u+1)2-1
(I4+u)In(l +w)

u? + 2u

% car In(1 + u) yu
1+u
U+ 2

1+u 1
im =,
u~>0’u+2 2

lim f(z) = %

x—1

Donc | f se prolonge par continuité en 1 par f(1) =

1
3

2. Dérivabilité du prolongement :

La fonction f prolongée en 1 est clairement dérivable sur |0, 1{U]1, +oo[ d’apres les théoremes de
calcul sur les fonctions dérivables. Il reste a examiner la dérivabilité en 1. Pour tout z # 1 on a :

flz) = f(1)

rz—1

z In(z) 1
r2—1 2
rz—1
(1+u%1n(1+u) 1
SR & T —) avecu =2 — 1
U
2
(14 u)In(l +u) — (% +u)
u(u? + 2u)

On exprime le taux de variation a l'aide de développements limités a l'ordre 2 :

(14+u)In(1+u) —

In(l+w) = uf?Jro(uQ)
I+whn(l4+u) = u+%2+o(u2)
u2
5 +u = o(u2)
fl@)—f) _ _o(w?)
x—1 u(u? — 2u)
_ o)
U — 2

D’apres les théoremes de calcul sur les limites on a :

Donc le taux de variation de f en 1 converge vers 0 i.e. ‘ f est dérivable en 1 et f'(1) = 0. ’

tim 2 —0,

=0y —2
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.79

1 -1 1
1. 1im—1n(e ): —.
z—0 X 2

2 1
2. lim 22 <1n(1 +2%) — 3 In(2z + :c3)) =3

Tr——+00

3. Limite de g en O :
On a les développements limités suivants (en 0) :

sinx

9 2
sin“x = «x

2 4
x x 4
= 1—— —_—

CcOS T 2+24—|—0(x

x? x?
1—cosx = ?(1—5—1—0( ))

2 1

T _
9(z) sin2z 1—coszx

)
1- 2 +o(x )dam%<1+m =1+ 2u+o(u)
)

2(1 — cosx) —sin®

sin? z(1 — cos z)

((1—a+o ’)

22(1-2 +0(22) % (1- % +o(a?))
w4(—%+ o(1)
22 (1+0(1) & (1+0(1))
ito(l)

3+0(1)

)- (1= 50()
)

Donc hgng =3

Autre méthode :

On remarque que

sin?(z) = 1 — cos?(z) = (1 — cos(x))(1 + cos(x)),

dou 2 1 B 2 — (14 cos(x)) B 1
9(x) = sinfz  1—cosz (1 —cos(z))(1+cos(z)) 1+ cos(z)’

i 1
qui tend vers 5 en 0.

In(1+sinz) —sinx

4. Limite en 0 de ,
1 — cos(sin z)

D’apres les développements limités usuels, au voisinage de 0, & 'ordre 2 de In(1+u) et cosw on a :
2 2

u u
In(1 + u) —u o~ -5 etl—cosu ~ —
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11.

o o In(l+wu)—u

Doun: ——m——— ~ —3 = —1.
1—cosu 0 %
In(1 —

Ainsi lim 2OFW —w

u—0 1 —cosu

Comme lim,_,qgsinx = 0, d’apres le ‘théoréme de composition des limites |, on obtient :

lim In(1+ Sinx)-f sinz .
z—0 1 — cos(sinz)

. Convergence de (u,) :

On écrit

a _an? 2 WeeT
(en —e n) n®In %
_— = e n

2n

Quand n tend vers +00, on sait que & tend vers 0. Par ailleurs en 0 on a :

2 3
e’ = 1+x+%+%+0(x3)
_ 2?2 23 3
et = 1—x+?—€+o(x)
3
" —e " = 22+ —+o(z?)
e — e IQ 9
2z B 1+E+O(x)
e — e~ $2 5
n(5) - T,
d’apres In(1 + u) = u 4o (u) . Ainsi, pour z = % on a :
uy, = " (GEre(32)) Z 5o

a2

d’ou |lim(u,) =e's.

Limite de (u,) :
On a

a . a
Uy = €XP (nln (cos— +ysm—)).
n n

Or, & tend vers 0 quand n tend vers +oo, donc :

a 1 /a\2 1\2
cos— = 17—(—) +o|—
n 2 \n n

. a a (1)
sin— = —+4of—
n n n
a . a ya <1> 1 /7a\2 1\?
cos—+ysin— = 1+=—-+o|— f—(—) +o|—
n n n n 2 \n n
1
e
n n
1
1n(cosg—|—ysing) = %—FO(—) d’aprés In(1+u) = u+ o (u)
n n n n
nln(cosg—l—ysing) = gya+o(1)
n n
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Ainsion a :

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.80

Faire le dévelopement limité & I’ordre 4 de f en 0 et reconnaitre f(4)(0) dans ce développement grace
A la formule de Taylor, plutot que le calcul de f*) qui donne :

. a . a
lim nln (cos — 4 ysin —) = ya.
n n

n—oo

cos(z)  4sin(z) (1 +2x) 12cos(z)  12cos(z) (1 +2 r)?  24sin(x) (1 +2x)3

(4) -
Fo@) 1+z+2? (14 x4+ 22)? (1424 22)? 14+ x4 22)3 (1424 22)4
_ 48sin(z) (1 +2x)  T2cos(z) (1 + 217)? 24 cos(x) 24 cos(x) (1 +2z)*
14z +22)3 14z +a22)4 (142 +22)3 (142 +22)5

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.82

Calcul de «o, 3.
On effectue un développement limité de f en O :

1
1+ﬁx2 _ 176x2+521,47631,6+0(1,7)
r(1+ax)? = z+2az®+ %3
(1 + ax)?
(1_’_7&2) = (24202 +a?2®)(1 — B2 + f2* — B2 + o (27))
= LL‘+20¢:L’2+(OA275)1’3720&51’4+(7a2+ﬂ)ﬂl'5+204521‘6+(a275)52:L'7+0(1‘7)
1 1
sin(z) = xfgx3+m:c57mx7+o(:c7)
1 1
f@) = —2a2+(-a®+ - 2)a’ +2af2" + (55 — (—a® + ) f)2° —2a 52"

Hogoo T (o +8) %) 2" + o0 (27)

5040
Pour que f soit un o (™) avec n le plus grand possible il faut donc que

1
04:0,7042+576:0

soit azOeth% ; alors f(z) = (1—§0 — ;—6)x5+0(x5), soit frv—%ox?
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Solutions des exercices du chapitre 8

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.1

1. Etudier séparément les cas a < bet a > b.

2. On trouve :

a+b—la—Db

min(a,b) = 5

Comme min(a, b, ¢) = min(a, min(b, ¢)) on trouve :

min(a, b, ¢) = & min(b, ¢) - la — min(b, ¢)|

)

2a+b+c—|b—c —|2a—b—c+|b—¢||).

b+c—|b—¢| b+c—|b—¢|
(a—i— 5 a 3

1
2
1
4

3. Utiliser les questions précédente en remarquant que :

f(a,b,¢) = min(max(a, b), max(b, ¢), max(a, c)).

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.3

Rappelons que :
— Pour encadrer une fonction f il suffit de majorer |f|.
— Pour majorer un quotient de deux nombres positifs il suffit de majorer le numérateur et de minorer

le dénominateur par un minorant non nul, i.e. :

0<DO<D(:C)};‘ S Dy

Sachant que les fonctions puissance sont croissantes on trouve par exemple :

L@l < e | -2 < f@) < 2

w

2. Comme 1+ z + 22 > = pour tout x, on a :

W~

2
25 +/V22 141

] w

3. |f(2)] < Lie |-1< f(a) < 1|

SOLUTION DE L’EXERCICE &.4

Prendre :
A= mina,b]i -1,
g

qui existe et est non nul d’apres le théoreme de Weierstrass.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 8.5

1. f est croissante comme somme de fonctions croissantes.
2. f est décroissante comme inverse d’une fonction croissante positive.

3. f est croissante comme quotient d’une fonction croissante par une fonction décroissante toutes les
deux positives.

1 . P . .
4. Comme 7 + \/5 > 0, f est croissante, comme composée de fonctions croissantes :

1 5
T4 /T X°
R, R, R.

5. Comme 2% + 722 +3 > 3 et que la fonction x +— 22 — 6z + 5 est croissante sur [3,+oo|, f est
croissante, comme composée de fonctions croissantes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.6

1. Variations de f définie par f(z)=z+ vz —1:
La fonction f est définie sur Df = [1, +00[ et croissante, comme somme de fonctions croissantes.
2. Variations de f définie par f(z) =zvzx —1:
La fonction f est définie sur Df = [1,4o00[ et croissante, comme produit de fonctions croissantes
positives.

3. Variations de f définie par f(z) = 2? — 32+ 2 :

D’apres le cours on sait que :

SJ[ov|

+00

f(@) ~ |

4. Variations de f définie par f(z) =2* — 322 +2:

On remarque que f est la fonction précédente composée avec la fonction x — 22 ; il suffit donc de

placer 22 par rapport & 3 pour connaitre le sens de variations :

3

X —00 *\/;
3

x? I S~
f(z) ~~ 7

0 % +o00
0

3
.

A

I fe s —2r+1
5. Variations de f définie par f(z) = S,
-z
Comme : o465 .
20+ 6—
fla) = 3—x :273—$’
d’apres le cours on sait que :
r | —00 3 +00
/) Il N
o - —22% 41
6. Variations de f définie par f(z) = 52
-z
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On remarque que f est la fonction précédente composée avec la fonction x — 2 ; il suffit donc de
placer 22 par rapport & 3 pour connaitre le sens de variation :

T —00 —V3

\/§ +00

f(x) —

7. Variations de f définie par f(z) =2%— |z — 1| :
On a:

x —00 -
22 — |z —1] 2 —x+1

2 —z+1 \ /
224z —1 ~

8. Variations de f définie par f(z) = |2* — 1] :

T —00 -1 0 1 +00
|22 — 1] 22 —-1 | 1—2? | 22-1

22— 1 \ /
f(z) T~

9. Variations de f définie par f(z) =

7
b
V0T +1]

z —00 -1 400
f(x) \/% ;cl-i-l
/@) Sl
10. Variations de f définie par f(z) = /|z(x — 2)]
z —00 0 1 2 400
|x(z — 2)| 2’ -2z | 27 — 2? | 22— 22

11. Variations de f définie par f(z) = /|— ' :
r+1
x —00 -1 0 +o00

A 7 _—
7
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SOLUTION DE L’EXERCICE 8.8

1. Variations de f définie par f(z) = 2% — 6|z| + 5 :

La fonction est définie sur R et paire. Il suffit donc de I’étudier sur R} ot on a :

f(z) = 2% — 62 +5.

D’ou :
x | —00 -3 0 3 +00
s PP —3|x| + 2
2. Variations de f définie par f(z) = 3|+7||| :
T
La fonction est définie sur R et paire. Il suffit donc de I’étudier sur Ry olion a :
-3z + 2 11
=——=-3
fla) = ——— te o
qui est décroissante. D’ou :
T —00 0 -+00

f(z) 7 ~~
3. Variations de f définie par f(r) = /2% —2|z| :

La fonction est définie sur | — 0o, —2]U[2, +00[U {0} et paire. Il suffit donc de ’étudier sur [2, +o00]

ouona:
f(@) = Va7 — 2,

qui est croissante (puisque  +— 2 — 22 croit sur [1, +oc[). D’ou :

x —00 -2 0 2 +00

f(@) N 0 7

SOLUTION DU PROBLEME 8.12

1. La restriction de f a [a;,a;;1] est affine :
Pour z € [a;,aj41] on a:
ap < <a; KT K <0< ap,

d’out

Ainsi

k=0 k=j+1
G+)—(n—5) 1| .
= rT+ -1 —
- ol et X
k=0 k=j+1

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 231

Ainsi f est bien affine de la forme f(z) = oz + 35 ...

2. Calcul de ¢; :
G+1)—(n—j) _2j+1-n
n B n '

... avec [ =

3. Sens des variations de f sur [—1,1]. :
D’apres la question 1, le sens de variation de f est donné sur I'intervalle [a;, a;j11] par le signe de
o, c’est-a-dire, d’apres la question 2, par celui de (2§ + 1) — n. Deux cas se présentent donc :
— si n est pair (n = 2p) : alors on a le tableau de variations suivant :

J 10 p p+1 n
5 S T
z | —1 ap api1 1

— si n est impair (n = 2p+ 1) : alors on a le tableau de variations suivant :

J 0 p p+1 n
Otj — | 0 | +
rz | —1 ap Gp+1 1

F ™~ - 7
4. Valeur de z ou f est minimale sur [—1,1] :

D’apres la question précédente, on voit que :

— si n est pair (n = 2p) : f atteint son minimum en z = ap;

— sin est impair (n =2p+ 1) : f atteint son minimum en toute valeur x € [ap, apt1].

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.13

1
1. La suite (uy) décroit comme la fonction x +— — sur RY.
x

2. La suite (uy,) décroit comme la fonction z — sur RY .

z(x+1)
1

3. La suit décroit la foncti —
a suite (uy) décroit comme la fonction x — Y y—

sur R .
4. Comme la suite est a termes positifs et que :

Un+1_l i =2 sin=1
<1 sin>2

Up, n  n2

La suite (u,) n’est pas monotone ; par contre elle est décroissante a partir de n = 2.
5. La suite (u,) est croissante car, pour tout n, on a : up41 — up = 2(1 4+ (=1)") > 0.

6. La suite (u,) est croissante car, pour tout n, on a : Up41 — Uy = M > 0.
n(n+1)
7. La suite (uy) est décroissante car, pour tout n, on a : u — Uy = & < 0.
’ ) n+1 n on+1 =
8. La suite (u,) est croissante car, pour tout n, on a :
1 1 1 1 1 1 1
fnt Tl = <n+2+n+2 ot 2n+12n+2> - <n+1 +n+2+"'+%>
= ! + L 1 (télescopage)
2n+1 2n+2 n+1
S —"—)

2(n+1)(2n+1)
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SOLUTION DE L’EXERCICE 8.15

Voir le corrigé de I'exercice 8.76.

SOLUTION DE L’EXERCICE &.19

8.

10.

19.

Etude des variations de la fonction f définie par f(z) =In|Inz] :
La fonction f est définie et dérivable quand x > 0 et Inx # 0 soit :

Df =)0, 1[U]1, +oo].

Sachant que, pour tout y € R* on a :

dinly[ 1

Cdy Y
on déduit que :

1
f'w) = rzlnz’
D'ou :
z 0 1 400
f'(x) - +

f(x) ~~ 7

N.B. :1il est aussi possible d’obtenir ce résultat grace aux théoremes de calcul sur les fonctions
monotones.

Etude des variations de la fonction f définie par f(z) = —2> + 2 +6lnz :
La fonction f est définie et dérivable sur Df = R* . Et on a alors :

— 942 — 9 —
f’(m):f2x+1+§: 2z +:c+6:(:£ 2)(—2x 3)'
x

T T

D’ou :

7@ T -
f@ | 7 T~

Etude des variations de la fonction f définie par f(z) =z +In(2 — ¢*) :
La fonction f est définie et dérivable en tout point x tel que e” < 2 soit sur :

Df =] — o0, In2].
Et on a alors :
—e* 2 —2e”
/ =1 = .
(@) + 2—e" 2—e”
D’ou :
T —0 0 In2
f'(z) + -

f(z) 7 .

N.B. : il est aussi possible d’obtenir ce résultat grace aux théoremes de calcul sur les fonctions
monotones si on remarque que :

J(@) =In(e" (2 e7)).
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. 322 —4
20. Etude des variations de la fonction f définie par f(x) = = ;)Q(x ) :

La fonction f est définie et dérivable sur :
Df=R-{-1,2}.
Et on a alors :

6z(z —2)*(x +1) — (322 — 4) (2(z — 2)(z + 1) + (z — 2)?)

fx) = (z—2)3(z + 1)
bz —2)(x4+1)— (B2 —4) (2 + 1) + (z — 2))
B (= 2w+ 1)2
_ 6z(z% —x —2) — (322 — 4) (3x)
(x —2)3(x+1)2
3z (2(2? —x — 2) — (32% — 1))
- (z —2)3(z +1)?
~ 3z(—a2? — 22)
BCECESE
B —32%(z +2)
 (z =23z +1)?
D’ou :
T —00 -2 -1 0 2 -+00
f'(z) - + + + -

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.21

1. Etudier la fonction définie par f(z) = Inz — z + 1.
2. D’apres la question 1, on a :
In Tk < Tk _ 1,
a a

qui donne :

1
Inzg <lna- (zr —a).
a

Ensuite on somme ces inégalités pour £ = 1 a k = n; on obtient, apres simplifications :

T1+ X2+ + T

In(z122---z,) <1n
n
Inx . . . 7 . 7 7
Comme {/z =e = et que la fonction exponentielle est croissante on en déduit le résultat annoncé.

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.31

1. La surface latérale S; de la boite de conserve est un rectangle de hauteur h et de longueur ¢ égale
au périmetre du cercle sur lequel s’appuie cette surface i.e. £ = 27r, donc :

S, = 27rh.
Le fond et le couvercle de la boite sont de disques de rayon r chacun de surface

SQ = 53 = 7T7’2.

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



234 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

La surface totale de la boite de conserve est donc une fonction des deux variables r et h donnée
par :

S = Sy + S5 + S5 = 2mr® + 277,

Comme le volume |V = mr?h| est une constante donnée, les variables r et h sont reliée par la

relation :
1%
T o
Donc on a :
S = 2mr? + 2%.

Etudions les variations de cette fonction r +— S pour déterminer son minimum éventuel. C’est une
fonction définie pour r > 0 et dérivable; on a :

ﬁ:élmﬂ—ﬂ: 47‘(‘7‘3—2‘/.
dr 72 r2
Donc :
r |0 O o +o0
dS
e - +
S S 7

Cela montre que la surface S est minimale lorsque :

3

Y
TV oon

Comme V = 7r2h, cette relation s’écrit aussi :

\%4
r? = — = 2r2h,
2w
soit [r = 3 Ainsi la boite de conserve cylindrique idéale a son diametre égal & sa hauteur.

2. Avec les notations de ’énoncé, une boite de conserve en forme de pavé a une surface totale et un
volume donnés par :

S =2(2r)?> +4(2r)h = 8r® + 8rh et V = (2r)*h = 4r%h.

Ainsi les formules sont celles de la question 1, a condition de remplacer 7 par 4. Comme les calculs
de la question 1 sont valables pour n’importe quelle valeur de la constante (strictement positive)

h
m on en déduit que la conclusion de la question 1 reste vraie i.e. |7 = 5

SOLUTION DE L’EXERCICE &.35

1. On utilise 'expression conjuguée :

(VEFT-VE) (VEFT+ VE) . .

VE+1-vE= NS SV vE ok
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2. On somme les inégalités de la question 1de k=1ak=n:

Z\/k+1—f<z f

k=1

La premiere somme se simplifie par télescopage; en divisant tout par 2 on obtient exactement :
un >2(Vn+1-1).

3. Comme :

hm 2(\/714—1—1) = +o0,

n—-4o0o

d’apres le théoreme des gendarmes, I'inégalité de la question 2 entraine :

lim u, = +o0.
n—-+4oo

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.36

1. Par récurrence sur n. Le passage de n a n + 1 utilise I'inégalité suivante :

n\/_+\/— (n+1)2\/n+1.
2. Comme :

) ny/n
lim —— = 400,
n—-+4oo 2

d’apres le théoreme des gendarmes, I'inégalité de la question 1 entraine :

lim u, = +o0.
n—-+o0o

3. Ona:
b =t — unfzf Zf 3 Vi
k=n+1

par télescopage. Par ailleurs pour tout k € {n+1,2n} on a :

Vn+1<VE<V2n.

En sommant ces inégalités de k =n + 1 a k = 2n on obtient :

WaTT< 3 Vi<
k=n+1
d’ou 'inégalité annoncée.
4. D’apres la question 3 on a :

s
n

Comme :

Iim vn+1=

n—-+o00

d’apres le théoreme des gendarmes, on a :
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D’apres la question 3 on a :

n+1 v, Van
2 X :
n n n
Comme :
1 2
fim YPEL o YER g,

n—-+o0o n n——+oo N

d’apres le théoreme des gendarmes, on a :

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.38

Pour tout entier k € {1,...,n} on a:
n2<n2+k<n2+n<n2+n2:2n2,

donc, comme tout est positif, on a :

1 < 1 < 1
m2 S n24k o n2

En sommant ces inégalités de k =1 a k = n on obtient :

n

1 1 1
"X g S 2 ST

k=1
soit :
1 1
o < Up < .
Comme :
. 1 . 1
lim — = lim — =0,

n—+o00 2n  n—+4oon
d’apres le théoreme des gendarmes, on a :

lim wu, =0.
n—-+o0o

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.43
1. Relation Vz € [0,1], 0 <e* — 1< ex :
La fonction z —2+ ¢® — 1 — ex est dérivable ; on calcule sa dérivée pour étudier ses variations :
g (z)=¢" —e.

On voit que ¢’ est une fonction croissante, puisque exp l'est. Et ¢/(1) = e! — e = 0; donc ¢’ croit
sur [0,1] de ¢’(0) & 0; elle est donc négative. Par conséquent Or g(0) =e’—1-0=0,
donc | g est négative | puisqu’elle décroit a partir de 0. Ceci s’écrit encore :

Va € [0,1], e* —1—ex < 0.

Par ailleurs la fonction z —2» e — 1 est croissante et vaut 0 en = 0; elle est donc positive, soit
finalement :

‘VIE [0,1,0< € —1 < ex.
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2. Majoration de |f(x) — z| sur [0,1] :

On multiplie I'inégalité précédente par = € [0, 1] ‘qui est un nombre positif. | On obtient alors :

Yz €[0,1], 0 < ze® — z < ex?,

soit
Ve €[0,1], 0 < f(z) — o < ex?.

Alors |f(z) — x| = f(x) — 2z < ex? d.e. :

‘V:c € [0,1], |f(z) —z| < e:c2.‘

3. Calcul et limite de (v,) :
On a:

Comme la suite de terme général % tend vers 0, on voit, d’apres les théoremes de calcul sur les

limite, que | la suite (v,) converge vers 3.

4. Calcul et limite de (w,) :
Ona:

5\ 2
o = 3 ()
2
= 4Zk
k=1

nn+1)(2n+1)
6

(+3) ()

Comme la suite de terme général % tend vers 0, on voit, d’apres les théoremes de calcul sur les

bl
° e [

wl o 3|
3= *

limite, que ‘ la suite (w,,) converge vers 0. ‘

5. Encadrement de (u,,) :
Pour tout k € {1,...,n},on a k <n < n? doun

k
ﬁ S [0,1].
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On peut donc utiliser la majoration obtenue a la question 2 :

k k E\?
f(ﬁ)‘ﬁ“(ﬁ)'

on a :

Vke{l,...,n},

Or, d’apres | la relation |z + /| < |z| + |2/]

Or légalité | |u, — v, | < wy, | équivaut & :

Up — Wn K Up K Up + Wy

. Convergence et limite de (u,) :
D’apres les questions 3 et 4 et les théoremes de calcul sur les limites, on voit que les suites
de terme général "Un — wy, et v, + w, convergent vers‘ % —0 et % + 0, c’est-a dire qu’elles ont

|1a méme limite. | D’apres le |théoréme d’encadrement (dit “des gendarmes”)‘ on en déduit que

(un) converge elle aussi vers 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE &.45

Remarquons d’abord que cette suite est bien définie puisque f est définie sur R et :

ug >0 et Vo >0, f(z) > 0.

. Relation u,, > 2. :

Montrons surn > 1 ‘la relation 2 < u, < 6. ‘

12
— Pour n =1 : elle est vraie puisque u; = f(uo) = f(1) = 5 = 6.

— Si elle est vraie & 'ordre n alors :
D’apres 'expression suivante :

3 9

et les théoremes de calcul sur les fonctions monotones, la fonction f est décroissante sur R” . Par

conséquent, de 2 < u,, < 6 on déduit que :

soit :

27 15
Comme 2 < Iz et T < 6 on en déduit que :
2 g u’nJrl < 67

donc la relation est vérifiée a 'ordre n + 1.
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4

Montrons cette relation | par récurrence | sur n > 0 :

— Pour n = 0 : elle est vraie puisque :

3 n
2. Relation |u,;2 — 3| < (—) :

27
us = f(u) = f(6) = 12’
donc :
9 3\°
“3l=-=<1=(2) .
=) <1 (5)
— Si elle est vraie a ’ordre n alors :
lun+s =3[ = [flunt2) — 3|
_ Sun+2 +9 . 3‘
2Unt2
o 9— SU»,H_Q
B 2un+2
_ 3 % |[unt2 — 3|
2 [t 12|
3 1 /3\" . . .
< =X - d’apres I’hypothese de récurrence
2 |Un+2| 4
3 1 /3\"
< 3 X 3 <Z) d’apres la question 1

o

Donc la relation est vérifiée a 'ordre n + 1.

3. Convergence et limite de la suite (u,) :

Comme :
li 3 ! =0
n—lg-loo 4 o

d’apres le théoreme des gendarmes, I'inégalité de la question 2 donne :

lim(uy,) = 3.

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.49
On a:

fEn? 4 6) (=1 —on| _ |f(-n? +6)| 2
2 = n2 + n

<

SE
+
S

lup — 2| =
n

et le majorant tend vers 0. Donc d’apres le théoreme des gendarmes :

lim(uy,) = 2.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 8.51

On sait que, au voisinage de +00 :

Inx =o0(z) et z* =o(e") |
290.

Donc : ze** —z(1+Inz) — 2" =z (e** —2® —lnz — 1) ~ ze
+oo

. , . L. . sin x
De plus, comme sin est bornée, d’apres le théoreme des gendarmes : hr_ilrl =0,
T—1T00 X

donc |sinz = o (z) = o (2?).

1
. PU . . e=

Enfin, d’apres les théoremes de calcul sur les limites : 11141_1 — =0,
r—+o00 I

soit |er = o ($2)

7 . 1 .
On déduit donc que : e¥ —sinz + 2% ~ 2
Jr

ze?® —a:(1+1na:)—a:7 ~ re2® 2%
1 2
ex —sin x4x2 +oo % z
Comme z = o (623:) on déduit que

d’our :

lim e —x(1+Inx) — 27

T .
T—+00 er —sinx + 22

= +4-00.

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.59

D’apres les hypotheses de régularité sur f et g la fonction (g — f)’ est dérivable de dérivée :

g—f"=4g"-f">20 d’apres la relation f” < g”.

Donc, d’apres le ‘principe de Lagrange,
hypotheses sur les valeurs de f et g en a et b, on a :

(9 = f)la) = (g = f)(b) = 0.

Comme g — f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ (puisqu’elle est de classe C?), d’apres le
‘ théoreme de Rolle,

la fonction (g — f)’ est croissante. Par ailleurs, d’apres les

il existe ¢ €]a, b tel que :

(9 () =0.
Comme (g — f)’ est décroissante et s’annule en ¢ on a le tableau de variations suivant :
x a c b
(g—f) _—
(g—f) - 0 +
g—f lo \ / 0

Ce qui montre bien que g — f < 0, soit m
N.B. : dans ce tableau de variations les fleches indiquent des monotonies au sens large et non des
monotonies strictes.

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.83

1 1
1. vnéuncarﬁé %
2. (uyp) décroit car up41 — un < 0.

3. (vp) croit car v, 41 — v, = 0.
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4. On a:
Ix3x---x(2n+1) (1 1
0< Uy — vy = -
2x4x---x(2n) \vn Vn+1
Or
11 Vn+l-Vn 1 o1
vnoovn+1l o Javn+l Unvntil(Wn+1l4+n)  2nyn
Soit : " "
Uy —vp < =2 < 2.
OSun—vn s 5o <o

5. D’apres la question précédente et le théoreme des gendarmes la suite de terme général u,, — v,, tend
vers 0.

6. D’apres tout ce qui précede les suites (u,) et (v,) sont adjacente donc elle convergent vers la méme
limite.

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.87
2. Montrer les deux inégalités séparément par récurrence.

2
3. Converge vers 3 d’apres la question précédente et le théoreme des gendarmes.

4. Converge vers :
1
2
/ Vidt ==,
0 3

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.90

1.
k2
n?

k=n
> T
i 1+8%s

n

Up =

S|

1 2

x

converge vers / e dz | d’apres le théoréme sur les sommes de Riemann (qui est utilisable
0 X

2
. - .
car la fonction # —— 7% est continue sur [0, 1]).
1

a2 1 5 1
2. [ —L —dr=|=In(1+8%)| =-—In3.
/O 1+82% [24 n(l+ I)}O 2"

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.91

1 & k 1 & k—n 1<~ ()

1. — - == 1)]=- =41

2 G 2 () s (G
k=n+1 k=n+1 j=1

ol on a effectué ‘ le changement d’indice j = k — n. ‘ Comme f est continue sur [1,2], d’apres

cette suite converge vers ff f(t)dt.

‘ le théoréme sur les sommes de Riemann,

k=2n n 2 _1
1 ek . . . ., e =
2. v, = — g —z—» qui converge (d’apres la question précédente) vers : — dx
n k=n+1 n? 1 x

1

3. /12 e;; dx = [6751}2: é(\/é—l)

1
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SOLUTION DE L’EXERCICE 8.91

1
1. lim(u,) = =.
im(uy,) 5
. 1
2. lim(u,) = 3
3. lim(u,) = —
im = —
Un, o
5. lim(uy) 1
n;) — 2'
2
10. lim(u,) =1— —.
e

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.94

La suite de terme général In(y,,) s’exprime comme une somme de Riemann qui converge vers

1
/ In(1+x)de=2In-1.
0

4
==

Donc lim(y,,) = e2™ 1

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.94

1. D’apres le théoreme sur les sommes de Riemann :

!
lim(a,) = o7
0

Par changement d’indice :

1
bn = Up_1+ %

In2
Donc (ay,) et b, convergent vers la méme limite —.

2. Comme a, < u
SOLUTION DE L’EXERCICE 8.97

1. Calcul de / m

Le changement de variable u = /1 4+ 2 donne z = u>® — 1 d’ot1 :

1

ﬁ = 3u? soit dz = 3u’du
du
z? W12
MN+z U
$2 2
31+mdx = (v —1)3udu
r=0 & u=1
r=1 & u= \3/5

——dt =

In2

2

T dx
0 \3/1+3?

In2

< by, d’apres le théoreme des gendarme (u,,) tend aussi vers =
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2. Existence de « :
La question précédente suggere d’| utiliser le théoréme sur les sommes de Riemann | : comme la
fonction 2
x — \3/?—? est continue sur [0,1] , on a :

1 — k Loog2 3 ., 27
lim = ~) = dr = 225 — ==,
nirilmnlczlf(n) /0 1+ x o ) ’ 40

Or:
() - AE g e as e
Mo\ M= i+ k nk:anS% an:lﬂézk—i—n
I - K 1L~ K
ot s = Vktn n_%k:1 Vk+n
Cela prouve qu'il existe | o = % tel que la suite (u,) a une limite finie non nulle (& savoir %2% — %).

3. Unicité de « :
Cette valeur de « est unique car, pour tout & > 0 on a :

1 k2 1 1 & k2 395 — 2
“":_Zs = ", 8 _§Zs ~ 2 _§40
nak:l vVk+n n% 35 \ns Pt Vk+4+mn | notoo npa—3
donc :
+00 sia < %
lim(uy,) = %2% -2 sia=3
: 8
0 sia> 3
SOLUTION DE L’EXERCICE 8.101
Pour tout ¢ € [0,1] ona: 1 < (1+2)w < 2.
Donc par croissance de I'intégrale on obtient :
1< uy, <27,

. 1 P
Comme lim 2» =1, par le théoreme des gendarmes on a :
n—-+4oo

lim(uy,) = 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.103

Pour les questions 1 a 5 voir le corrigé de I'exercice 6.92.

6. Pour ¢t € [0, %] on a sint € [0,1] donc :
sin" T ¢ < sin" ¢,

Par croissance de l'intégrale sur [0, 1] on obtient w41 < u,. Donc la suite décroit.

7. Comme la suite décroit on a : I
1> 2t
= In
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Comme I yo < 141 et I, > 0 on déduit :

Iniq S In+2'
I, I,

Enfin I'inégalité
In+2 2 n + ]. ’
I, n+2

est en fait une égalité et découle directement de la question 2.

8. D’apres le théoreme des gendarmes et la question précédente on a :

I,
lim =L =1,

n—-+4oo In

d’ou ’équivalence.
9. D’apres la question 4 on a :
m
(n + 1)InIn+1 = I()Il = 5

Comme I,, ~ I,y1etn+1 ~ nonendéduit que:
n—-+o0o n—-+4oo

s
5(n + DIy =nl?,
d’otr :
n—+oo \| 2n’

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.109

cost
1.6 : t— 5 est sur R . Les fonction continues sont intégrable sur un segment, donc

u et f sont définies.

Par définition u est une primitive de 6 et donc u'(z) = (z) = o8t
x
3x 3x
4 t
2. f(x)= / % dt — / % dt = u(3z) — u(x) (relation de Chasles)

1 1

Ainsi :
Fl@) = 3COSS$ _cosr cos 3x —cosx.
3z T T

3. Limite en 0.
(a) Appliquons la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre 1 : 3¢ € [0,¢] ; cost =1 — % cosc. Ainsi :
0<1—cost < %
3x 3z 42 3x 273% 2
1-— t t t t 8
(b) Ainsi, h(z) = / SO g / — dt = / Sdt= =] =2 — 9% Le majorant
- t . 2t . 2 4], 4

tend vers 0 quand z tend vers +o0o, donc d’apres le théoreme des gendarmes : | lim h(x) = 0.

x—0

3x
(c) Or, / % dt = Int]** =n3.

3z
1
Comme h(z) = / n dt — f(z) =In3 — f(z), on en déduit que f a une limite en 0 & savoir :

lir% f(z) =1n3
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(d) Limite en +oo.

1
Intégrons par parties en posant w’ = cost , v = ? w=sint, v = ——= :

3z . 3x 3z .
t t t
f(z) :/ cos gt = {sm ] +/ sn; &t
ot T P A

Le crochet tend vers 0 lorsque z — 400. De plus, |sint| < 1 donc :

/ st g/ a1 1L
R 2 . 2 x 3z

Le majorant tend vers 0 quand z tend vers +oo, donc d’apres le théoreme des gendarmes :

Jim  f(z) = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE &8.111

1. Jo/ol\/ﬁdt [%(115)3] .

1
2. 1 = / tv/1—t dt. Posons u =v/1 —t (changement de variable). Alors :
0

t=1—u?et dt = —2udu.

0 ! 11 4
le—/l(l—u2)u2udu = 2/0(u2—u4)du=2(§—5): |

3. Dans J,, effectuons une intégration par parties en posant |u(t) =t™| et [v'(¢t) = /1 —t|; alors

u'(t) = nt" et v(t) = %(1 —t)3

1 1 1
2 2 2 2
Jn = {—t"—(l - t)i] + —”/ 1 - t)idt = 2 [ NIttt f) dt = (T —
3 o 3 Jo 3 Jo 3
Jn): 2 2 2 4
Et donc J,, = ﬁ‘]”_l' Pour n = 1 on retrouve J; = 2+—3§ = I

4. Vt € [0,1],v/1 —t < 1. Ainsi, par croissance de l'intégration :

1
n+1

1
Oang/ t" dt =
0

Comme lim = 0, d’apres le théoreme des gendarmes la suite ‘ (J) converge vers 0.

n—oo 1 +

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.113

1. Etude de f:

La fonction In est croissante et positive pour z > 1, donc z — z(lnx)® aussi, donc f est
décroissante. On a :
lim (Inz)®* = 0" donc lim f = +o0.
z—1t 1+
lim z(lnz)® = 400 donc lim f = 0.
T——+00 +0oo

En particulier le graphe de f admet deux droites asymptotes d’équations y = 0 et z = 1. D’ot1, en
résumé :
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o oNoe @

k1
2. Inégalité f(k+1) < flz)de < f(k) :
k

La fonction ‘ f est décroissante,

donc, sur lintervalle [k, k + 1] on a : f(k+1) < f(z) < f(k).

Par croissance de l'intégrale ‘ on déduit :

k+1 k+1 k+1
/k f(k+1)dx</k f(:v)d:v</k F(k)

Les intégrales situées a droite et a gauche de l'inégalité représentent des aires de rectangles et se
calculent donc sans difficulté :

k+1
A FO) = ((k+1) — kDI = F1) (I =k ou k+1)

D’ou

k+1

F+1) < / f(@)de < f(R).

k

n+1
3. Inégalité u, 1 —us < / f(x)de < uy. :
2

‘ En sommant I'inégalité précédente pour k=2 a k=n ‘ on obtient :

n n_ k1l n
ZfUHlKZ/k fle)de <Y f(k) = un.
k=2

k=2 k=2

Le changement d’indice j = k+ 1 ‘ dans la premiere somme donne :

n n+1 n+1
DR+ =G = (D F0G) | = F(2) = tn1 — .
k=2 Jj=3 Jj=2

La relation de Chasles | pour les intégrales donne :

n

> ) da = [ s

k=2

d’ou le résultat.

n+1
4. Calcul de / f(x)dx :
2

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

In’

On reconnait que f = & =1n'In"%, donc f admet pour primitive :

On en

In

l—a .
{lrl’_a sia#1

" |ln|n| sia=1"

déduit :

(1nn+1)1_°‘—(1n2)1_°‘ si o 7& 1

n+1
/2 f(x)de =F(n+1) - F(2) = {ln(lnn;_l(; In(In2) sia=1"

5. La suite (u,) diverge si a < 1:

247

D’apres le calcul de ‘ la question précédente ‘ et | les théoremes de calcul sur les limites | on a toute

de suite, lorsque a < 1 :

n+1
lim f(@)der = 0.

n—-+4oo 2

D’apres | la question 3, |on a : f;“ f(z) < uy

donc d’apres le ‘ théoreme des gendarmes ‘ on a:

‘lim(un) = +o00. ‘

6. La suite (u,) converge si o > 1 :
Remarquons que, d’apreés la définition de (uy,) :

1
n+1)(lnn+ 1)

Un41 — Un = ( >0;

donc

la suite (u,,) est croissante. | D’apres le calcul de ‘ la question précédente | et

les théoremes de calcul sur les limites | on a toute de suite, lorsque a > 1 :

n+1 —«
lim f(z)dx:f%.

n—+oo [y 11—«

n+1

Comme la suite ( 5 flx) dx) converge, elle est bornée; notons M un majorant. D’apres
neN

la question 3, |on a : U411 — U < f;“ flx)

D’ou :

n+1
Un+1<U2+/ flx)<us+M
2

Ainsi la suite ‘ (un,) est majorée. ‘

En conclusion ‘ la suite (u,) converge car elle est croissante et majorée.

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.121

1. Prolongement par continuité de f en O :
Il est connu que :

lim wlnu =0.

u—0t

Pour v = —z, d’apres le théoreme de composition des limites, on déduit :

lim —zln(—z) =0,
r—0~
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d’ou :
lim f(z)=-1.
r—0~
Par ailleurs il est clair que
02-0-1
lim f=—— =—1.
z—0+ 0+1

Ainsi f se prolonge par continuité en 0 & condition de prendre | f(0) = —1.

Régularité de f et dérivée de f sur R* :

Les expressions de f sur RY et R* obtenues par somme, produit, quotient et/ou composée de
fonctions de classe C*° montrent clairement que f est C*°. On calcule alors :

(r+1)2zx—1)— (22 —2—1)

fl(x) = (1,+1)2
2%+ 22
= CESIE sixzx >0
f(x) = 2zIn(—x) Jr:EQ(fl)L

= z(2In(—z)+1)siz <O0.

. Dérivabilité du prolongement de f en O :

Par définition de la dérivabilité, le prolongement de f est dérivable en 0 si et seulement si le taux

de variations w converge quand z tend vers 0. De plus cette convergence est équivalente a

la convergence & droite et & gauche (i.e. quand x tend vers 07 et 07) avec égalité des deux limites.

z?—x—1
x+1

Pour x > 0, comme la fraction rationnelle x +— est définie en 0, le taux de variations

tend vers la dérivée, on a donc :

flx) = f(0) _02+2x0

lim = =
i -0 0+1)2
Pour z < Oon a
x—0

qui tend vers 0 quand z tend vers 0.
En conclusion le prolongement f est effectivement dérivable 0 de dérivée

7(0) =0,
. Limites de f en 400 et —oc0 :
Au voisinage de +oo on a :
2
—z—1
?—r—1~z?etz+1~uz, donciwx,
rz+1

d’ou

li = .
= o

Et par ailleurs, d’apres les théoremes de calcul sur les limites, il est clair que :

lim f = 4o0.
—00
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5. Asymptote au graphe de f :

Au voisinage de +00 on a vu que f(z) ~ x, d’out @ ~1,dou:
lim ﬁ =1
r—-+oo I

Et de plus :
(2 —2—1)—z(x+1) —20-1

f@) —w= z+1 T+l

donc :

lim f(z)—2z=-2.

T— 00

Ainsi le graphe de f admet pour asymptote ‘la droite d’équation y =z — 2| lorsque

‘:c tend vers +oo. ‘

6. Variations de f sur R :
Elles sont données par le signe de la dérivée de f :

T —00 —ﬁ 0 +o00
2
7'(@) 2@2In(—z) + 1) =
signe — | + 0 +
f(z) | +o0 . P +o0

7. Tracé de f :
Avec Matlab :

>>function y=ds8(x) ;
if x==0, y=-1; else
if x>0,
y=(x.A 2-x-1) ./(x+1) ;
else y=-1+x.A2.*log(-x) ;
end ;
end ;
>>x=-2 :0.01 :4
>>plot(x,ds8(x),x,x-2)

asymptote

N

L I L L L
-2 -1 0 1 2 3 4
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SOLUTION DE L’EXERCICE 8.141

1. Existence et unicité de u,, :
Soit la fonction f, d’une variable réelle z, définie par : f(x) = x**1 4+ z*. Alors f est dérivable de

dérivée :
f'(x) = (k4 )2 + ka1
Dot :
xz |0 +o00
ff@) |0 +

f(x) |0 " 400

Ainsi, comme f est continue, d’apres le théoreme de la bijection continue, f est bijective de R
sur Ry. Ainsi le point n € R} admet un unique antécédent z,, € Ry par f, c’est-a-dire qu’il existe
un unique x,, tel que : zFT1 + 2k =n.

2. Monotonie de la suite (z,) :

Pour tout entier n, on a :
f@pt1)=n+1>n= f(zn).

Comme ‘ f est strictement croissante ‘ sur Ry, cela implique que :

Tnt1l > Tp-

Ainsi ‘ la suite (z,,) est strictement croissante. ‘

3. La suite (z,) n’est pas bornée :
Comme cette suite est positive, i.e. minorée par 0, le caractere non borné signifie qu’elle n’est pas

majorée. Supposons, | par absurde | que la suite (z,) est majorée et notons M un majorant i.e. :

vneN, z, < M.

Alors, comme f est croissante, la suite de terme général n = f(x,) est majorée par f(M), ce qui
est absurde.

Ainsi ‘ la suite (z,) n’est pas majorée. ‘

d L
4. Equivalence z,, ~ n¥1 :

Comme la suite (z,,) est croissante (question 2) et non majorée (question 3), elle tend vers +oo0,

d’apres le théoreme de la limite monotone. Ainsi la suite de terme général x5+ est prépondérante

sur la suite xfl, puisque leur quotient x,, tend vers I'infini. D’ou :
k41 k k41
n=x,  +x,~T, .

Comme 'équivalence se comporte bien pour les puissances d’exposant constant on en déduit que :

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.142

1. Solution de I’équation f,(z) =0 :
La fonction f,, est strictement croissante et continue sur R, vaut -1 en 0 et tend vers +oco en +oo.

Donc, d’apres ‘ le théoreme de la bijection continue, | c’est une bijection sur [—1, +oco[. Ainsi 0 a un

unique antécédent xg par fi,.

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 251

2. Relation 0 < zg < % :
Ona:—1=/o(0) < fulen) < fu () = o +
——

-

=

=0
Comme fy, est |strictement croissante | on en déduit le résultat annoncé.

3. Monotonie de (z,) :
Comme 0 < z,, < % on a xﬁﬂ <y, . Donc :

fn($n+1) = fn($n+1) - fn+1($n+1) = ($Z+1 - (x:lzi% >0= fn(xn)

Comme f, est strictement croissante on déduit que x,41 > x,, donc la suite est

| strictement croissante. |

4. Convergence et limite de (z,,) :
La suite est croissante et majorée par % donc elle converge vers une limite ¢. Comme :

d’apres le théoréme des gendarmes, la suite de terme général (z,,)" tend vers 0. Donc par passage
2 la limite dans la relation : (x,)" + 22 + 2z, —1=0ona: > +2(—1=0don|{=+2—1|(car
¢ = —/2 — 1 n'est pas possible d’aprés =, > 0).

SOLUTION DE L’EXERCICE 8.143

1. Tableau de variations de f, et existence de u,, :
Il est clair que f, est une fonction dérivable, et sa dérivée vaut :
(x+n)—(x—n) 2n

T=————+4e >0
@rnZ ¢ TGrnp ¢ 7Y

fu(@) =

par conséquent la fonction ‘ fn est strictement croissante. ‘ Comme, au voisinage de +oo on a :

r—n

r+n~xetxr—n~azxdonc lim =1,
z—too T + N
d’on
li =1
A, Jal@)
Et par ailleurs, il est évident que
—n
lim f(z) = — —e 0= -2
z—0

On peut résumer ces informations dans le tableau suivant :

T 0 +00

fu@) | —2 7 1

on déduit que

comme la fonction f, est continue, ‘d’aprés le théoreme de la bijection,

fn est une bijection de R sur ] —2,1[. | Par conséquent I'équation f(z) = 0 admet une unique

solution notée u,, dans RY .
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2. Inégalité u,, > n :

Ona:
fon) =—e"" < 0= fu(uy).

Comme f;, est strictement croissante, on en déduit : n < u,.

3. Inégalité u, < n <1+€7n> :

l—e— 7

De méme, il faut et il suffit de montrer que | f, (n (1+e—”)) >0.|0n a:

l—e— "

(=) - Menwz:)

1—em n(l-{-e‘" +1

l—e™™

(lre=™)—(1=e"")
I e P € =
(14+e—m)4+(1—e—")

l—e—n
Qe " - (1+e*")
= —e n l—e™ 7

2
_ 1fe” "
= e "_¢ n(l—e_")

Or, pour n € N*, on a : D<emgLe <l
dou: e ”>0>—e">—1,
dou: 14+e™>1—-e">0,

d’ol : Lre © > 1, . e hen
. lie—n Remarque : I'inégalité intermédiaire ;55— >
d’otu : —n (176—71) < —n,
_ 1+e” ™
d’ou : e n(l—e‘") <e "
PR 1+e” ™
d’ou : fn (n (—17‘9—”)) > 0.
1 pour tout n > 0 s’obtient aussi directement en remarquant que la fonction x +— Iie ~ ot

l—e—®
strictement décroissante sur R, d’apres les théoremes de calcul sur les fonctions monotones, et

qu’elle vaut 1 en x = 0.
. Limites de (u,) et (%) :

D’apres la question 2, on a, pour tout n :
n < Un,

done, comme lim(n) = 400, d’apres le théoréeme d’encadrement, on déduit

lim = 4o0.
n—-+ooun,

D’apres les deux question précédentes, on a, pour tout n

1+e™
néun<n(+4>,

1—em
soit ) .
e
Comme
lim ¢ g
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d’apres le théoreme d’encadrement :

SOLUTION DU PROBLEME 8.146

1. (a)

Solution de = = /T +a :
Cette équation n’est définie que pour x > 0; elle s’écrit aussi sous la forme du systéeme suivant :
X?’=X+a
X =z
Le discriminant de I’équation du second degré X2 — X —a = 0 est :
A=(-1)2—4(-a)=1+4a>0
Il y a donc deux racines

1—-+V1+44a 14++vV1+44a
Xi=——— 6t Xg=—"—7—.
2 2
Comme a est strictement positif, on voit que /1 + 4a > 1, donc X; < 0 et X5 > 0. Le systeme

a donc une unique solution

1+\/1+4a)2
——) .

l(a) = X3 = <

On calcule en particulier :

2 2

o) = <1+\/5>2 345

‘Les composées de fonctions croissantes sont croissantes. ‘ La fonction a —— 1 + 4a

est croissante; il en est donc de méme de a 't 1+V21+4“ qui, de plus,

est positive. On déduit donc que |a —— £(a) est croissante.‘ On déduit donc que
o) <0(1) sia <1, et f(a) > (1) sia> 1.

Variations de f, :

La fonction f, est la composée de la fonction polynomiale X —— X2 — X — a, qui est
décroissante pour X < % et croissante pour X > %, et de la fonction racine carrée qui est
croissante. On a donc le tableau de variations et de signe suivant :

X 0 Z {(a)? +o0
r=X? 0 2 l(a) +00
fa —a \ —% —a / 0 /
signe de f, — (IB +

2. Inégalité uy > 1 :
D’apres la relation w,4+1 = /u, + %, appliquée avecn =1 on a :

us = yJup + 1.

Comme u; est supposé strictement positif on en déduit bien que ug > 1.
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Si u, > 1 alors u,,; >1:
On utilise la relation

Upt+1l = /Un +

Comme u, > 1, on a \/u, > 1, d’out u,41 > 1, puisque

1
-
1
Lo,

La suite (u,) est minorée par 1 :
Les deux remarques précédentes montrent immédiatement que la propriété “u, > 1”7 est vraie,
sur n > 1, ce qui prouve que (u,) est minorée (strictement) par 1.

3. La seule limite possible de (u,) est 1 :

En effet si (u,,) converge, notons ! sa limite. Comme la fonction racine carrée en continue en I, et
d’apres le théoreme de composition des limites, on déduit que

i Vi =i

Comme la suite de terme générale % converge vers 0 on en déduit que la suite de terme général

Vun + % converge vers /1. Par ailleurs cette suite est la suite de terme général Un+1 ; elle converge
donc vers I, comme (uy,). On obtient donc 1'égalité

Vi=1.

Les seules solutions sont [ = 0 et | = 1; comme par ailleurs la suite (u,,) est minorée par 1, il n’est

pas possible qu’elle tende vers 0, donc ‘ la seule limite possible de (u,) est 1. ‘

4. Cas ou ’hypothése (H) est vérifiée :

(a) Inégalité u, < 275 .

On a vu que la fonction a — £(a) est croissante. Comme + < 1 on déduit :

e(l) <oy = 3EY5

n 2

Si ’hypothese (H) est vérifiée on déduit donc :

(b) Croissance de (u,) :
On a: .
Up41 — Up = —Up + /Up + E = _f%(un)

D’apres le tableau de variations de fi obtenu a la question 1-b — avec a = % — on

voit que cette fonction est négative sur [0,6 (%)] ; ainsi, comme u, < £ (%), d’apres 1'hy-
pothese (H), on déduit que fi(u,) < 0. Ainsi up4+1 — u, = 0, pour tout entier n > 1. Ainsi

‘la suite (uy,) est croissante. ‘

(c) Contradiction :

Comme la suite (uy) est croissante (question 4-b) et majorée (question 4-a), elle converge vers
une limite [; par ailleurs comme elle croit, on a, pour tout n :

Up = up > 1,

d’ou I > u, > 1. Or ceci contredit le résultat de la question 3.
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5. Il existe m tel que u,, > ¢ (%) :

(a) Inégalité wu,, 1 < u,, :
On utilise la méme méthode qu’a la question 4-b. On a :

Um+1 — Um = 7f# (um) < 0’

car Uy, > ¢ (%), d’apres le tableau de variations de f1 .

(b) Upi1 < u, entraine u, o < Uyyq :

Siupt1 < Uy, alors \/un11 < \/

1 1
Comme par ailleurs : = < i
on déduit :

Unp+2 = y/Un+1 + < VUn + = Up41-

(c) Convergence de (u,) vers 1 :
Comme la suite (u,,) est décroissante & partir du rang m, d’apres la question 5-b, et minorée
par 1, d’apres la question 2, elle converge. Alors, d’apres la question 3, sa limite ne peut étre
que 1.

SOLUTION DU PROBLEME 8.148

1. Croissance de P,

Les puissances x —— z" sont strictement croissantes sur Ry, il en est donc de méme pour
2 — kz*. Une somme de fonctions strictement croissantes est strictement strictement croissante,
donc :

‘ P,, est strictement croissante. ‘

k

2. Existence et unicité de x tel que P,(z) =1 :
Toute fonction strictement strictement croissante est injective, donc I"équation P, (z) = 1 a au plus

une solution. L’existence d’au moins une solution découle du ‘ théoréme des valeurs intermédiaires,

n

1
sachant que P, est continu, que P,(0) =0 et P,(1) = Z k= nint1) > 1.

2
k=1
3. Monotonie de (u,) :
Par définition de u,, on a :
n
1= Py(un) = k(un)*
k=1
Ainsi
n+1
Pri1(un) = Z k(un)® = (n+ 1) (u)" + Zk up)® = (n+1) ()" +1 2 1= Poga(uns1).
k=1

Comme P, ;1 est une fonction strictement croissante, cela entraine que wu, > up41 i.€. :

‘la suite (uy,) est décroissante ‘

4. Convergence de (u,) :

La suite (up) est |décr0issante et minorée| par 0 (puisque u,, € R, par définition), donc elle
converge.
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5. majoration de u, et ( :

On a :
1 " 1\" 1\! 1\2
) = - > = — in > 2.
Pn<2> §k<2) /<2> +2<2> sin>2

Donc P, (1) > 1: comme P,(u,) =1 et que P, est une fonction strictement croissante, on déduit
2

que nécessairement | u, < %

De 0 < uy < %, par passage a la limite, on déduit immédiatement |0 < ¢ < %

Autre méthode : us = % (en tant que solution positive de I’équation du second degré Ps(ug) =
ug + 2(uz)? = 1) et (uy,) décroit.
n

6. Calcul de (v — 1)) ka*':
k=1
Ona:

n n

(x — 1)22kxk*1 = (2 -2z + 1)2]@’“*1
k=1 k=1
n

n
kPt =23 ket ) kat
k k=1

=1

I
3 >
+HM:
—_

n n—1
= (k— 1)k -2 Z ka® + Z(kz + 1)z* (changements d’indices)
k=1 k=0

S
]

n—1

k=

[ V)

(k—1)=2k+ (k+1)) :L'k> +((n —1)z"™ + na™ ) — 2(x + na™) + (1 + 22)

=0 (télescopage)
= na"t —(n+ 12" +1

Remarque : une démonstration par récurrence est également possible.

7. (a) Relation 3u, — 1 —u2 = (u,)"™ (n + 1 — nu,) :

On a:
(n = 1> = (un = 17> k(un)* car Py(uy) =1
k=1
k=1
= up (n(un)" = (n+1)(uy)" + 1) d’aprés la question précédente
Ainsi

Bup —1—u2 = wu,— (u, —1)2
= Up— Un (n(un)"+1 —(n+1)(uy)™ + 1)
Up — (n(un)”+2 — (n A4 1) (un)" T + Up)
= _n(un)n+2 —(n+ 1)(“n)n+1
= (up)"™ (—nu, +n+1).
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(b) Relation 3u, —1—u? >0 :
On sait que u,, < 1 pour n > 1, puisque u, < % sin>2, etu; =1, dapres P, = z. Ainsi :

n+l—nu,>Mn+1)—nx1=1>0.

Donc d’apres la relation précédente, comme (u,,)"*! > 0, on obtient 3u, — 1 —u2 > 0.

. In(3un—1—u2 1 1—
(¢) Relation Inu, = e Un) n(";ﬂm‘") :

Tous les facteurs de la relation 3u, — 1 — u2 = (u,)" " (n + 1 — nu,) sont positifs, on peut

donc prendre le logarithme :

In(3up — 1 —u2) = In((u,)" ) + In(n + 1 — nuy),

n

soit
(n+1)In(u,) = In(Bu, — 1 —u2) — In(n + 1 — nuy,),
soit
I, = In(3u, — 1 —u2) CIn(n+1-— nun)
n+1 n+1
8. Relation 3’2\/5 </i<L 3*—2*/5 :
Le trinéme du second degré 3z — 1 — x? admet pour racines 3_2‘/5 et 3+2‘/5. Ainsi I'inéquation

3u, — 1 —u2 > 0 entraine u,, € } %, % , en particulier u,, > 3_2‘/5. En passant a la limite on

obtient ainsi | £ > %

9. Cas ou ( # 3’2\/5. :

Alors (3u, — 1 — u2) converge vers 3¢ — 1 — (2> qui est non nul et strictement positif donc

n
(In(3u, — 1 — u2)) converge, donc :

In(3u, — 1 —u2)
n+1

=0.

lim
De plus, on sait que 0 < u,, < 1, donc

1<n+1—nu, <n+1,
donc

In(n+ 1 — nuy) < In(n+1)
n+1 S on41

0<

Comme lim M

=0, d’apres le théoreme des gendarmes :
n—+oo 141

. In(n+1-nuy,)
lim —mM
n—-+o00 n+1

=0.

Ainsi d’apres la question (7¢) In(u,) converge vers 0, donc u,, tend vers 1, ce qui est absurde
10 =3=05

puisque u, < % pour n > 2. Ainsi il est absurde que ¢ # % donc

SOLUTION DU PROBLEME 8.149

1. f est strictement monotone :
Les fonctions ¢t —— tP et t —— t sont strictement croissantes sur Ry. Comme f est une combinai-
son linéaire a coefficients strictement positifs de ces deux fonctions, elle est elle-méme strictement
croissante. Une autre méthode possible consiste a calculer la dérivée de f et a vérifier qu’elle est

strictement positive.
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Limite de f en +o0 :

On sait que

lim tP =4o0et lim t= +oo.
t—4o0 t—4o0

D’apres | les théoremes usuels de calcul sur les limites | on déduit immédiatement que :

lim P + pt = +o0.
t—+o0

[ est une bijection de R* sur R :
Comme
— f est une fonction dérivable,
— f est strictement croissante,
— f(0) =0 et lim f = 400,
—+o0

. [ est une bijection de R, sur R;.

d’apres le ‘ théoreme de la bijection

. Sens de variation de f~! :

on sait qu’il en est de méme de f~1.

Comme f est ‘strictement croissante,

Montrons que ‘ f~! n’est pas majorée, par I’absurde : ‘ si f~! était majorée par un nombre M € R

on aurait :
Vr € Ry, fﬁl(x) <M.

Comme f est croissante, on en déduirait f(f~1(x)) < f(M), soit :

vxeRJﬂ ng(M),

soit encore ‘ R4 C] — o0, f(M)], ce qui est absurde. ‘

Ainsi comme f~! est une fonction croissante et non majorée, on sait qu’alors :

. -1 _
Eg;f = +00.

Calcul de lim @ :

t——4oo tP
Ona:

f) _ 1

Commep>2onap—121,donc:

lim "' = +o0,
t——+o0

dot
1 p—

lim =0,
t——+oo tP—1

d’out

t—+4oco tP

Remarquons que z —— ffjl/(i) est la composée des trois fonctions y —— ¢/y, t — B o ft

tp
puisque :

Ve _ [N =)
(=) )"
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o . - f®)
1 =1, 1 —
On sait déja que yﬂ oy ) Jm =

théoreme de composition des limites ‘ on déduit donc que

=1etlimf ! =4o0; d’apres le
—+oo

T
e I

4. Signe de ¢(t) —t :
Comme
f1) =p*~ + 1),

on déduit immédiatement que p(t) —t = —a;,{t()t ),

Comme | est strictement croissante on déduit que f’ est strictement positive ; ainsi

‘1e signe de ¢(t) — t est le méme que celui de a — f(¢). ‘ Par ailleurs remarquons que pour t =

fYa)on a

a—f(t)=a—f(f(a) =a—a=0.

En particulier ¢(t) —¢ = 0 pour ¢t = f~!(a), c'est-a-dire | ¢ (f~'(a)) = f~'(a).| De plus f est

strictement croissante, donc ¢t —— a — f(t) est décroissante strictement ; on a donc le tableau de
variation suivant :

t 0 f(a) +0o0

a—fO| S~ 0 N

En particulier on voit que ‘ a — f(t) est positif pour t < f~*(a) et négatif pour t > f~1(a). ‘

5. Calcul de ¢’ et variations de ¢ :
Rappelons la formule de dérivation d’un quotient de deux fonctions dérivables u et v :

(u)’ u'v —uv'

v u2

Pour ¢ on obtient ainsi :

plp— Dt~ x p(tP~1 +1) — ((p — Dt* +a) X p(p — 1)tP—2
(p(tr=1 +1))?
pt?P=2 4 ptP=t — (p — 1)t2P=2 — P2
(p(tr=1 +1))?

Qlt) =

p(p—1)

- p(p — 1)tp_2 p —a
R CaES

p(p — 1)tP—2
(p(tr~' +1))?
t? 4+ pt —a = f(t) — a; d’apres Pétude de signe faite & la question précédente on déduit le signe de
¢’ puis les variations de ¢ :

c'est-a-dire : |¢'(t) = (t* + pt — a). | En particulier voit que ¢'(¢) est du signe de

S

—~
~

~—
S|
~
L

S
~
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6. Existence et unicité de (u,) :

Pour tout ¢ > 0, en divisant le numérateur et le dénominateur de ¢ par t?~! on a :

(p—Dt+ 5=

p(t) = p(1+tp%1)

Comme .
= i =0,

lim — = lim —
t—+too tP—1 t—+too tP—1

on déduit que Emgo = +o00. | Ainsi, d’apres le tableau de variations de ¢ et le théoreme de la
(oo}

bijection @(R.) = [~ (a), ¢]U]f~"(a), oo, soit [o(R ) = [~ (a), +oo

Comme f~! est & valeurs dans R, on a en particulier f~1(a) > 0 d’ott | o(R;) C R,. | Ainsi la

; 81 ug est donné cette suite est

suite définie par récurrence par up+1 = @(un) |est bien définie

alors | unique.
a

(u,) décroit et prend ses valeurs dans [ffl(a), —] :

p

On voit immédiatement que | f~1(a) < ;’—7 puisque, d’apres la question 5, ¢ décroit strictement sur

[0, f~1(a)] avec p(0) = 5 et o(f~(a)) = f~1(a). En particulier on a montré que ug = 2> f(a)

i.e.|ug € [f~(a), 2].

Par ailleurs, d’apres la question 5, ¢ est croissante sur I'intervalle [f~(a), 515 comme o(f~(a)) =
f~H(a) on déduit | ([f~*(a), £]) = [f~(a), ($)].
Par ailleurs, d’apres la question 4, on sait ¢(t) —t < 0 pour t > f~1(a); par exemple pour t = %,

on obtient go(%) < 5, dou o([fY(a), %]) C[fYa), %]

Par conséquent, comme ug € [f~1(a), olet o([f(a), 2l C [f~(a), 51, on déduit immédiatement,

par récurrence sur n, que |la suite (u,) est & valeurs dans [f~!(a), %] D’apres la question 4, on a

donc, pour tout entier n, | ¢(u,) — u, < 0, | puisque u,, € [f~(a), %], ce qui signifie que U471 < U,

c’est & dire que la suite | (u,,) est décroissante. ‘

Majoration de |¢'(t)| :

Pour t € [f~*(a), %] d’apres la question 4, on a f(t) —a > 0 i.e. 0 < t? + pt — a; de plus comme
t < %, onapt<adiept—a <0, dout?+pt—a < tP. On a ainsi montré que pour tout
tefa), slona:

[0<t" +pt—a<t]

—2
pp— 1" oot positif on déduit que :

Comme W

p(p — 1)tr—2

p(p — 1)tP=2 » p—1 (tP—1)2
S p2(tp—1 + 1)2

tp t — < - )
(t" +pt —a) PP+ 1)2 p (tr-1+1)2

c’est-a-dire
p—1 X2
S — 753
p (X +1)?
avec X =t?P~1 > 0. Or, pour X >0, on a

(X +1)2=X?+2X +1> X?
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10.

11.

2
d'olt 437 < 1. Ainsi il vient

Comme ¢'(t) est positif on a |¢/(t)| = ¢'(t) d’out | |¢'(t)] < %1.

Relation entre |u,,; — f~1(a)| et |u, — f~(a)| :
D’aprés la question 8, =1 est un majorant de |¢’(t)| pour tout ¢ € [f~'(a), 515 comme la borne
supérieure est le plus petit des majorants on déduit que :
p—1
sup [ ()] < ——.
telf*(@).5] P

appliquons alors I'inégalité des accroissements finis avec u = u, et v = f~1(a); comme ¢(u,) =
Unt1 et o(f~1(a)) = f~(a), on trouve :

[unt1 — 7M@) < |un — fHa)|  sup ¢'(8)] < p_1 |un — f(a)] -
te[f=1(a),2] p

Convergence et limite de (u,) :

Montrons ‘ par récurrence sur n > 0 ‘ la relation R(n) suivante :

un — £ (a)] < (7%1)” luo — 7 '(a)|.

— R(0) signifie
‘Uo - fﬁl(a)| < |U0 - fYa)| ;
elle est donc vraie, évidemment.
— Si R(n) est vraie, alors, d’apres la question précédente :

. o o n _ n+1
[unt1 — fH(a)] < pTl lun — f71(a)] < pTl (%) lup — [~ (a)| = (%) [up — f~H(a)],

donc R(n + 1) est vraie.
On remarque alors que p — 1 < p, donc p;—l < 1, donc

lim <p—1) —0.
n—-+o0o p

Comme ‘uo — f’l(a)| est une constante, on déduit que dans 'inégalité R(n), le majorant tend vers

0, donc, d’apres le | théoreme d’encadrement : |

- _ 1
ngﬂr_loounff (a).

Application aucas p=2et a=3:

(a) Calcul de f~'(a) :
On a alors f(t) = t? 4 2t. De plus on sait que

ft)=a<t=f"1a).
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La premiere équation s’écrit

t?+2%=a=3<t>+2t—3.

On trouve deux racines réelles t = 1 et t = —3; comme il faut que ¢ € Ry on a finalement
Fla) = 1.
(b) Calcul de ug,uq,...,us etc. :

On a ¢(t) = Qté—ﬁ’) ; on calcule alors :

n 2 3
U 1641 10761681
n 1640 10761680

L
16

- poled ©

i BN =

(52) " [wo - £ (@)

]

(c) Conclusion :
On voit que les valeurs numériques de u,, se reprochent effectivement de 1, tres rapidement.

SOLUTION DU PROBLEME 8.153

1. Développement limité de f a ordre 1 au voisinage de O :
On connait le développement limité de In(1 4 u) & lordre 2 au voisinage de 0 :

u? 5
In(l1+u) = u—?—i—o(u)
d'ott In(1+2z) = 2z -22%+o0(z?)
In(1+ 2
d’oflw—l = 1-2z+o0(x)

Ainsi f admet le développement limité ‘ f(x)=1-2z+o0(x). ‘

2. Dérivabilité et dérivée en O :
D’apres la premiere question, f admet un développement limité & ’ordre 1 en 0 du type :

fl@)=f(0)—2z+o(x).

Ainsi f est dérivable en 0 de dérivée | f'(0) = —2.

3. Dérivabilité et dérivée sur ]—%, —1—00[ :
Pour z = 0, on a montré la dérivabilité et calculé la dérivée a la question précédente. Pour x # 0,
les théoremes généraux sur les composée, quotient et différence de fonctions dérivables indiquent
que f est dérivable de dérivée :

fl($) — 29?11 - ln(l + 2$) .

2

Dot | /() -2 siz=20
oll x) = , .
e

Décroissance stricte de f :
Pour étudier le signe de f’, on introduit la fonction i définie par :

hMz) =2z — (1 + 2z) In(1 + 22).
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Elle est dérivable et on trouve
h'(z) = —21In(1 + 2z).
Le tableaux de variations de h est donc :

x—% 0 —0
n + 0 -

hl-1 7 0 ™ -

On a donc h(z) < 0 (sauf en z = 0). On en déduit que f'(z) est strictement négative si  # 0, et
cela reste vrai en x = 0. Donc ‘ f est strictement décroissante. ‘

4. Tableau de variations de f. :

On sait que la limite quand u tend vers 4+oo de

h‘i“) est 0. Donc pour u = 2z + 1, Pexpression

% tend vers 0, donc en multipliant par 2”;'1 (qui tend vers 2 quand z tend vers +o0) on
trouve : (2 )
n
lim M —1=-1.
Tr——+00 €T
Quand z tend vers —% a droite, par contre, on a
In(2x + 1
lim In(2x 4+ 1) = —oo0, dou lim @+l 1=+4o00.
T——3 z——3

On peut ainsi compléter le tableau de variations de f :

T f% 0 o —00

7 - -

f+oo\1\;\_1

5. Primitives de f :

La fonction f admet des primitives sur | — %, +oo] car elle est continue sur cet intervalle.

6. Equivalent de Flen O :
On sait que, au voisinage de 0 :
fly=140(1).

Comme F(0) =0 et F' = f, on en déduit un développement limité de F :

Fx)=F0)4+xz+o(z)=z+o(x)~z.

7. (a) Inégalités :

On étudie la fonction )

V142t

Elle est définie et dérivable sur | — 1, —1[ de dérivée :

h(t) = In(1 +2t) +

h'(t) = 2 (1— é) :
2t+1 22t + 1

La dérivée h'(t) s’annule et change de signe pour ¢t = fg. On a donc le tableau de variations :
1 3 1
t | —3 —% —3
n — +

h S 21-W2)
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Comme la valeur minimale de h(t) est 2(1—In(2)) > 0, on déduit que h(t) > 0 pour t €]—1, —1]

i.e. | In(1+ 2t) > —ﬁ site]— %,_i[.

On en déduit ainsi :

0< —In(1+2¢) <

1
VIFat

De plus, sur le méme intervalle, on a :

0< ——<4.

|

En multipliant ces deux inégalités on obtient :

0<1n(1+2t)< 4 ’
t V12t

dou | f(t) <
(b) Primitive G :

4 _ _
1+2¢

Comme

4 1
———+1=—-4(14+22)"2 +1,
V14 2z ( )
on a immédiatement une primitive
1+2 2
Ga) = 2 UF2020
~14+1

soit | G(x) = —4v/1 4 22 + x.
(c) Minoration de F(x) :

De la deuxiéme inégalité du (a), pour z < *i’ on déduit :

4

I
—_
.
&

IRCE

1
1

\

+
[N}

_ 1
4
1
- 6(=g) e
. 1 1
d'ou F(z) > F( Z) +G (_Z) - G(x)
1 1
= F( Z) +< 2—1) — (-4V1+ 2z + 2)
> F ! —2V2
- 4
car 41+ 2x > 0 et ———x >0six < —i.
(d) Convergence de F' en —% :
Sur le voisinage | — = f—[ de —=, la fonction ‘ F est croissante et minorée, | par la constante

F (*%) —2V/2, donc elle converge en f% a droite, vers une limite finie L.

8. Majoration de F':
La fonction f décroit et f(3) < —1, donc

1
f(t)<—§

sit > 0.
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On déduit I'inégalité

/;f(t)dt < /;—%dt,

F(z) ~ F(8) < —3(x — ),

soit

d’ou le résultat | F(z) < F(B8) — 3(z — 3).

Comme F(8) — %(m — [3) tend vers —oco quand z tend vers +oo, on en déduit, d’apres le théoréeme

des gendarmes, que | lim F(z) = —o0.
Tr——+00

9. Variations de F' :
On regroupe les renseignements trouvés dans les question précédentes dans le tableau suivant :

x| —% 0 « —00
f |4+ + 1 + 0 — -1

F| L 7 F(a) SN

SOLUTION DU PROBLEME 8.154

1. Continuité de f :

Un quotient et une composée de fonctions continues sont continues, ce qui montre immédiatement
que ‘ f est continue sur R* |. Par ailleurs, au voisinage de 0, on a :

In(l+u) = u+o(u)
In(1+#*) = *+o(t?)
M = tto(t)~t

Ainsi, comme lir% t = 0, on déduit que :
t—

1 2
lim n(1 +t%)
t—0

=0=f(0),

et donc ‘ f est continue en 0. ‘ Comme f est continue sur R, elle est en particulier continue sur tout

segment de R, donc intégrable.

2. Dérivabilité, dérivée et variations de G :
D’apres la relation de Chasles on a :

G(z) = /:2 ft)dt = /:f(t) dt+/1z2 ft)dt = /j f(t) dt+/1z2 f(t)dt = —F(z) + F(2?),

soit| G(x) = F(a?) - F(x)

, ou F est la primitive de f qui s’annule en 1. Comme f est continue sur

R, F est dérivable sur R de dérivée f. La formule précédente indique alors que | G est dérivable
de dérivée :

U

G'(z) = 22F'(2%) — F'(z) = 22f(a?) — f(2).
On déduit ainsi
n z2)? n 2 242 .
G'(a) = 0pmIHGHY) _ In(ta?) _ iln((llixz) ) SizA0ea?£0
2% 0 x f(0%) — f(0)=0 siz=0.
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En particulier, | G est croissante sur [1, 00| ‘ si et seulement si

(1+a)?

>1=
vz 1+ 22

Cela est vrai d’apres :
1<+ 22 < (14232 < (1+2%)?

(14az*)?
1+x2 °

puisque z? < 24 si x > 1. Cela peut aussi étre montré en étudiant la fonction z —

3. Calcul de G(1/x) :

D’apres la définition de G on a

G/z) = /f F(#)dt

On fait le changement de variable u(t) = % (c’est une bijection dérivable & dérivée non nulle sur
tout segment [z, z2] C R* lorsque 2 > 0); on obtient :
1
In(1 + ¢* 1
n(l + )dt = ——ln(l—i——) du
t 2
1
t=— & u=v

2
1
D’ou le résultat | G (—) = —/ —1In (1 + —2) du | par linéarité de I'intégrale.
u
x

4. Encadrement de —G(1/x) :

D’apres la question précédente, on a

~G(1/x) = /: %m (1 + %) du.

Or l'inégalité 0 < In(1 4+ v) < v (qui peut se montrer en étudiant la fonction v —— In(1 +v) —v)
entraine :

d’ou, pour u > 0 :

En particulier, si # > 1, alors < 22, et donc cette inégalité a lieu pour tout u € [z,2?%]. Par
positivité de l'intégrale on obtient :

2 2

2
/ Odug/ —ln<1+—2) dug/ —Sdu.
- . U U . U
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Une primitive de la fonction nulle est 0; une primitive de la fonction u —— u—13 est u —> — 5t

2uz2
d’ott
31'2 31'2
1 1 1 1
/x “ ¢ /x us 2(x2)3 ( 2933) 223
7 . 1 1 N 2 2
On en déduit [0 < -G | — | < EyE Dans le cas ou z €]0,1[ on a 0 < ¢ < z, et pour u € [z°, z]
x x

on a toujours l'encadrement (x); en intégrant on obtient alors :

5. Primitive de h :
On remarque que

Ainsi ‘ h admet pour primitive ¢ — (Int)? ‘

Relation entre G(z) et G(1/x) :
Ona:

In(1+#2) In(1+)—In2+ne2 (L) +mez 1 1 In(#2
n(:) n{ + )t“ +o :n(t22+n —1n<1+—>+n( ).

On déduit, par linéarité de l'intégrale :

G(x) — /x Mdt

Il
H\a
~+ | =
=3
7N
—
+
Bl =
N——
QL
=~
+
H\a

=3

+ |

o

S~—
QL
=~

= —G(1/z)+ (In(z?)
= —G(1/z)+ (2mz)? - (Inz)? = —~G(1/z) + 3(Inx)?

On a bien |G(z) = -G <i) + 3(Inxz)?.

Limite de G(z) :

L’encadrement de G(1/x) obtenu & la question 4, combiné avec la relation précédente donne

1
immédiatement |3(Inz)? < G(z) < 3(Inx)? + pyL Cet encadrement est vrai sur ]0,4oo[ qui
x

est un voisinage de 400, et de plus les deux bornes tendent vers +oo. On déduit donc que

‘G tend vers +o00 en +oo. ‘

SOLUTION DU PROBLEME 8.157
1. Définition de f :
(a) Continuité de ¢ :
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Il est clair que | § est continue sur R* |, puisque In et les polynémes X et X2+ 1 sont continus,
ainsi que la composée et le quotient de deux fonctions continues. En 0 on a :

In(1 +2%) ~2® (dapres In(1+u) ~ u et lim2? = 0).

u—0 z—0

Donc

donc

Ainsi | J est aussi continue en 0 |

Définition de ¢, G et f :

Comme la fonction § est continue, elle admet bien des primitives sur R, par exemple celle qui
s’annule en 0, noté ¢. Comme § est continue, d’apres les théoremes de calcul sur les fonctions
continues, il en est de méme de g sur R*, donc g admet des primitives sur R’} , par exemple
celle qui s’annule en 1, noté GG. La fonction f est bien définie sur R* car ¢ 'est.

2. Comportement de f au voisinage de O :

(a)

Développement limité de 6 a ordre 3 en O :

On a:
1
T a = l—u+o(u) enu=0
u? 5
donc In(1+wu) = u—?—i—o(u)
4
donc In(1+42?%) = xQ—%—i—o(x‘l) enz=0
23
donc §(z) = x—7+0(x3) enz=0

Soit [§(x) =z — ””2—3+o(:c3) .

Développement limité de ¢ a ’ordre 4 en O :

Comme 6 admet un développement limité a lordre 3 en 0, sa primitive ¢ admet le

développement limité :
22 2zt 4
pla) = 9l0) + 5 — T o o),

soit | () = ”2—2 - % +o ()|

Prolongement par continuité de f en O :
D’apres la question précédente, en 0, on a :

[V

T
8

(SIS

On voit ainsi que f se prolonge par continuité en 0, en prenant | f(0) =

Dérivabilité et dérivée de f en O :
L’existence d’un développement limité en zéro a l'ordre 1 en 0 indique que f est dérivable en
zéro, et la dérivée est donnée par le coefficient du terme de degré 1, & savoir | f/(0) =0 |.
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3. Etude des variations de f:

(a)

Inégalité (1) :

269

Comme la fonction In est strictement croissante, pour « > 0, on a In(1 + z) > In(1) = 0, soit

0 < In(1 + z) | Par ailleurs, soit la fonction « définie par :
alz) =In(l+z) — .

La fonction « est définie et dérivable sur Ry. On calcule :

1 T
"(z) = —1=- <0siaz>0.
o (x) P 1 six

Ainsi « est strictement décroissante sur Ry d’ol, pour tout > 0 :

a(z) < a(0) =0,

soit |In(1+z) < z|
Inégalité (2) :
Pour x > 0, comme 1+ 2% > 0 et 22 > 0, leur quotient est strictement positif, soit

Par ailleurs, soit la fonction 3 définie par :

2
B(z) = In(1 4 2?) —

x
1422
La fonction 3 est définie et dérivable sur R;. On calcule :

2z 2¢(1 4 2?) — 22(2z)\  22°
1+x2< (1+22)2 >(1+x2)

B ()

2>Osiac>0.

Ainsi 3 est strictement croissante sur R d’oli, pour tout > 0 :

B(x) > 5(0) =0,

soit | 125 < In(1+2?) |

Inégalité (3) :

Soit la fonction a définie par :

a(z) = 2¢(x) — 22

La fonction a est définie et dérivable sur R;. On calcule :
In(1 2\ _ .2
o (@) = 26(@) — 20— 220N 2
x
En mettant 22 > 0 & la place de = dans I'inégalité (1), on a

0 <In(1+2?) < 2?,

0<

1+x2 |

d’ott @’(x) < 0. Ainsi a est strictement décroissante sur R4 d’ou1, pour tout « > 0 :

a(x) < a(0) = 2¢p(0) —0 =0,

soit | 2¢p(x) < x? | Par ailleurs, soit la fonction b définie par :

b(z) = 2¢(x) — In(1 4 2?).
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La fonction b est définie et dérivable sur Ry. On calcule :

V(@) = 20(z) — —% §<ln(1+932) v’ >

14 22 14 22

d’ott ¥'(z) > 0 pour & > 0, d’apres U'inégalité (2). Ainsi b est strictement croissante sur R
d’ou, pour tout > 0 :

b(x) > b(0) = 2¢(0) — 0 = 0,

soit ‘1n(1 + 22) < 2¢(z) ‘

Encadrement de ¢(1) :

L’inégalité (3) appliquée avec = 1 donne

In2 < 2p(1) <1,

soit | 122 < (1) < 1|,

(c) Symétrie de f :
Remarquons tout d’abord que f est paire. En effet la fonction § est impaire puisque :
In(1 + (—x)? In(1 + 22
Sy B CaP) e

(—x) x

On en déduit que la primitive de § nulle en 0 est paire, i.e. . Et donc, pour z # 0 :

Ainsi . On peut donc restreindre 1’étude a R..
(d) Variations de f :
Pour x >0 on a:

flo) = 2%y (z) — 22p(x)

4
226(z) — 2xp(7)
o4
In(1 + 22) — 2p(z)
3

)

d’ou f'(z) < 0 d’apres l'inégalité (3). Ainsi f est décroissante sur R . En utilisant la parité,

on en déduit le ‘ tableau de variations de f ‘ :

T | —oo 0 +00
7 + 0 -
f 0 / % \ 0

4. Comportement de f en +oo :

1
(a) Encadrement 0 < g(7) < — :
x
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(d)

Pour tout x >0 on a:

2Inx

o@) = o) -2
In(1+2%) 2z
- T x

1+ 22

ln( > )

1
Par ailleurs, |'inégalité (1) | ot on a remplacé z par — > 0 donne :
x

1 1
0<1n<1+ﬁ)<ﬁ'

D’apres le calcul précédent, en divisant par = > 0, on en déduit bien que :

1
0<g(z) < el

Croissance de G :
La fonction G est dérivable sur R* et, d’aprés la question précédente, on a :

G'(z) = g(z) > 0.

Donc, d’apres le principe de Lagrange, G est strictement croissante sur R? .

GG est majorée :
Soit la fonction H définie par :

1 1
— 1)+ ===
C) + gy GO 45 =3,
soit :
11 1
Gz) < = — — < =.
(@) <5 -5253

Ainsi, au voisinage de +o0o (plus précisément sur [1, +o0o[) on a | G(z) <

|~

Convergence de G en +oc :

D’apres les deux questions précédentes, G est croissante et majorée, donc G converge,

‘ d’apres le théoréme de la limite monotone. ‘
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(e) Relation ¢(z) = (Inz)? + G(x) + ¢(1). :

Pour tout x > 0, on a :

G(z) = /jg(t)dt

= / dt,/ wdt

— vl e~ [ @dt
donc p(z) = G(z) +/1 md?f—l- ©(1)
Comme
%mx =
on reconnalit que :
T —(Inz)? = Q%mx x (Inz)?1 = 21;1:8,

donc olut
/ 200 gt = (Inz)?> — (In1)? = (Inx)?,

et finalement ‘gp(x) = (Inz)? + G(z) + ¢(1) ‘
(f) Limite de f en +o0 :

D’apres la question précédente, pour tout = > 0, on a :

fla) = <1n—m>2 L G@) + o)

D’apres la question 4(d), Comme G(x) converge en +00, on a :

L G +e(1)

5 = 0.
Tr——+00 €T

Dou:| lim f=0.

T— 00

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 273

Solutions des exercices du chapitre 9

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.7

1 2
Le calcul montre que les droites (D;) et (D2) se coupe en un unique point M <§, §> Les trois

droites sont concourantes si et seulement si M € (Ds3), ce qui ne se produit que lorsque |a = —

1
5"

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.8

ab ab
Les droites se coupent en un seul point | B (| ——, —— | | si et seulement si‘ a#betaz#—b. ‘Alors
a+b a+b

la droite (AB) a pour équation cartésienne :

‘fb2:£+a2yf ab(a —b) = 0.‘

Si a = b les deux droites sont égales; si a = —b les deux droites sont paralleles et disjointes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.9

On trouve :

_ 0
A((l Ok)xo), B(k_l ) ot _£+k—y+1—k::0(D).
v 0 xo Yo

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.10

1. Intersection des droites (D;) et (Dy) :
Ona:
T2 -2 =0

M(z,y) € (D1)N(D2) & Sr=6ety=—-2
(z.4) € (D1) N (D2) {2x+5y_2 o r=6ety

Les droites (D;) et (D) se coupent donc en un unique point ‘ I de coordonnées (6, —2). ‘

2. Toute droite (D,,) passe par [ :

Pour tout m € R, le calcul donne :
mx6+(3m—1)x(-2)—2=0.

Donc les coordonnées du point I vérifient 'équation cartésienne de (D,,) d.e. | I € (D,,)

3. Les droites (4,,) sont concourantes en J :

1
Les droites Ag et Ay d’équations y —1 = 0 et 3z — 1 = 0 se coupent en un unique point | J (—, 1) .

Pour tout m € R le calcul donne :

1
Bmx g+ (1—m)x1-1=0,
Donc les coordonnées du point J vérifient I’équation cartésienne de (A,,) i.e. | I € (Dy,), | pour tout

m.

4. Droite commune aux deux familles de droites (D,,)ncr €t (Ay)mer :
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Si une telle droite existe, d’apres les questions 2 et 3, elle passe par les points I et J, donc c’est la
droite (I.J).Connaissant les coordonnées des points I et J on calcule une équation cartésienne de
la droite (I.J) & savoir :

|92 +17y —20=0. |

Comme deux droites sont égales si et seulement si leurs équations cartésiennes sont proportionnelles
on a : 9
(IJ)=(Dp) <& (3t eR, (m3m—1,-2)=1%(9,17,-20) & m = —.

(IJ) = (Ap) < (Bt €R, (3m,1—m,—1) = (9,17, —20) = —.

Ainsion a|(IJ)=(Ds)= (A

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.12

Les droites (D) et (D’) sont paralleles si et seulement si [m € {3,—3}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.13

A G B
1. Coordonnées des points A, B,C,D,E,F,G,H, P :

On trouve immédiatement

| 4(0,0) ; B(1,0) ; C(1,1) ; D(0,1) ; E(0,90) ; F(1,30) 5 G(x0,0) ; H(zo, 1) ; P(wo,y0)-|

2. Condition sur zj et vy :
La condition imposée a P est de ne pas étre sur la droite (BD). D’apres les valeurs des coordonnées
de B et D on peut calculer ’équation cartésienne de la droite (BD). On trouve :

|(BD):z+y—1=0]

La condition est donc : | xg + yo # 1.

3. Equation paramétrique de (GF) :

—
La droite (GF) passe par G(zo,0) et est dirigée par le vecteur GF = (1 — zg,y0). On a donc une
équation paramétrique de la forme :

(GF) : x=xo+ M1 — x) \eR
Y= Yo
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4. Equation cartésienne de (AC) :
Les équations de droite du plan sont de la forme axz + by + ¢ = 0. Les conditions A € (AC) et
C € (AC) imposent :
c=0
a+b+c=0

La droite 5AC) a donc pour équation, par exemple :

5. Equations cartésiennes et paramétriques de (EH) :

La droite (EH) passe par E(0,yo) et est dirigée par le vecteur EH = (20,1 — yo). On a donc une
équation paramétrique de la forme :

(BH): %720 AER
y =190+ A(1 — o)

Comme EH = (20,1 — yo) est un vecteur directeur de (EH) on a une équation cartésienne de la
forme :
(1 —yo)xr — zoy +¢c =0,

ol ¢ est une constante & déterminer. Comme E appartient & (EH) on déduit : —zoyo + ¢ = 0,
soit ¢ = zgyop. Donc finalement la droite (EH) a pour équation cartésienne :

[(EH) : (1—yo)x — zoy + woyo = 0. |

6. Intersection des droites (GF) et (AC) :

Ona:
x=x0+ N1 —x0)

M(z,y) € (GF)N(AC) & INER, Sy = Ay
r—y=20

Alorsona:zo+ A1l —x0) =xz=y = \yo

d’out : A(zg + yo — 1) = xp. Comme ‘on a imposé xg + yo — 1 # 0 (cf. question 2) ‘ il y a donc un

Zo
zo+yo—1

seul point d’intersection M de coordonnées : x =y = 1o. En résumé :

. ZoYo ZoYo
(GF)Nn(AC)={M} avecM(zOerol,xOerol).

7. Conclusion :
Les trois droites (EH), (FG) et (AC) sont concourantes si et seulement si ‘ M appartient a (EH). ‘
II suffit donc de vérifier si les coordonnées du point M trouvé a la question 6 satisfont a ’équation
de la droite (EH) trouvée & la question 5 :

T0Yo ZoYo
1—yo)z — 20y + 2 = (1- — | 2| ——— | + 2
(1 —wo) oY + ToYo ( yO)(ﬂCo+y01) 0<m0+y01) 0Yo
ToYo
= (1—yo—= — |+
( Yo 0) (x0+y01) 0Yo

= —xoyo + Toyo =0

Donc | les trois droites sont bien concourantes. |
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SOLUTION DE L’EXERCICE 9.15

2. Ona:
(o~ (=824 — (- )(2D)
o = Q2048 - (-1 U (Y2
L+ 27 _ ol
- T (1+2)2
(1 412)2 B 7*(t2+2*\/5)(t2+2+\/5)
- (1 + )2
D’ou :
I —VV5 -2 0 VG -2 2
2'(t) + 0 —
y'(®) - 0 ¥ 0 -
o) | -2 — TN ~ -3
b | F N P at ~ o

Remarque : les fonctions x et y sont respectivement paire et impaire.

— T
-0.6 -0.4 -0.2

024

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.17

Les vecteurs ne sont jamais colinéaires car leur produit vectoriel n’est pas nul, pour tout m.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 9.21
1. Equation cartésienne du plan (ABC) : —4x + 2y + 15z — 28 = 0.

1
2. Le plan (ABC) passe par D si et seulement si m = 1

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.25

Sim =3,ona: (D) C (P). Sinon le plan et la droite se coupent en un seul point.

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.26

Le systeme d’équation est celui de l'intersection de deux plans dans 'espace (équations de la forme
ax + by + cz +d = 0) qui ne sont pas paralleles (puisque les équations aX + bY + ¢Z = 0 de leurs
directions ne sont pas proportionnelles) ; c’est donc une droite. On a de plus :

T r—y+3z—6=0
M|y |eD@nP)edr—3y—62—4=0 <& [calculs] & (z,y,2) =(1,-2,1).
z 22 —y+2-5=0
1
Donc la droite (D) coupe le plan (P) en un unique point qui est le point M | —2
1

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.31

L’intersection de ces deux plans est formée des points M (z,y, z) tels que (z,y, z) vérifie chacune des
deux équations cartésienne i.e. soit solution du systeme d’équations linéaires suivant :

r+y+z = 1 Ly y+z+x = 1 Iy
z+a’y+a?z = a Lo (1-a?)x = a—a®? Ly—ad%l,

Ainsi trois situations sont possibles :

1. Si1l—a? # 0 : alors on a un systéme échelonné dont 1’ensemble des solutions peut étre paramétré
par une inconnue, par exemple :

a—a
r = -2
— 2
1 a a_a2 7y€]Ra
z = 1—x—y:1—1ia2—y
ce qui s’écrit aussi :
a— a?
o
1—a?
It € R, y = t
2
a—a
z = l—-z—y=1- —
4 1—a?

On reconnait alors 1’équation paramétrique de la |droite (D)| passant par le point

1—a2’ "’ 1—a?

2. Sia=1:le systeme obtenu s’écrit :

_ g2 42
A (u 0,1 u) et dirigée par le vecteur o = (0,1, —1).

1 L
{y—i—z—i—x ! Sy+z+ax=1

0 = 0 Ly—ad’Ly

L’intersection de (P;) et (P2) est donc (Py),

et d’ailleurs (P;) = (Py).
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3. Sia = —1: le systéme obtenu s’écrit :

y+z+x = 1 I,
0 = 2 LQ_G/QLI

et ne possede donc pas de solution. Ainsi ‘ (Py) et (P;) ne se coupent pas |; il sont paralléles, ce qui

se voyait aussi deés le départ car les équations de (Py) et (P2) sont :

z+y+z—1=0etz+y+2+1=0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.32

1. Equation cartésienne de (P) :
Le plan (P) passe par A et est dirigé par les vecteurs :

— —
AB = (2,2,5) et AC = (1,1,—1).

Il admet donc le paramétrage suivant :

r = 1+2t+s Iy
= 242 +s Lo s,tc R
z = bt—s Lj

Apres un pivot de Gauss ceci donne :

xr = 1+2t+8 L1
y—x = 1 Lo—14

L’équation de cartésienne de (P) est donc

2. Equation paramétrique de (DE) :

La droite (DE) passe par D et est dirigé par le vecteur suivant, non nul pour tout valeur de m :
P
DE = (m —4,2,-3).

Elle admet donc le paramétrage suivant :

x = 44+ (m—4)t
= 342t teR
z = 6-3t

3. Calcul de (P)N (DE) :

Un point M de coordonnées (z,vy, z) appartient & I'intersection (P) N (DE) si et seulement s’il
existe t € R tel que

x = 4+ (m—4) x = 4+ (m—4)

y = 3+2t N y = 3+2t

z = 6-3t z = 6-3t
y—x = 1 B+2t)—(d+(m—4)) = 1
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x 44 (m—4)t
= 3+2t
= 4 +
z = 6-3t
t(6 —m) 2
On voit que deux cas se présentent :
—|Sim#6 il existe wune solution ¢ = ﬁ si et seulement si
T = 4+ (m—4)5E =12
v = 3+ ghy = i
6 30-6
z 6 — 6—m Gfmm
Ainsi intersection | (P) N (DE) comporte un seul point M ‘ dont les coordonnées sont celles

données ci-dessus.
- : il n’existe pas de solution au systéme. Cela correspond au fait que le plan (P) et la

lintersection (P) N (DE) est vide. ‘

droite (DE) sont disjoints (et donc paralleles);

. Equation du plan (P'") paralléle a (P) et passant par D :

D’apres 1’équation cartésienne de (P), la direction commune de (P) et (P’) est
{(X,V,2)eR’ |Y - X =0}
Ainsi (P’) a une équation de la forme
y—xz+d=0,

ol d est une constante réelle. On détermine d avec la condition D € (P’). On trouve : |y —z = —1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.33

1. Les points A, B et C ne sont pas alignés :
— —
Il suffit de vérifier que les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, ce qui est le cas puisque

—

AB = (1,-2,1) et AC = (1,—4,3).

2. Equation cartésienne du plan (P) :
C’est une équation du type

ax + by + cz+d =0 avec (a,b,c) # (0,0,0).

Les conditions A, B, C' € (P) donnent alors le systéme linéaire :

b—c+d = 0
a—b+d = 0
a—3b+2c 0

En résolvant par la méthode du pivot de Gauss on obtient a = b = c et d = 0. Ainsi le plan (P) a

pour équation
r+y+2z2=0

3. Appartenance de U a P
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On sait que la direction d’un plan d’équation ax + by + cz + d = est le plan vectoriel d’équation
—
aX +bY +cZ = 0; ainsi P a pour équation X +Y + Z = 0. On voit facilement alors que les
—
coordonnées de u ne vérifient pas 1’équation de P puisque :

-)+@0)+(-1)=-1#0.

—e
Ainsi | le vecteur @ n’appartient pas & P.|On en déduit en particulier que toute droite dirigée par

U est sécante au plan (P).

. Calcul de (2/,y/,2') en fonction de =,y et 2. :

La droite passant par M de coordonnées (x,y, z) et dirigée par le vecteur = (—1,1,—1) admet
pour paramétrage :

= z-A\
Yy = y+A AeR
Z o= z-=A

Elle coupe donc le plan (P) d’équation o’ + 3’ + 2’ = 0 au point paramétré par A tel que
(=N +y+N)+(z=-X)=0

i.e. A\=2x 4y + z c’est-a-dire le point de coordonnées

¥ = z—(x4+y+z)=-y—=z2
Y = ytltytz)=r+2y+z
2= z—(xt+y+z)=—x—y

Onadonc‘(x',y',z') = (—y—z,x+2y+z,—x—y).‘
Matrice M :

C’est une conséquence directe du résultat de la question précédente. On trouve :

0 -1 -1
M = 1 2 1
-1 -1 0
Calcul de M" :
On calcule (a la main ou & la machine) :
0o -1 -1 0o -1 -1 0o -1 -1
M?*=MM = 1 2 1 1 2 1 = 1 2 1 =M.
-1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 0

Plus généralement, montrons | par récurrence sur n, | & partir de n = 1 la relation R(n) suivante :

M"=M

~ R(1) est évidemment vraie puisqu’elle signifie M = M.

~ R(2) signifie M? = M ; elle est donc vraie d’apres le calcul fait juste avant.

— Montrons R(n) = R(n + 1), c’est-a-dire que 'on suppose que R(n) est vraie et 'on montre
qualors R(n + 1) est vraie aussi. On a :

M = MM
= MM (d’aprés R(n))
= M (d’apres R(2)).

En conclusion :

M°=IyetVn>1, M" = M.|
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SOLUTION DE L’EXERCICE 9.52

Comme A est le centre du cercle (C) c’est aussi le milieu du segment BC i.e. : BA = AC. Alors on

a:
— P —>
BM L MC & <BM’ ¢y=0
— oo
& <BA + AM MA + AC> = d’apres la relation de Chasles
& <A—C>' + AM|AC - AM> =0 d’apres la remarque du début

& Me(C)
Cette démonstration reste valable pour une sphere dans ’espace.
SOLUTION DE L’EXERCICE 9.55

1. Le vecteur (1,1,1) est orthogonal au plan. Ainsi la droite orthogonale & (P) passant par M est
paramétrée par :

r=x9+t
y=yo+t teR
z=2zy+t

Cette droite rencontre le plan (P) au point de parametre ¢ tel que xo + yo + 20 + 3t = 0. Donc @
a pour coordonnées

Zo + Yo + 2o To + Yo + 2o To + Yo + 2o
To — » Yo — y 20 —
3 3 3
2. Le plan rencontre la sphére de centre M et de rayon r = ||PQ)|| en un seul point, donc il lui est

tangent. Le rayon recherché est donc :

rT+y+z

5| V3

—
r=|lPQIl =

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.56

1. Equation du cercle C):a?+y? -z —y=0.

14+a—>b
2. Projeté orthogonal de M sur la droite (AB) : P ( 1244 )
2

3. Les projetés orthogonaux sont Q(a,0) R(0,b) et P et sont alignés si et seulement si les vecteurs
l1—a—b
QTP) = < 1-244 ) et @)% = (—a,b) sont colinéaires, soit d’apres la proposition 9.1.9 :
2
l—a-10 l—a+0d

X b —— = % (—a) =0

soit, apres calcul :
a4+ —a—-b=0,

soit M € (C), d’apres la question 1.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 9.61

1. Dessin :

F(M) X

2. Calcul de f(t) :
Le point (f(t),g(t)) est la projection orthogonale de M sur (D) ; c’est donc l'intersection de (D)
et de la droite orthogonale & (D) passant par M. Comme ’équation de (D) est 2z —y+ 1 =0, un
vecteur orthogonal & (D) est (2, —1); la droite orthogonale a (D) issue de M de coordonnées (¢, 0)
a donc pour paramétrage :
{:ct+2)\, R

y=-—A

L’intersection cette droite et de (D) est donc le point (x,y) = (f(t),g(t)) = (t + 2\, =) tel que A
vérifie : -
t
2(t+2>\)—(—>\)—1=0<:>5)\:—2t—1<:>)\:—T+.

On déduit alors que :

(F(6),9(8)) = (t 2 (_ﬁ) %) |

En particulier | f(t) =

(SN

(SN

3. Calcul de z,, :
La suite (x,,) est définie par la relation de récurrence suivante :

o = 1
Tn+1 = f(xn)

Compte-tenu du calcul de f on voit que (z,,) est une suite arithmético-géométrique; on sait donc
(cours) calculer son terme général en fonction de n. Tous calculs faits on trouve

1 1
T = —(x0+ =) —

— 3 J—
~5n 2

1
2x5n 2

N =

4. La distance de M, a (D) tend vers O :
On sait que, dans le plan, la distance du point N de coordonnées (zg, yo) & la droite (D) d’équation
ax + by 4+ ¢ =0 vaut :

_axo + byo + ¢
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Dans le cas présent on a donc :

d(My, (D)) = % - (53) .

Comme la suite (51) tend vers 0 quand n tend vers +oo, on déduit que

la distance de M, a (D) tend vers 0. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.73
On trouve les résultats suivants :
L’intersection de (P) et (D) est le point de coordonnées (2,2, 0)
Le plan (IT) a pour équation 2y + z — 4 = 0.
My est le point trouvé a la question 1 (& justifier rigoureusement).

Le vecteur recherché est u = (1,0,0).

A e

Le plan (P’) a pour équation  — 2 = 0.
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Solutions des exercices du chapitre 10

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.1

1. libre. 6. liée. 12. libre (famille canonique).
2. liée. 7. libre. 13. lice.

3. liée. 8. liée. )

4. libre. 9. lide. 14. lice.

5. liée. 10. liée. 15. libre.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.2

1. libre si et seulement si m ¢ {/3,—v/3}. 6. libre si et seulement si m ¢ {1,2}.

2. libre si et seulement si m ¢ {3,1}.

5. libre si et seulement si m ¢ {1, —2}. 7. libre si et seulement si m ¢ {—1,0,1}.
SOLUTION DE L’EXERCICE 10.3

1. libre (sous-famille d’une famille libre). premiers).

2. libre. 5. libre.

3. libre. 6. libre.

. 1 1
4. liée (le dernier vecteur est somme des deux 8. lide (u—v+w = §(u+v—w)+§(u—3v+3w)).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.4

Par labsurde si u A v = ru + sv (cf. proposition 10.1.8, n°2), alors on a :

lurvl|* = (uAvjuAv)

(u A v|ru+ sv)

r{uAvlu)+ s (uAv|v) (le produit scalaire est bilinéaire)
0 caru luAvetv LuAv

Donc u A v =0 c¢’est-a-dire que u, v sont liés (cf. proposition 9.1.9) ce qui est absurde.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.6

1. génératrice.

2. engendre la droite vectorielle de R? d’équation —5z + 3y = 0.
3. engendre la droite vectorielle de R? d’équation —x + 3y = 0.
4. engendre la droite vectorielle de R? d’équation —x + 3y = 0.
5. engendre la droite vectorielle de R? d’équation —x + y = 0.
6. engendre ’ensemble & un point (0,0), d’équation z =y = 0.
7. génératrice.

8. génératrice.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.8
On trouve que : (a,b,c¢,d) € vect((1,2,3,4), (0,1,2,3), (0,0,1,2)) = b+d—2c=0.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 10.10
1. u=(2,1,3)—2(1,1,0) € F.
2. u=(1,-2,0,3)+ 3(2,3,0,—1) — 2(2,-1,2,1) € F.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.11

ueF s m=1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.12

Le vecteur 3j2%e3 appartient & I’espace engendré par vy, vy et v3 si et seulement s'il existe x,y, z € C
tels que
Tvy + vy + 2v3 = 35%e3.  (S)

Cette derniere équation équivaut aussi a :
w(er + ez +e3) +yler + jea + j7e3) + z(e1 + j7ea + jez) = 3573

S (z+y+2)er+ (@ +jy+5°2)es + (x+ %y + jz)es = 3j%es.

Comme (e1, €2, e3) est une famille libre cela équivaut encore au systeme :

r+y+z =0 I, r+y+z =0 L
z+jy+j2z =0 Lo e G-Dy+G* -1z =0 Ly—L; — Ly
z+j2y+jz =352 Ls (2=Dy+(G—1)z =352 L3— L — L3

Comme j2 —1=(j —1)(j +1) et que j — 1 # 0 on simplifie les deux dernieres lignes par j — 1 :

z+y+z =0 Iy r+y+=z =0 I
. ;2 . ;2 .
G+Dy+z =75 Ly 1-G+1Yz =25 Ly—(+1)L
On remarque alors que j + 1 = —j2 puisque, d’apres la formule de sommation des termes d’une suite
géométrique :
227 3
s 1ot 1o (%)
1+5+9°= = =0.
L S R

On déduit :

L=+ =1- (=" =1-j"=1-j#0.
Ainsi le systeme est de cramer et il a bien une solution z,y, z € C — et une seule en fait.

Remarque : si on termine les calculs on trouve plus précisément que 3j%e3 = j2v; + va + jvs.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.13

1. Les vecteurs e, e2 ne sont pas proportionnels a 1’ceil nu.

2. Pour tout A\, u € K le vecteur Aey + pes est de la forme (x,*,,0); comme es n’est pas de cette
forme on en déduit que ez ¢ vect(ey,e2). D’apres la proposition 10.1.8, n°2, on en déduit que la
famille ey, eo, e3 est libre.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.14

Non, prendre par exemple dans R? la famille & p = 1 vecteurs donnée par : e; = (1,0) et les vecteurs

fi=fa=(1,1).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 10.16
Pour tout (z,y, 2), (z/,y',2') € K® et tout s,t € K, on a :

g(s(z,y,2) +t(z',y',2))

= g(sz+tx' sy +ty, sz +1t2) d’apres la définition des opérations dans K3
= [f(sz+ta',sy+ty,sz+t2') +2(sw + tz') + (sy + ty), f(2(sx + tx'), sz + t2',0)] + [sz + tz’, sz + t2']

d’apres la définition de g

= [f(s(my,2) + (2,0, 2) + 2w +y) + (22 +1/), f(5(22, 2,0) + (227, 2/, 0))] + 5

= [sf(z,y,2) +tf(2", v, 2") +s2x +y) +t(22" +¥), sf(2x,2,0) + tf(22',2,0))] + s [z, 2] + t[2, 2]

d’apres la linéarité de f

= slf(z,y,2) + Qe +y), f22,2,0)] +t[f(@', ¢, 2) + (22" + 1), f (22,2, 0)] + s [z, 2] + t [/, ]

= sg(:c,y,z)thg(x’,y’,z’)

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.18

Il faut que f(0,0,0) = (0,0,0), soit Inversement, lorsque m = 0 on peut vérifier facilement

que f est linéaire.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.19

Meéme idée que dans l’exercice 10.18, mais avec un peu plus de calcul pour trouver les m,n qui

conviennent.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.20

1

Mat(f) = 1

w o N
w o N

2
SOLUTION DE L’EXERCICE 10.21

Mat(f)<f (1) _01>

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.22

a+3 b+1 c
Mat(g)( 20 0 b+1>

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.23
Mat(g) =

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.24

flx,y,2) = (x+y+z,2+yy+2).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.26

L’application f est injective mais non surjective.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 10.27

Pour tout a,b,c,z,y,z € Kon a:
f(z,y,2) = (a,b,c) & [caleuls] & (z,y, z) = (=b,3a — 2¢, 3¢ — 4a),

donc f est bijective et f~! est donnée par :

f~Ya,b,c) = (—=b,3a — 2¢, 3¢ — 4a).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.28

L’application f est bijective si et seulement si m # —1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.29

L’application f est bijective car sa matrice est inversible (par le calcul).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.30
fYa,b,¢) = (a—c,c+b—a,a—b).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.31

1. Par le calcul (un certain systeme est de Cramer).

2. (1+14,2,i) = (7i — 8)a+ (3 — 3i)b+ (11 — 6i)c.
SOLUTION DE L’EXERCICE 10.33

2. (z,y,2) = (a—b,b—c,c).

3. L’ensemble de vecteurs recherché est ’espace engendré par le vecteur 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.34

2. w=3u—w.
3. On trouve que nécessairement f(a,b) = (a + b, b) et réciproquement cela convient.

4. On trouve a = 4.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.38

1. Utiliser la bilinéarité du produit scalaire.

1 2 1 =2
2. A= 3 1 2 2
-2 2 -1

3. Parle calcul on a : A% =1,

4. donc fo f=1d.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.40

287

Soient A et B les matrices de ¢ et 9. La relation g o1 = Id signifie que AB = I. D’apres le corollaire
3.3.17 on sait que cela signifie que A et B sont inversibles et inverses I'une de I'autre; en particulier on

a: BA = 1. Par conséquent on a o p =1d.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 10.41

On a u € ker f si et seulement si f(u) = 0. Par ailleurs la relation f2 = f +Id donne :

f(f(w) = f(u) + .

Alnsi, si u € ker f, alors u = 0; par conséquent on a ker f = {0} ; donc f est injective. Comme f est un
endomorphisme, cela signifie que f est bijective i.e. un automorphisme.

Autre méthode : compte-tenu de la linéarité de f la relation f2 = f + Id s’écrit aussi fo (f —Id) = Id
ou (f—Id)o f =1d. Ainsi f est bijective, de réciproque f —Id.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.42

1.

est un sous-espace vectoriel (droite vectorielle) ;

2. n’est pas un sous-espace vectoriel (ne contient pas le vecteur nul (0,0));

est un sous-espace vectoriel (droite vectorielle d’équation © — y = 0; c’est aussi 'espace engendré
par le vecteur (1,1));

4. n’est pas un sous-espace vectoriel (ne contient pas le vecteur nul (0,0));

5. n’est pas un sous-espace vectoriel (non stable par somme

6.

1,1+ 1,-1) & {(z,y) €R? | |z = [y] });

1
n’est pas un sous-espace vectoriel (non stable par produit par un scalaire réel : 5(1, 1) ¢ Z2).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.43

&

1. est un sous-espace vectoriel (plan vectoriel) ;

2. n’est pas un sous-espace vectoriel (ne contient pas le vecteur nul (0,0));
3.
4
5

est un sous-espace vectoriel (plan vectoriel) ;

. n’est pas un sous-espace vectoriel (non stable par produit par un scalaire strictement négatif)

. n’est pas un sous-espace vectoriel (non stable par somme) ; item est un sous-espace vectoriel (droite

vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,1));
est un sous-espace vectoriel (plan vectoriel) ;

n'est pas un sous-espace vectoriel (non stable par somme : (0,1,1) + (1,0,1) ¢
{(z,9,2) eR® |2y =0});

8. est un sous-espace vectoriel (plan vectoriel) ;

9. n'est pas un sous-espace vectoriel (non stable par somme : (1,1,1) + (2,4,0) ¢

10.

11.

{(@y.2)eR?[y=2});
est un sous-espace vectoriel (plan vectoriel), car :

(x+y+1)?—(z—y)? —doy — 1 =2z +2y;

n’est pas un sous-espace vectoriel (non stable par somme);

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.44

1.

2.

Si un tel plan P existe, il contient nécessairement tous les vecteurs u,,, pour tout m € R. Or :

Um = (2m+1,—m+3,3m —2) =m(2,-1,3) + (1,3, —-2) € vect((2, -1, 3), (1,3, —-2)).

Donc il suffit de prendre ‘ P =vect((2,—-1,3),(1,3,-2)). ‘

NON, la droite vectorielle dirigée par le vecteur (2, —1,3) n’est pas une droite D,y,.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 10.46

1. Si F C G, alors F'UG = G est un sous-espace vectoriel de K™ ! analogue si G C F.
2. Par 'absurde siz +y € FUG, alorsz+y € Fouz+y € G. Si x +y € F alors, comme F est
stable par différence et que x,x +y € F, on a

y=(@+y)-—zek

ce qui contredit le choix de y effectué. Si on avait x + y € G au départ, en permutant les roles de
F et G et les roles de x et y on aboutit de méme a une contradiction. Ainsi z +y € F'U G n’est
pas possible.

3. Si F n’est pas inclus dans G et G n’est pas inclus dans F, d’apres la question précédente F'U G
n’est pas stable par somme, donc n’est pas un sous-espace vectoriel de K™. Par contraposée, si
F U G est un sous-espace vectoriel alors F C G ou G C F, et la réciproque est vraie d’apres la
premiere question.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.47

Pour tout (z,y) € R?, on a :

(z,y) €kerf < f(z,y)=(0,0,0)

dr+y =0
< z—y =0
2z 4 3y

& z=y=0.
Donc | ker f = {0}. | L’image des vecteurs de la base canonique est :
f(lao):(471a2) et f(Ov]-):(]-af]-a?))'

Les deux vecteurs obtenus sont libres, donc l'image de f est le plan vectoriel
Im f = vect((4,1,2),(1,-1,3)).|

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.48

On vu a lexercice 10.28 que f est bijective si et seulement dans ce cas f est injective

et surjective i.e. ‘kerf ={0} et Im f =K% ‘

Lorsquelm = —1 des calculs analogues & ceux de l'exercice 10.47  donnent
‘kerf = vect(e; — e3) et Im f = vect(ea). ’

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.49

1. Noyau de f :
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Ona:
—xrx+4y—2z =0 Ly
< —2z4+5y—2z =0 Ly
—3r+6y—2z =0 L3
—x+4y—2z =0 Ly
= —I—i—y =0 Lg—Ll
—2x + 2y =0 Ly — 14

3
= xzyetz:§x

& (z,y,2) € vect (1, 1, g)

Donc | ker f = vect (1, 1, g)

2. Image de f :

On a (a,b,c) € Im f si et seulement si le systéme suivant d’inconnues z,y, z admet des solutions

—r+4y—2z =a Ly —r+4+4y—2z = a Ly
—2x+5y—2z =b Lo & —z+y = b—a Ly — Ly =L
—3x+4+6y—2z =c Ls —2x 42y = c—a Ly — Ly =L
—r+4+4y—2z = a Ly
& -z +y = b—a L
0 = c—a—2(b—a) Ly — 2L

Donc ‘ (a,b,c) € Im f si et seulement si a — 2b+ ¢ = 0. ‘
3. Calcul de ker fNIm f :

En utilisant les deux questions précédentes on trouve ‘ ker fNIm f={0}. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.50

1. Relation go f=0=1Im f C kerg :
Si y appartient a Im f, alors il s’écrit y = f(z), donc :
9(y) = g(f(z)) = (9o f)(x) =0car go f=0.

Ainsi y appartient a kerg. On a donc montré que tout élément y de Im f appartient a kerg,
c’est-a-dire 'inclusion Im f C ker g.

Relation go f =0<1Im f Ckerg :
Pour tout z € KP on a f(z) € Im f, donc f(x) € ker g puisque Im f C kerg. Ainsi on a :
(9o f)(x) =g(f(x)) =0.
2. Relation ker f C ker(go f) :
Si x € ker f alors f(z) =0, donc :
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(0) =0,

donc x appartient & ker(go f). On a donc montré que tout élément x de ker f appartient & ker(go f),
c’est-a-dire l'inclusion ker f C ker(g o f).
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3. Relation Im (go f) CImg :

Tout élément z de Im (g o f) s’écrit z = (g o f)(xz) avec x € KP. Alors z s’écrit aussi z = g(y) avec
y = f(xz) € K"; ainsi z appartient & Img. On a donc montré que tout élément z de Im (g o f)
appartient & Im g, ¢’est-a-dire I'inclusion Im (g o f) C Im g.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.51

Remarquer que la relation fo f =1Id s’écrit aussi (f +Id)o(f —Id)=0ou (f —Id)o(f+1Id) =0
et utiliser I'indication.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.54
1. Utiliser la définition d’un sous-espace vectoriel ou bien remarquer que :
F =ker f Nkerg avec f(a,b,c,d) =a—bet g(a,b,c,d) =c—d,

ou les applications fet g sont linéaires d’apres la proposition 10.2.2.
2. Une base de F est : (1,1,0,0),(0,0,1,1). Donc F est de dimension 2.

3. On remarque que G = ker h ol I’application linéaire h est définie par :
h(a,b,e,d) =a+b—c.

Par le calcul on trouve que G est de dimension 3 (plein de bases sont possibles).

4. Le sous-espace vectoriel F'N G a pour systeme d’équations cartésiennes :

a—> =0
c—d =0 Se=d=2a=2b
a+b—c =0

Donc F NG = vect(1,1,2,2). Comme |le vecteur (1,1,2,2) ‘ est libre (i.e. non nul) il forme donc

unebasedeFﬂG;ainsiona|dimFﬁG:1.|

SOLUTION DU PROBLEME 10.55

1. rang = 2; 3. rang = 1; 5. rang = 0; 7. rang = 3;
2. rang = 1; 4. rang = 1; 6. rang = 2; 8. rang = 2.

SOLUTION DU PROBLEME 10.56

1. rang = 2 simé¢ {V3,-V3} 6. rang — 3 sim#letm#2
' 1 sinon ' 2 sinon
2. rang = 2 sim¢{3,1} 7 rame— 43 SimE{-1,0,1}
1 sinon . g = 9 sinon

3 simé¢{-21}
5. rang=+<¢2 sim=-2

1 sim=1
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SOLUTION DU PROBLEME 10.57

1. Par le calcul.

2. Par le calcul on trouve que
eq =2e_ey —e3, €5 =e1+ex+e3 et eg =—e; —ea + 2eg,
donc ey, e5, €6 appartiennent a l'espace vect(eq, es, e3) donc (cf. proposition 10.1.12) on a :
vect(eq, e, €3, eq, €5, €6) = vect(eq, ea, e3)

Comme ej,ez,e3 sont libres, ils forment une base de vect(er,es,e3), donc de
vect(eq, e, 3, eq, €5, €6).

3. D’apres la question précédente et la définition de la dimension on a :

rang(eq, ea, €3, €4, €5, €6) = dim vect(eq, ea, €3, €4, €5, €6) = 3.

SOLUTION DU PROBLEME 10.59

1. v € V si et seulement si (S) a une solution, au moins :
En effet, comme V est le sous-espace vectoriel engendré par vy, va, v3, on sait que :

V ={avi + yva + zvs | z,y,2 € R}.
Ainsi v € V si et seulement s'il existe (au moins) un triplet de réels (z,y, z) tel que :
(a,b,c) = v = zv1 + Yyve + 2vs.
Cette égalité s’écrit encore
(a,b,c) =x(1,1,m) +y(2,m+1,2)+ z(m,1,1) = (x + 2y + mz,x + (m + 1)y + z, ma + 2y + 2).

L’égalité de ces deux triplets coordonnée par coordonnée est exactement le systeme (.5).

2. Résolution si m=1:
Dans ce cas, on a v; = v3 = %’Ug = (1,1,1). On en déduit immédiatement que V = vect(1,1,1) =

{(a,a,a) | a € R}; c’est une ‘droite vectorielle, de dimension 1.‘ On en déduit que v = (a,b,c)

appartient & V', i.e. (S) admet des solutions, si et seulement si |a = b = c|; dans ce cas les trois

équations de (S) sont identiques; les solutions sont les ‘ (x,y,2) tels que x + 2y + z = a. ‘

3. Résolution si m # 1 :

r+2y+mz=a Ly

x4+ (m+ly+z=0 Lo

mr+2y+z=c Ls,

r+2y+mz=a IR
Ssm-1y+(1-m)z=b—a Ly — L =L,

21 —m)y+ (1 —m?)z=c—ma Ls—mL, = Lj,

Comme m # 1, on peut diviser par m — 1; le systeéme est équivalent & :

T+2y+mz=a IR
Yy—z= 71;;_0,1 ml_lL/2:L/2/
2y + (1 +m)z = §0t = L5 = L,
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r+2y+mz=a Ly
SN0 Ly
(3+m)z = =22l LY — oLy = LY.

On a alors deux possibilités :

- : 'équation LY’ se réduit 4 0 = W ; ainsi le systéme (S) admet des solutions si
et seulement si|a +2b+c=0

- ‘m #1etm# -3 ‘ : on trouve une unique solution

c—ma+2(b—a)

2= TG d’apres LY’

@Y= F s = e Tt = GG Laprés Ly
_ _ cta—(m+1)b c—ma—2(b—a) y N
x—a*(2y+m2)7(l*2m*m<m) dapresLl.

4, Cas m = -3 :
On a montré & la question précédente que le systéme (S) a une solution si et seulement si a + 2b+
c = 0. D’apres la question 1, on sait que c’est une condition nécessaire et suffisante pour que v
appartienne a V.

5. dimension de V :

On a vu aux question précédentes que :

—|Sim=1|V =vect(1,1,1) est une droite vectorielle, donc | V est de dimension 1. |
— |Si m = —3|le vecteur (a, b, ¢) appartient & V si et seulement si a+2b+3b = 0; or cette équation
est celle d'un hyperplan de R? ; & ce titre, V est de dimension 1 de moins que R? i.e.
- ‘ Sim #1etm=#—3| onavu que tout (a,b,c) € R? s’écrit d’'une et une seule manieére comme
combinaison linéaire des vecteurs vy, v2,v3. Cela signifie que v1,v9,v3 est une base de R3. Ainsi
V =3, donc
6. Valeurs de m € R pour lesquelles v, v9, v3 forment une base de R? :

La caractérisation d’'un base donnée juste avant montre non seulement que les m différents
de 1 et —3 conviennent, mais aussi que m = 1 et m = —3 ne conviennent pas.

Réponse : m e R — {1,-3}. ‘
7. Coordonnées de (4,2,1) :

Les coordonnées de (4,2, 1) sont les trois scalaires x, y, z tels que

(4,2,1) = xv1 + yva + 2zvs.

Le calcul de la question 3, on l'on prend m = 0 indique que ‘ z=—-1, y=1, z=2.| A titre de

vérification, on a bien :
(4, 2, 1) = 2(1, 1,0) + (2, 1,2) — (O7 1, 1).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.60

3 sim#0Oetm#1
rang(ej,e2,e3) =<2 sim=0

1 sim=1

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



294 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.64

1. fof=-1d
2. hoh=—Id.

3. Soient s,t € R tels que tz + sh(x) = 0; montrons que s =t = 0.
En effet de 1’égalité précédente on déduit :

h(tx + sh(x)) = h(0),
soit, d’apres la linéarité de h :
th(z) + sh(h(x)) =0,

soit, comme hoh = —Id :
th(z) — sz = 0.

Ainsi on a :
te+sh(z) = 0 Ly
th(z) —sz = 0 Lo

Par calcul sur les lignes on a donc :
(t*+sHx =0 tL; —sLy.
Comme z est non nul on en déduit > 4+ s> = 0; comme s, ¢ sont des nombres réels cela signifie que

s=t=0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.65

Apres calculs on trouve :
a. dim=3 b. dim =3 c. dim =3 d. dim =2 e. dim =3 f. dim =2
Remarque : tous ces résultats sont une application directe du théoreme du rang qui est au programme
de BCPST2.
SOLUTION DE L’EXERCICE 10.67

1. Par l'absurde si f(u) = 0, alors f(f(f(u))) = 0. Or c’est impossible car f o fo f = Id, donc
fU(f () =u#0.
2. Comme f(u) est colinéaire & u il existe ¢ € R tel que f(u) = tu. Alors on a :

u= f(f(f(w)) = f(f(tw) = f(tf(uw) = f(Pu) = £ f(u) = t*u.

Comme u n’est pas le vecteur nul on en déduit que > = 1; comme ¢ est un nombre réel on en
déduit que ¢t = 1. Et donc on a bien f(u) = tu = u.

3. Si v n’est pas colinéaire & u alors la famille u, v est libre dans R?; or ‘ R? est de dimension 2| donc
u, v est un base de R?. En partciulier tout vecteur, par exemple f(u), s’exprime comme combinaison
linéaire de u et v.

4. Comme a la question, 2 on a :

(f(v)

e

f(f (av+bv))
= [flaf(u) +bf(v))

I

I

au + b(au + bv))

(a + ba)u + b*)
a + ba)u + b*(au + bv)
a+ ba + b?a)u + b3v.

(
(
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Comme u,v est une base on en déduit que a + ba + b%a =0et b3 =1, dott a =0 et b = 1. Ainsi
on a bien f(v) = .

5. Comme u, v est une base de R?, tout vecteur w s’écrit de maniere unique sous la forme w = tu + sv
avec s,t € R. Alors on a :

fw) = f(su+tv) =sf(u) +tf(v) = su+tv=w.
Comme f(w) = w pour tout w, on en déduit que f =1d.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.70

1. dim F = dim G = 2 (plans vectoriels engendrés chacun par deux vecteurs libres).

2. Le calcul donne un systeme d’équation catésiennes de F', par exemple :

d = 0

(a,byc,d) € F &
—Ta+3b—5¢c = 0

Des lors on vérifie aisément que (3,7,0,0), (5,0,—7,0) € F. Comme F est un sous-espace vectoriel
et que vect((3,7,0,0),(5,0,—7,0)) = G est le plus petit sous-espace vectoriel de R* qui contient
les vecteurs (3,7,0,0),(5,0,—7,0) on en déduit que G est inclus dans F' (cf. proposition 10.3.2).

3. Comme G est inclus dans F et qu’ils ont la méme dimension on en déduit que (cf.
proposition 10.3.17).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.71

Mémes idées qu’a ’exercice 10.70. Comme les espaces proposés sont tous de dimension 2 soit ils sont
égaux, soit aucun n’est inclus dans I'autre. On trouve :

1. F=G.

2. F n’est pas inclus dans G et G n’est pas inclus dans F.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.73

1. Le calcul donne :
dimF =3, dimG =2, dim(FNG) =1, dim H =4, “/\
Donc la relation a vérifier est fausse. Elle devient vraie si on lit :
dim F' 4+ dim G = dim H + dim(F N G).

SOLUTION DU PROBLEME 10.78

1. Valeurs de a pour lesquelles la famille uq, us, us est libre, génératrice, une
base :
Comme la famille comporte trois vecteurs et que I’espace vectoriel R? est de dimension 3 on sait
que les trois propriétés (libre, génératrice, une base) sont équivalentes et il suffit de vérifier I'une
d’elles. Examinons si c’est une base : soient z,y,z € R tels que xu; + yus + zus = (a, b, ¢). Cette
derniere équation équivaut a :

Y +z =a I T +z =b Lo
x +z =b Lo soit z +y =a Ly
r +ay =c L3 (a+1)y =a+c—b Li+Ls— Loy

On voit donc que le systéme a une seule solution si et seulement si a + 1 # 0.
En conclusion la famille wy, us, us est libre, génératrice et une base si et seulement si
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2. Equation et dimension de vect(ey, e) N vect(uy, usg) :

Déterminons une ‘équation cartésienne de vect(eq, e2) ‘ du type ax + by + cz = 0; comme ey, e

sont dans le plan, les coefficients a, b, ¢ doivent vérifier : a = 0 et b = 0. On trouve donc ’équation
[z=0]

De méme on calcule une ‘équation cartésienne de vect(u1,us) |; les coefficients a,b,c doivent

vérifier : b+ ¢ =0 et a + b= 0. On trouve donc 'équation |z —y +z =0}

Comme les deux équations ne sont pas proportionnelles les plans ne sont pas confondus;
ils sont donc sécants; ‘ leur intersection est une droite vectorielle, de dimension 1, ‘ et d’équation

cartésienne :
z =0
r—y+z =0

Autre méthode : on remarque que l'espace vect(ey, ea) Nvect(uy, uz) est de dimension au plus 2, car
inclus dans le plan vectoriel vect(eq, e2). Si il était de dimension 2, d’apres 'inclusion :

vect(uy, uz) D vect(ey, e2) N vect(uq, us),

on aurait vect(uy,us) = vect(ey,e2) ce qui n’est pas possible car us ¢ vect(eq,es); la dimension
est donc 0 ou 1. De plus usg = e1 + e2 donc

vect(ug) C vect(er, e2) Nvect(ur, uz).

Pour des raisons de dimension cette inclusion est une égalité, soit :

‘Vect(el, e2) Nvect(uy, us) = vect(us) ‘

Noyau de f :

D’apres les valeurs de f(e1), f(e2), f(es) la matrice de f dans la base canonique vaut :

11
YO (R
1 l2 _i
2 2
Donc
—sy+3z =0 L
(z,y,2) € ker f & —x—% —%z =0 Lo
r+iy—1: =0 L
—y+z =0 20, =1} 2r+y+z =0 5
&9 2e4+y+z =0 —2L,=L, & —y+z =0 1 Sr=y=2z=0
2e+y—2 =0 203 = Lj -2z =0 Ly — L

Donc ‘ ker f = {0}, a une base vide, et est de dimension 0. ‘

. Rang de f :

Comme le noyau de f est 'espace vectoriel {0} (cf. question précédente)l’application f est injective.

Or tout endomorphisme injectif est obligatoirement surjectif. Donc Im f = R? i.e.

Autre méthode (cf. cours de deuxiéme année) :

D’apres ‘ le théoreme du rang : ‘

rang f + dimker f = dimR? = 3,
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5. Vecteurs f(uq), f(us), f(uz) en fonction de u;, ug, us :

On calcule :
0 0 1 3 1 fé
M1 ]|=(-1], MlOo]|=[-2]), M|[1]|=]| -3
1 0 1 i 0 3

Les calculs de la question 1 permettent d’exprimer tout vecteur (a, b, ¢) comme combinaison linéaire
de u1,ug,us; on trouve :

y=12(a+c—b)
xuy + yug + zuz = (a,b,¢) &< z=2%(a—c+b)
r=1(b—a+c)

D’ou

flur) = (0,-1,0) = &(—uy + uz — ug)
f(uQ) = %(]w -3, 1) = i —3u1 + dug — 3U3)
flug) = §(1,-3,3) = J(u1 + 5ug — Tus)

SOLUTION DU PROBLEME 10.79

1. (e1,e9,e3) est une base de R :
En effet, on a, pour tout (z,y,z) € R3 :

(x,y,2) = xey + yes + zes.
La famille (eq, eq, e3) est donc génératrice. Elle est libre car :
xey + yea + ze3 = 0 < (x,y,2) = (0,0,0),

et donc la seule combinaison linéaire de eq, es, es qui est nulle est la combinaison avec les coefficients
tous nuls.

2. f est linéaire :
En effet, on a :

r+y+z 1 1 1 T
flzyy,z)=(zx+y+z)es+ext+es)=| z4+y+2z | =1 1 1 1 Y
r+y+z 1 1 1 z

On reconnait donc que f est 'application linéaire qui a pour matrice :
1 1 1

M=1111

1 1 1

3. f n’est pas surjective :
En effet I’équation d’inconnue (z,y, 2)

f(x7yaz) = (avbac)

n’a pas de solution si a, b et ¢ ne sont pas tous égaux.
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4. f n’est pas injective :
En effet application f est linéaire et son noyau n’est pas {(0,0,0) } puisque, par exemple :

f(1,-1,0) = (0,0,0).

5. Matrice de f :

D’apres le raisonnement de la question 2, on a :

1 11
M=|1 11
1 11

6. Relation M+ = 3F)f -

Montrons | par récurrence | sur k > 0 la relation

MM =3FM. (P(k))

— P(0) est vraie puisque M1 = M = 3°M.
— P(k) = P(k+1) : en effet

MEF2 = MFHIM = 3FMP = 3,

puisque
3 3 3 1 1 1
M?=|3 3 3 |=3[111]|=3M
3 3 3 1 1 1

7. Matrice de g :

L’application g est I’application linéaire qui a pour matrice :

0 0 O
N,, = 0 1 m
0 m 1

8. Valeur my telle que fog,, =gm,0 [ :
Comme f est 'application linéaire de matrice M et g,, I’application linéaire de matrice N,,, alors
f o gm est Papplication linéaire de matrice M N,,, et g, o f est I'application linéaire de matrice
N,,M. Ces deux application sont donc égales si et seulement si les matrices sont égales. Or :

1 1 1 0 0 O 0 1+m 1+m
MN,, = 1 1 1 0 1 m = 0 1+m 1+4+m
1 1 1 0 m 1 0 1+m 1+m
0 0 O 1 1 1 0 0 0
N, M = 0 1 m 1 1 1 = 1+4m 1+m 14m
0 m 1 1 1 1 1+m 1+4m 1+m

Il y a donc égalité si et seulement si m est égal a ; on remarquera d’ailleurs que dans ce
cas :

MN,py = Ny M = 0. \
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9. Calcul de (f + g, )" :
Comme \ MN,p, = Nypy M,

on peut appliquer | la formule du binéme | :

k+1
(M + Ny )it = Z Cr  MPNERLP,
p=0

De plus on a remarqué que ‘ MNp,y = NpoyM =0, ‘ donc (on peut le montrer par récurrence sur p

et q) tous les produits MP N7, ~sont nuls des que p > 1 et ¢ > 1, d’otr :
(M + Ny, )F+1 = ph+1 +fo$17
d’ou I'égalité annoncée.
SOLUTION DU PROBLEME 10.80
1. Inversibilité et inverse de A : :

La matrice A est inversible si et seulement si I’application linéaire associée f est bijective, c’est-a-
dire que pour tout (a,b,c) € R3, ’équation :

1 -1 1 T a
0O 1 0 Y = b
0 —1 2 z c

a une seule solution (z,y, z). En effectuant le calcul, cette équation s’écrit aussi :

r—y+tz=a T—y+z=a
y==>a & 1 0 y Y [ 0b
—y+2c=c -1 2 2] \e

r—y+z=a

e

Soit encore

D’ou
1 1 1
z= §(b+c), y=>b, :c:a+yfz:a+§bf ¢
1 1
X 1 3 -3 a
Le systeme a bien une unique solution donnée par : y |=101 0 b |,
z 0 % % c
1 1
L5 —3
donc A est inversible et I'inverse est : |[A™' = [ 0 1 0
0o 1 1
2 2

2. Base du noyau de g :
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Si on note u = (x,y,2) € R?, on a

u€ckerg & gu)=

¢
By
~
S
=
Il

SENIONS
& 0 0 Y = 0
-1 1 z 0
—y+2=0
= 0=0
—y+2=0

& —y+2=0

Donc

kerg={(z,y,2) eR® | —y+2=0} = {(z,4,9) | z,y e R*}.
Comme (z,y,y) = x(1,0,0) + y(0,1,1), on voit que ((1,0,0), (0,1,1)) est une famille génératrice
de ker g; comme, par ailleurs, cette famille est libre puisque

(0,0,0) = =(1,0,0) +y(0,1,1) = (,y,y) = 2 =0 et y =0,

on a que ‘ (e1,e2 —e1) =((1,0,0),(0,1,1)) est une base de ker g. ‘

3. Base de I'image de g :
Le calcul donne
9(@,y,2) = (2 — 9,0,z —y) = ( — y)(1,0,1).
Donc I'image de g est :
Img={X\1,0,1) | A eR}.

La famille & un seul vecteur (1,0, 1) est génératrice d’apres le calcul de Im g, et elle est clairement

libre, donc ‘ es = (1,0,1) est une base de Img. ’

4. (€1, e, e3) est une base de R? :
Il faut montrer que pour tout (a,b,c) € R? il existe un seul triplet de réels (A1, A2, A3) tels que :

Aier + Agea + Azes = (a,b,¢)

soit
A+ A3 =a Ly M+As=a L
AM+A2=0b L, & M+A=b Lo
MFAX+XA3=c L3 AM=c—a Lé:Lgle
AM=c—a L

=4 M=b—AXi=b—c+a Ls
/\3:a7/\2207l) Ll

Donc (A1, A2, \3) existent et sont uniques.

5. Calcul de f(er), f(e), fles) :

Par définition de I’application linéaire associée a une matrice, on a :

1 -1 1 0 0
fle=[0 1 0 1=(1|=e,
0 —1 2 1 1

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

1 -1 1 1 1
f(eg): 0 1 0 1 = 1 = €2,

0 -1 2 1 1

1 -1 1 1 2
fleay= 0 1 0 0ol=(0]=

0 -1 2 1 2

6. Relation (fo f)(u) =3f(u) — 2u :

301

En effet, pour tout u € R3, comme (e, e2, e3) est une base de R d’apres la question précédente,

il existe A1, A2, A3 € R tels que :
u = Ai€1 + Agea + Azes.

En utilisant la linéarité de f, on calcule alors :

flu) = f(her + daea + Ases)
= AMf(er) + Aaf(e2) + A3 f(es)
= Ai1e1 + Ageo + 2A3e3.
f(f(w)) = f(her + Agea +2X3e3)
= Aif(er) + Aaf(e2) +2A3f(e3)
= Aie1 + \geo +4)3e3.

3f(u) —2u = 3()\161 + Ageg + 2)\363) — 2()\161 + Ageg + )\363)

= Ai1e1 + Ageg +4A3es3.

On constate donc bien que ‘ F(f(u)) =3f(u) — 2u, pour tout u. ‘

7. Relation entre f", [ et idgs.
Montrons par récurrence sur n > 1 la relation P(n) suivante :

Vu € R3, f(u) = (2" — 1) f(u) + (2 — 2™)u.

— P(1) est vraie car on a : f(u) = (2! — 1) f(u) + (2 — 21 )u.
— P(n) entraine P(n+ 1) : En effet

" w) = f(f™(u)) par définition de la composition

-1f
2" — 1)(3f

(2" (u)) + (2—2")f(u) linéarité de f
(

(3(2"

(

(

(
1D+ (2-2"))f(u) —2(2" - Du
Df(w) +(2-2""u
Df(w) +(2=2"")u

2.2"
2n+1

Donc on a montré P(n + 1).
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Solutions des exercices du chapitre 11

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.1

1. (A1 U Ay) N A5,

2. AyUAsU---U A,.

3. AiUAU---UA,:oubien: A NnAsN---NA,.

4. (AANnAn-NA)U(ANAn---NA,)U-—-U(4Nn--NA,_1NA,).
5. A; C A,.

6. A1 N Ay C Aj.

7.

A1CA10A20~'0A",10A_”.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.2

1. Faux.
2. Vrai.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.3

On modélise l'expérience aléatoire en prenant comme univers ’ensemble des boules muni de la pro-
babilité uniforme. Le nombre total de boules est alors :

n(n+1
|Q|:1+2+...+n:(T).
On en déduit que :
29
Lop=—".
bi n(n+1)
2. La probabilité recherchée est :
2 nn+1) m(m+1) m+1
m ey = — - - - = — S DA
Pt 4pa = Zrmgy ()t 4n) = Zrms ( 2 2 22m + 1)

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.4

1. On trouve :
E = {1,3,5}2U{2,4,6}27 F={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(1,3),(2,3),(4,3),(5,3),(6,3) }

et ENF = {(3a 1)7 (3a 3)7 (3a 5)7 (1a 3)7 (5a 3)}

Comme la probabilité est uniforme, la probabilité de tout évenement A est donnée par :

A
P(A) = 1Al avec ici |Q| = 36.
1€
Donc
18 1 11 )
Ey=—==, P(F)=— t P(ENF)=—.

2. D’apres la formule de Poincaré on a :

P(EUF):P(EH—P(F)—P(EQF):%:%.
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D’apres la formule des probabilités totales on a :
P(ENF)+P(ENF)=P(E),
donc B 13
P(ENF)=P(E)-P(ENF)= 36
Comme les évenements E N F et E sont incompatibles, on a;
P(ENF)UE) = PUENTF)) + P(E) = P(ENTF)) + 1 - P(E) = %
SOLUTION DE L'’EXERCICE 11.6
1. D’apres la formule de Poincaré, on a :
P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC) = % —p.

D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(C—(BUA)):P(AUBUC)—P(AUB):18—8—p,

puisque P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

2. Comme toute probabilité est un nombre réel entre 0 et 1, on déduit de la question précédente que :

2 8
g Pslet0sqg—p
soit :
8 26, _8 8
18 SPS 3 18 SPS 13
Done forcément 8
onc rorcemen = —.
P=13

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.7

Remarque : attention de ne pas utiliser I’équivalence suivante qui est fausse :
A=B<& P(A) = P(B).

1. On a d(A,B) =0 si et seulement si A= DB :

D’apres la formule de Poincaré on a :
d(A,B)=P(AUB)— P(ANB).
Comme A N B est inclus dans A U B, d’apres la formule des probabilités totales, on a :
d(A,B)=P(AUB)—-P(ANnB)=P((AUB)—- (AN B)).
Ainsi, d’apres la propriété vérifiée par P on a :

d(A,B) =0« (AUB) — (AN B) =0,

et il n’est pas tres difficile de montrer que cette derniere conditions n’est possible que si A = B.
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2. Inégalité d(A, B) + d(B,C) > d(A,C) :

Cette inégalité est équivalente a :
P(A)+ P(B)—-2P(ANB)+ P(B)+ P(C)—-2P(BNC) > P(A)+ P(C)—2P(ANC),

soit encore :
2P(B)+2P(ANC) >2P(ANB)+2P(BNC),

soit encore :

P(B)+ P(ANC) > P(ANB)+ P(BNCQC).

Un petit dessin comme celui de la page 10 (chapitre 1) suggere d’utiliser la formule de Poincaré :
P[(AnB)U(BN(C)]=PANB)+P(BNC)—PANBNQO),
P[BU(ANC)]=PB)+PANC)—PANBNQO).

Ainsi la formule a montrer se ramene a :
PBU(ANC)] = P[(ANnB)U(BNC)).
Or cette derniére est évidente, par croissance de P puisque :

(ANB)U(BNC)C BU(ANCQO).

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.9

1. Siz,ye(0,1] et z+y<1alorsazy<q:
En effet on a comme 0 < y < 1 — z, par produit par = > 0 on déduit que :
0<ay <z(l—2x).

Or :

Donc :

2. Sia,b,c,de[0,1] et a+b+c+d=1, alors —i <ad—be < i :
Dans les conditions indiquées on a a +d < 1 et b+ d < 1, donc d’apres la question 1 on a :

1
t 0<be< -,
e ¢Sy

Donc on a : 1
Ogadgz et 0> —-bc>—-,

d’oti le résultat en sommant ces deux inégalités.

3. Relation A = ad — bc :

D’apres la formule des probabilités totales on a :
a+b=P(ANB)+ P(BNA)=P(A)
a+c=P(ANB)+ P(ANB) = P(B).

Donc :
A=a—(a+b)a+c)=a—a®>—ab—ac—bc=a(l —a—b—c)—be.

Or, dapres la formule des probabilités totales on a aussi :
c+d=P(ANB)+PBNA) =PA) =1-P(A) =1—(a+b).
Donc1l—a—b—c=det donc A =ad— bc.
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4. Conclusion :
Les nombres a, b, ¢, d définis & la question 3 appartiennent tous & l'intervalle [0, 1] car ce sont des
probabilités. Leur somme vaut 1, comme cela a été démontré au cours de la question 3. Donc
d’apres la question 2 ils vérifient I'inégalité :

qui d’apres la question 3 est 'inégalité que 1’on veut montrer.
SOLUTION DE L’EXERCICE 11.11

1. La probabilité recherchée est 1 — (1 — p)™ avec p = 100"

2. Le nombre de tirage n recherché doit vérifier :
1-1-p)">20,9< (1-p)" <0,01 & nln(l —p) <1no,01,

soit :
In0,01

> D0 458,
"7 i —p)

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.14

Le résultat de quatre lancers successifs d’'un dé peut étre modélisé par I'univers :
0O=1{1,2,...,6}".

On suppose que les dés ne sont pas pipés, et on munit donc €2 de la probabilité uniforme P. L’événement
“obtenir un six” (au moins) est le contraire de 1’événement “ne pas obtenir de six” qui est

A={1,...,5}".
Ainsi la probabilité d’obtenir un six est
— A 54 671
PA)=1-P(A) =1- H =1- 5= 506 ~ 51, 77%.

Le résultat de vingt-quatre lancers successifs de deux dés peut étre modélisé par I'univers :
O =({1,2,...,6}x{1,2,...,6})*.

On suppose que les dés ne sont pas pipés, et on munit donc ' de la probabilité uniforme P’. L’événement
“obtenir un double six” (au moins) est le contraire de 1’événement “ne pas obtenir de double six” qui est

A'=({1,...,6}° —{(6,6)})*".
Ainsi la probabilité d’obtenir un double six est

4| 35%4

P(A)=1-PA)=1-

En conclusion ‘ il est plus probable d’obtenir un six en 4 lancers qu'un double six en 24 lancers.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.16
La probabilité recherchée est :

n —

p=30%x 2 4 15% x 2" £ 35% = 0,540,152
n n
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SOLUTION DE L’EXERCICE 11.17
Soit B,, I’évenement « il faut beau temps le jour n ». D’apres ’énoncé on a donc :
VYn € N, P(B,,) = p.

De plus on a : L

D’apres | la formule des probabilités totales ‘ ona:

P(Bny1) = P(Bny1|Brn)P(By) +P(Bn+1|B_n)P(B_n)a
donc

P(BnJrl)

P(By+1|Bn)P(By,) + P(By11|B,)P(B,)

= P(Bn+1|Bn)P(Bn) + (1 - P(Bn+1|B_n))(1 - P(Bn))
80% x p+60% x (1 —p)

= 20% x p+60%

On en déduit que | p = 75%.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.18

I
5

20
1. La probabilité que le jeu s’arréte en moins de vingt lancers est | Pp = 1 — <6) ~ 97,39%.

2. Si on numérote les lancers de 1 & 20, le premier joueur n’affectue que les lancers de numéro
impair 1,3,5,...,19. Or la probabilité qu'un joueur gagne au k-iéme lancer (apres k — 1 lancers sans

vainqueur) est :
5\t
Pk = 6 6

Donc la probabilité P, que le premier joueur gagne en moins de 20 lancers est :

P = pi+p3s+-+pig
10
= Zp2k—1
k=1
- i 5 2k—1
N 6

Donc cette probabilité est :

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 307

La probabilité que le deuxieme joueur gagne en moins de 20 lancers est alors
| Py = Py — Py ~30,1%.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.20

On trouve des probabilités de vote pour chacun des candidats au second tour qui sont :

P(Ay) = 48,5% et P(Bsy) = 46,4%.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.21

1. Soient les évenements B « la piece fabriquée est bonne » et A « la piece est acceptée ». D’apres
I’énoncé on a :

P(B)=2%, P(AB)=96% et P(AB)=98%.

96%
98% B

4% A

29, A
2N B

98%

2. (a) La probabilité qu’il y ait une erreur est :
P[(BNA)u(Bn A)] = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) ~ 3.96%

(b) La probabilité qu'une piece soit refusée est d’apres formule des probabilités totales :

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) ~ 5,88%.

(c) La probabilité qu'une piece soit bonne sachant qu’elle est refusée est d’apres la formule de

Bayes :
- PABPB
ppiA) = ZAIBIPB) g9 a30,
P(A)
(d) La probabilité qu’une piece soit mauvaise sachant qu’elle est acceptée est d’apres la formule
de Bayes :
- P(A|B)P(B
PB4y = LABLB) 40
1—P(A)

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.26

On trouve approximativement :
1. Probabilité qu'un éleve de sa classe réussisse au concours : 50,5%.

2. Probabilité qu’un éléve n’ait pas travaillé du tout, sachant qu’il a réussi au concours : 2,97%.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 11.27

1. Probabilité que le contrebandier soit arrété lors d’un passage :

Notons A I’événement : “il transporte de 1’alcool” et C' 1’événement : “il transporte des cigarette”.
Soit E I'événement : “il est arrété”. D’apres I’énoncé on a :

P(A)=p, P(C)=1-p, P(E|A) =p1, P(E|C)=p2

D’apres | la formule des probabilités totales ‘ la probabilité d’étre arrété est :

| P(E) = P(E|A)P(A) + P(B|C)P(C) = pp1 + (1 — p)pa- |

2. Probabilité qu’il ait des cigarettes sachant qu’il vient d’étre pris :

C’est la probabilité P(C|E). On la calcule au moyen de ‘ la formule de probabilité des causes :

PEIC)PC) _ (1—p)ps
P(E) pp1+ (1 —p)ps

P(C|E) =

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.28

On modélise par = { f, 9}2 muni de la probabilité uniforme.
1. On trouve : 50%.

2
2. On trouve : —.

Commentaire : le fait d’avoir une fille n’indique pas si elle est est I’ainée ou la cadette, ce qui
explique la différence avec le résultat de la question 1.

3. On modélise par ' = {f,g}2 x {ainé, cadet } selon que c’est 1’ainé ou le cadet qui répond au
téléphone, muni de la probabilité uniforme. On trouve 50%.

4. On prend l'espace Q' mais la probabilité n’est plus uniforme. On trouve

1 1
st§ _4
1 1 1 1 .
stetsts 7
SOLUTION DE L’EXERCICE 11.29
La probabilité recherchée est :
P 2p

p+il—-p p+1

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.30

Notons V I'événement “le taxi qui a provoqué I'accident était vert” ; son contraire est alors V : “le
taxi qui a provoqué I'accident était bleu” ; et on a P(V) = 0,15, P(V) = 0,85. Notons T I’événement
“le témoin a cru voir un taxi vert” ; son contraire est alors ’événement T : “le témoin a cru voir un taxi
bleu”. Le témoin n’est fiable qu’a 70%, ce qui signifie que, sachant que la taxi était vert, la probabilité
que le témoin I'ai vu vert est de 70%, & savoir P(T|V) = 0,7; on en déduit que P(T|V) = 0,3. Et de
méme , sachant que la taxi était bleu, la probabilité que le témoin 1’ai vu bleu est de 70%, & savoir
P(T|V) =0,7; on en déduit que P(T|V) =0, 3.
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La probabilité que le taxi soit bleu, sachant que le témoin I’a vu vert est alors P(V|T), soit, d’aprés

la | formule de Bayes | dans sa forme utilisant la formule des probabilités totales :

— P(T|V)P(V

Py = LEMPW) 1'3(;)( )
_ P(T|V)P(V)
- P(T|V)P(V) + P(T|V)P(V)
B 0,3 x0,85
0,3%0,854+0,7%x0,15

17
= 3= 70, 83%
SOLUTION DE L’EXERCICE 11.32
P(B) — P(A)— P(ANB)
4. P(A|B) = 0B) ;
P(AN B)
2. P(BIA) = —py— 5. P(AUB|B) = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.32

1. La probabilité conditionnelle P(A|A U B) est bien définie lorque P(AU B) # 0. Or, comme B C
AUB,ona:
P(AUB) > P(B) > 0.

2. L’inégalité P(A|AU B) > P(A) est équivalente & :
P(AN(AUB))
P(AUB)
Comme AN (AU B) = A elle s’écrit encore :
P(A) > P(AUB)P(A).
Elle est donc vraie car P(A) > 0 et P(AU B) € [0,1].
3. L’inégalité P(A|AU B) > P(A) est équivalente & :

P(AN(AUB)) _ P(ANB)
P(AUB) = P(B)

> P(A),

soit :
P(A)P(B) > P(ANB)P(AuUB).

D’apres la formule de Poincaré on a :
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB),
donc l'inégalité a montrer est :
P(A)P(B) 2 P(ANnB)(P(A) + P(B) — P(AN B)),

soit :
P(A)P(B) — P(ANB)P(A) — P(ANB)P(B) + (P(ANB))* >0,

soit :
(P(A)— P(ANB))(P(B)— P(ANnB)) > 0,

qui est vraie car ANB C Aet ANB C B.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 11.34

On modélise 'expérience aléatoire par I'univers @ = {1,...,6} muni de la probabailité uniforme.
Alors :

— Pévenement « avoir un résultat multiple de 3 » est A = {3,6} de probabilité : P(A) =

[N \)

3
— Déveénement « avoir un résultat multiple de 2 » est B = {2,4,6} de probabilité : P(B) = 6
1
— leur conjonction est ’évenement AN B = {6} de probabilité : P(AN B) = 6
1 2 3
On constate alors que P(AN B) = = 6%8 " P(A)P(B), donc les évenements A et B sont
indépendants.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.36

On choisit une meule au hasard. Notons les événements suivants :

T trop ou pas assez de trous  P(T') = 0,01

L présence de lystéria P(L)=0,02

D présence de dioxine P(D)=0,012
L’événement “elle présente 'un de ces défaut (au moins)” est alors la réunion T'U L U D ; sa probabilité
est :

PTULUD)=PT)+P(L)+P(D)—-P(T'NL)—P(I'ND)—P(LND)+P(TNLND),

d’apres la |f0rmule de Poincaré | Par ailleurs comme 1’énoncé indique que les trois événements T, L, D
sont indépendants, on a :

P(TNL) = P(T)P(L), P(TND) = P(T)P(D), P(LND) = P(L)P(D), P(TNLND) = P(T)P(L)P(D).

Donc finalement

| P(TULUD) = P(T)+ P(L) + P(D) — P(T)P(L) — P(T)P(D) — P(L)P(D) + P(T)P(L)P(D) = 4,14% |

Autre méthode :

P(TULUD)=1-PTULUD)=1-P(TNLND)

Comme les événements T, L et D sont indépendants, on obtient :

|P(rULUD)=1-(1-P(T)(1-P(L)(1 - P(D))|

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.38

1. Si P(A|B) > P(A) alors P(B|A) > P(B) :
En effet P(A|B) > P(A) signifie :

soit encore, en multipliant par P(B) > 0 :
P(ANB) > P(A)P(B).

soit encore, en divisant par P(A) > 0 :

c’est-a-dire ‘ P(B|A) > P(B). ‘

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 311

2. Si P(B|A) = P(B|A) alors A et B sont indépendants :
En effet P(B|A) = P(BJ|A) signifie :
P(ANB) P(BNA)

P(A) P(A)
& P(ANB)P(A) + P(BNA)P(A)

Comme on sait que
P(BnA)=P(B)—- P(AN B),
cette relation s’écrit encore :
P(AN B)(1 - P(4)) = (P(B) — P(AN B))P(A),
En développant et simplifiant il vient

P(AN B) = P(A)P(B),

c’est-a-dire que ‘ A et B sont indépendants. ‘
Autre méthode :
D’apres la formule des probabilités totales on a :
P(B) = P(B|A)P(A) + P(B[A)P(A) = P(B|A)(P(A) + P(4)) = P(B|A),

d’apres 'hypothese. Ainsi B est indépendant de A.

3. Relation P(AUB) =1— P(A)+ P(A)P(B) :

comme 1’événement contraire de AU B est AN B on a :

P(AUB)=1-P(ANB).

De plus on sait que si A et B sont indépendants, il en est de méme de A4 et B, d’ot :

P(AUB) =1- P(A)P(B).

Comme P(B) =1— P(B), on déduit bien : | P(AU B) =1 — P(A) + P(A)P(B).

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.40
Notons Ua (resp. Up, resp. U.) I'événement « 'urne A (resp. 'urne B, resp. 'urne C) est choisie;
comme le choix est effecté au hasard, on a :
1
P(Ua)=PWUp)=PUc) = 3
Notons M I’évenement « les deux boules tirées sont de la méme couleur ». Remarquons que si I'urne ou

8
Pon effectue le tirage contient une proportion p de boules blanches (p = 5 pour 'urne A, p = B pour

1
l'urne B, p = G pour l'urne C) alors la probabilité de tirer (avec remise) deux boules de méme couleur
est p> + (1 —p)2.
D’apres la formule de probabilité des causes on a :
P(M|UA)P(Ua)
(M|UA)P(Ua) + P(M|Up)P(Up) + P(M|Uc)P(Uc)’

P(UaIM) = Iz

soit :
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SOLUTION DE L’EXERCICE 11.42
1. Probabilité qu’ils soient tous corrects :

90 89 81 L9
— X — XX — = .
100 ~ 99 91 — CIo

2. Probabilité que le premier soit défectueux et les autres corrects :

10 90 82 A CS
S D 22 o qp 0 - S
100 99 91 Ao Cioo
o CooClo N I L
n.b. : on trouverait — == si on demandait quun écrou (pas nécessairement le premier) soit

100
défectueux et les autres bons.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.44

132
1. Probabilité que les deux chaussures soient de la méme couleur : 380"
2. Probabilité qu’il ait trouvé une chaussure droite et une gauche : ITh

1
3. Probabilité qu’il ait trouvé une vraie paire de chaussures : To-

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.45

Notons B; et U; les événements "la i-eme boule tirée est blanche” et ”la j-eme urne a été choisie.

1. La formule des probabilités totales donne :

1/1 2 n 1 1
P(By) = P(By|U1)P o+ P(BU)PU) == (=4 =+ 42 ) =2+ —.
(B1) = P(B1|U0)P(Ur) + -+ - + P(B1|Un) P(Uy) n(n+n+ +n> 515,
2. La formule des probabilités totales donne de méme :

P(By N By) = P(By N By|U)P(Uy) + -+ - + P(By N Ba|Un) P(Uy).

Or, pour un tirage avec remise on a :

d’out :

1 n
P(BiNBy) = EZ]CQ
k=1

(n+1)(2n+1)
6n? '

3. Pour un tirage sans remise on a par contre :

ko k-1
P(BiN Ba|Uk) = — x ——.
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d’ou :
1 n
P(BiNBy) = T k(k—1)
k=1
= ! It zn: k
n?(n—1)
k=1 k=1
B 1 nn+1)2n+1) (n+1)
 n2(n—1) 6 2
B n—+1
- 3n
SOLUTION DU PROBLEME 11.61
n—1
1. Relation Z(k +1)CF | = (m+1)2"2
k=0

En appliquant la premiere formule rappelée précédemment, mais avec n — 1 a la place de n, on a :

Zk (n—1)2"2,

Et la deuxieme formule rappelée, pour n — 1 donne :

n—1

k __ on—1
S ook =t
k=0

On a donc :

n—1

S k+1)CE -, = (Zk ) (Z 1) (n—1)2""242""1 = 2" 2((n—1)42) = (n+1)2" 2.

k=0

- Ck oot
2. Relation Z Tl 1
n

Pour tout k& entre Oetn,ona:

Cy nl n! e
k+1 (n-kEE+L)) (a+rD)—k+D))(k+1)! ntl

On a donc :
n Ck n+1
— oh+1 Z
<k +1 n+1 Cnia n+1 nl
en faisant le changement d’indice p =k + 1. Or, on a :
n+1 n+1

2n+1 Z Cn—i—l - n+1 + Z Cn-i-l’

soit
n+1

Z C£+1 ="t — 1,

p=1
d’oul le résultat annoncé.
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n
EC*
3. Valeur de L
k+1
k=0
Ona:
ko (k+1)—1 1
k+1 k+1 k+1’
d’out
()5 ()
Z no_ Cn o Z n —9on _ .
k:0k+1 = k:0k+1 n+1
n k n+l _
On a donc FCy = "—!.
k=0k+1 n+1

4. Nombre d’auditoires différents :

Un auditoire est une partie de ’ensemble des invités qui comporte 30 éléments. Il y a
230

230 parties

différentes dans un ensemble a 30 éléments; il y a donc auditoires différents possibles.

5. Calcul de la probabilité p; :

L’univers € de tous les auditoires possibles (on a vu que Q a
qui n’est pas uniforme :

239 ¢léments) est muni d’une probabilité

Il y a un seul auditoire  de 1 personne de probabilité pg =0 x p; =0
Il y a 30 auditoires d’une personnes chacun de probabilité p;

Il y a C%, auditoires de deux personnes chacun de probabilité ps = 2p;
Il y a C%, auditoires de k personnes chacun de probabilité pr = kp;

Iy al=C3) auditoire de 30 personnes de probabilité psg = 30p1

Le total des probabilités de tous ces auditoires est 1 = 100%, soit :

30 30
1= (Chy(kp1) =p1 > kCy = p1(30 x 2%9),
k=0 =0

d’apres la premiere formule rappelée au début de 1’énoncé (en prenant n = 30). On déduit donc
B 1
© 30 x 229°

P1

6. Probabilité que Monsieur B soit bien la :
C’est la probabilité de tous les auditoires ou figure ce monsieur. Ces auditoires sont ceux composés,
outre Monsieur B, d’une partie, vide ou non, de I’ensemble des 29 autres professeurs de physique
invité. Cela se décompose donc en :

Il y a un seul auditoire  avec M. B et zéro autre personne de probabilité p;

Il y a 29 auditoires avec M. B et une autre personne chacun de probabilité ps = 2p;

Il y a C2, auditoires avec M. B et deux autres personnes chacun de probabilité ps = 3p;

Il y a Ck, auditoires avec M. B et k autres personnes chacun de probabilité pyr1 = (k+ 1)p1

Iy al=C2% auditoire avec M. B et 29 autres personnes de probabilité psy = 30p;
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La probabilité recherchée est donc la somme :

29 29
Z Cloprs1 = p1 Z(k +1)C%, = p131 x 2%,
k=0 k=0
. . . e s . . 31x2% 31
d’apres le résultat de la question 1. La probabilité que M. B puisse venir est donc 0% 20 — 60"

7. Probabilité que je reste debout :

La probabilité que je reste debout, sachant que 'auditoire qui viendra comporte k personnes, est
ki—l. Par conditionnement en chaine, la probabilité que I'auditoire qui vienne comporte k personnes
et que je reste debout est donc

1 kC%,
—=p )
k+1 k+1
D’apres la formule des probabilités totales, la probabilité de rester debout est donc

Cgopk

30
kC%, 1 50 2811
= = 230 _
bd pl;kﬂ 30 x 229 31 )7

d’apres le résultat de la question 3. On a donc |pg = % — %X_;lg ~ 6,24%.

SOLUTION DU PROBLEME 11.62

1. Probabilité p, :
Soit A; (resp. Ag) 'événement “le premier tirage se fait dans U; (resp. Us)”. Alors par hypothése :

1

p(A1) = p(A2) = 9

Si B est 'événement “la premiere boule tirée est blanche” | alors d’apres la formule des probabilités
totales :

p1 = p(B) = p(B|A1)p(A1) + p(B|A2)p(A2).

Or p(B| A1) représente la probabilité de tirer une boule blanche dans 1'urne Us ; comme toutes les
boules ont la méme probabilité d’étre tirées (probabilité uniforme) on a donc :

Et de méme :
ba
p(BlAz) = ng + by
1 b 1 b

On déduit finalement | p

1:§n1+b1+§n2+b2'

2. Probabilité qu’une boule noire provienne de U :
Soit N est 1’événement “la premiere boule tirée est noire”. Avec les notations de la question
précédente, la probabilité recherchée est donc p(A1|N). On applique alors la formule de Bayes :

p(N|A1)p(A1)
p(N)

D’apres la question précédente, comme les événements B et IN sont contraires I'un de I'autre, on
a:

p(A1|N) =

by ny

N|A) =1—p(B|A;) =1— - ,
P(NIA) =1 - p(BlA) =1 - i =
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1 b 1 b I m 1 _no
p(N) p(B) <2n1+b1+2n2+b2) 2n1+b1+2n2+b2

ny
ni1+by

1 no
ni1+b1 + na-+ba

Ainsi la probabilité recherchée est, apres simplification : | p(A;|N) =

3. Relation entre p; et p;_;. :
Soit A ; (resp. Az;) I'événement “le i° tirage se fait dans Uy (resp. Uz)”. Soit B; 'événement “la
i® boule tirée est blanche”, en particulier p; = p(B;) pour tout i. De plus, d’apreés les regles de
tirage, pour 2 < i < n, pi—1 = p(A14) et 1 —p;—1 = p(Az,;). En utilisant comme & la question 1 la
formule des probabilités totales, on obtient :

pi = p(Bi)

= p(BilA1,:)p(A1:) + p(BilAz,:)p(Asz,:)
= p(BilA1:)pi—1 +p(BilA2,:)(1 — pi—1)

b1 bo
- i 1—pi
n1+bp 1+n2+b2( Di 1)
b b
= ( - 2 ) DPi-1+ 2
ni + by N9 + by no + b
= api-1+ 05,
.. b1 ba ba
a condition de poser |a = — et 0= ——.
P ni+b  na+by b ng + by

4. Calcul de p; en fonction de o, 3 :
D’apres le résultat de la question 1 et la question précédente, on a immédiatement :

p11< by by >1(a+2ﬂ).

2 n1+b1+n2+b2 2

Le nombre « est différent de 1 :
En effet, comme by et by sont des entiers strictement positifs, on a :

ny + by > by et ng + by > by,

d’out . .
1 2

0< , ,
ni+ b1 na+ by

d’on . ,
L2 <
ni + by g + by

—l<a=

On a donc bien

5. Calcul de p; :
Montrons par récurrence sur ¢, & partir de ¢ = 1, la relation R(7) suivante :
al 1-af

pi:?‘f'ﬁ

1—a’
— R(1) est vraie d’apres la question précédente puisque

ol 1—at ot
P I
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— La relation R (i) entraine la relation R(i 4+ 1). En effet, d’aprés la question 3, pour tout ¢ entre
letn—1,ona:
pit1 = ap;+f
al 1-—af
= a(?—’—ﬁla) +5

oftl 1—af
— 1
5 +ﬂ<a1 + )

—a
aitt a—atl+(1-a

= + 8 ( )
2 1 —«
oit! 1 — qitt

2 +ﬁ17a

On reconnait bien la relation R(i + 1).
SOLUTION DU PROBLEME 11.63

1. Probabilités conditionnelles P(B;|A4;) :

P(B;|Aj) |j=1|j=2|j=3|j=4
S N S
TSI I I
i=3 0 0 0 1
2. Calcul des P(4;) :
D’apres 'indépendance on a :
femme RR femme Rr

homme RR | P(A1) = (1—-))? | P(43) = A(1-)\)
homme Rr | P(A) = A1 — ) P(Ay) = N2

3. Calcul des P(B;) :

D’apres la ‘ formule des probabilités totales,

on a, pour tout ¢ :

P(B;) = P(B;|A1)P(A1) + P(B;|A2)P(As) + P(B;|A3)P(As) + P(B;|A4)P(As).
D’apres les résultats des deux question précédentes, on déduit :

1 1 1 A2
P(Bl):lx(lf)\)2+§><)\(17>\)+§x)\(lfA)JrZ)\Q:Zf)\Jrl.

P(Bg)zox(l—)\)Q—i—%x)\(l—)\)—i—%x)\(l—)\)—i—%)\Q:)\—)\;.

)\2

T

Probabilité qu’un individu de la génération suivante soit porteur du gene
sachant qu’il n’est pas mort a la naissance. :

Clest :

P(Bg):Ox(1—)\)2+0x>\(1—)\)+0><)\(17>\)+i)\2:

P(BiUBy)  P(B))+P(By) 1-P(Bs)

P(By|By U By) = T2 0 (B1LU By P(B,) P(By)

Soit

_ 2
P(By|B1 U By) = A 2 .
O (R IR
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A
—.
1+ 5
4. Variations de la fréquence du gene d’une maladie génétique non viable

au cours des générations :
comme A €]0,1[, on a :

D’ou finalement

1+2>1,

d’ou
A

A
+_

5. Application a la mucoviscidose :

(a) Proportion \ d’hétérozygotes :
Les hypotheses indiquent que

156
P(A3) = ———.
(4s) = 775000
Comme, par ailleurs, P(As) = ’\4—2, on déduit :
156
=4/4 ~ 2 .
A X 775000 = 2 83%
(b) Proportion a la génération suivante :
Clest
A
X = 2,78%.

2

Ainsi la proportion de porteurs du gene diminue, mais tres tres lentement.
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Solutions des exercices du chapitre 12

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.3
Par hypothese il existe un nombre réel a vérifiant :
Vk€{0,...,n}, P(X = k) = ak®.
Del=P(X =1)+---+ P(X =n), on déduit a = m
SOLUTION DE L’EXERCICE 12.7

La variable aléatoire T est & valeurs dans {1,...,n} et on a :
P(T'=1)=p,P(T =2) = (1-p)p, P(T =3) = (1 - p)°p,
L PT=KE)=0-p)*1p,...,PT=n—-1)=1-p)" *p,P(T=n)=(1-p)".
SOLUTION DE L’EXERCICE 12.8
1. Analogue a l'exercice 12.7.
1
SOLUTION DE L'’EXERCICE 12.12

Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de billets gagnants sur n billets achetés; soi N le

2. Il faut que p > 1 —

nombre total de billets mis en vendus. On sait qu’alors X suite une loi H(N,n,p) avec p = 1000° La

question consiste donc a trouver n tel que

P(X>1) 20,5
Le nombre N de billets vendus n’est pas donné mais le contexte (une tombola) suggere que ce nombre
est important par rapport & n; on peut donc approcher la loi de X par une loi B(n,p). Alors :

In0,5
P(X>1)205c1-P(X=0)205cPX=0<05o(1-p)"<0,5cn> " ~346,23.

In(1 —p)
Donc il faut que m

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.13

Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de réacteurs qui tombent en panne au cours d’une
vol; comme les pannes de chaque réacteur sont indépendantes et de méme probabilité p, on reconnait
un schéma de Bernoulli et donc X suit une loi binomiale de parametres n et p ou n est le nombre de
réacteurs. On en déduit donc que :

1. La probabilité d’accident d’un avion a deux réacteurs est :
P(X >1) = P(X =2) = C3p%(1 - p)° = p*.
2. La probabilité d’accident d’un avion a quatre réacteurs est :
P(X >2)=P(X =3)+ P(X =4) = Cip’(1 —p)" + Cip*(1 —p)° = 4p°(1 — p) + p* = 4p® — 3p™.

3. On détermine le type d’appareil le plus siir en comparant les nombres p? et 4p3 — 3p* en fonction
de p. Cela revient a déterminer le signe de la différence :

f(p) = 4p° = 3p" —p* = p*(4p — 3p* — 1) p)(3p—1).

—_

p’(1-
1
Ainsi 4p3 — 3p* > p?sip € } 3’ 1{ et 4p3 — 3p* < p?sip € ]O 3 { Finalement l'appareil quadri-
1

réacteur est plus stir lorsque p est petit et c¢’est le contraire pour p supérieur a 3
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SOLUTION DE L’EXERCICE 12.22
1. La variable aléatoire 20 — X suit une loi uniforme sur {0,...,19}

2. La variable aléatoire max(X,19) — 19 suit une loi de Bernoulli de parametre 20

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.34

1. Probabilité que (D) et (D’) soient deux droites :

L’équation Az + By + C =0 (resp. A’z + B’y + C’ = 0) est celle d’'une droite a la seule condition
que (A, B) # (0,0) (resp. (A, B") # (0,0)). L’événement “(D) et (D) sont deux droites” est donc

E = ((4,B) # (0,0) N (4, B) # (0,0)).

C’est donc le complémentaire de I’événement ((A, B) = (0,0)) U ((A’, B’) = (0,0)). Or, d’apres la
formule de Poincaré, on a :

P(((4,B) = (0,0)) U ((4', B') = (0,0))) P((A, B) = (0,0))

+P((4,B") =(0,0))

—P(((4,B) = (0,0)) N (4", B') = (0,0)))

= P(A=0)Nn(B=0))
+P((A'=0)n (B =0))
—P(A=0)n(B=0)Nn(4"=0)Nn(B"=0))

Comme A, B, A’, B’ suivent une loi de Bernoulli de parametre p on a :

Comme ces quatre variables aléatoires sont indépendantes on déduit que
P(((A,B) = (0,0) U (4, B') = (0,0))) = 2(1 - p)* = (1 —p)*.
d’on

P(E)=1-P(((A,B) = (0,0) U((4",B') = (0,0))) =1 (2(1 - p)* = (1 —p)*).

Soit finalement ‘ P(E)=(1-(1-p)%?=(2p—p?>. ‘

2. Probabilité que (D) et (D') soient paralléles sachant que ce sont des droites

On sait que les deux droites d’équations Ax + By +C = 0 et A'x + B’y + C’ = 0 sont paralleles si
et seulement si elles ont mémes directions i.e.

{(z,y) eR* | Az + By =0} ={(z,y) e R* | Az + B'y=0}.
11 faut et il suffit pour cela que les vecteurs (A, B) et (A’, B') soient colinéaires i.e.
AB'—BA'=0 (%)
La probabilité recherchée est donc

P((AB' — BA' =0)NE)

_ r ’_ _
po = P(AB' — BA' = 0|E) 5B
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Le dénominateur a été calculé a la question précédente; calculons le numérateur. D’apres ce qu’on
a vu dans la question précédente

E= ((AaB) # (an)) n ((AlvB/) # (070))
donc
(AB' — BA' =0) N E = ((A, B) # (0,0)) N (A", B') # (0,0)) N (AB' — BA' = 0).

Or A, B, A’, B’ sont a valeurs dans {0,1} puisqu’elles suivent une loi de Bernoulli; il y a donc
16 = 2% possibilités pour les valeurs de (4, B, A’, B'), parmi lesquelles on peut énumérer tous les
quadruplets qui vérifient simultanément les conditions :

(A4, B) #(0,0), (A, B’") #(0,0) et AB'— BA" =0,
a savoir :
(A,B,A",B) € {(0,1,0,1);(1,0,1,0);(1,1,1,1)}.

Comme A, B, A’, B’ sont indépendantes, on a :

P((A,B,A,B) = (0,1,0,1)) = P((A=0)n(B=1)n(4=0)n (B =1))

Et, de méme :
P((AaBaAI7BI) = (1507 150)) :p2(1 _p)2 5
et P((AanA/aB/) = (17 1,1, 1)) :p4~
On déduit que :

P((AB'—BA'"=0)NnE) = P((A,B,A,B)=(0,1,0,1))
+P((A7 B? A/’B/) = (1’07 ]"0))
+P((A,B,A",B") = (1,1,1,1))

= 2p°(1-p)* +p",

2p?(1 —p)? +p*

d’ol\l po = (2p — p2)2

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.45

On trouve :

X(Q) ={0,1,2}, P(X =0)

I
uI
=
~
I
I
=
~
»
I
>
I
|
e
>
I

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.46

On trouve :
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SOLUTION DE L’EXERCICE 12.47

1. Ona:
n nook_ kt+1
S PX=k = L A
1— pn+1
k=0 k=0
P
n+1 Z
1 n—+1 4
_ m(l —p" ") par télescopage
= 1

2. D’apres le théoreme de transfert on a :

E(X) = Zn: kP(X

= n+1 Zk k+1

1
= 1t (Pt +p?+ -+ p" —np"tY)  (simplifications)
-p

_ 1 p—p"t! 1
= T T —np

p— (n+ p"* 4 np"+?
1— pn+1

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.58

La variable aléatoire X est & valeurs dans {0,...,n}, donc, pour tout k € {1,...,n} :
P(X>k)=P(X=k)+P(X =k+1)+---+ P(X =n) =Y _ P(X =i).
D’apres

{(z‘,k)e{l,...,n}2 ‘ 1<k<netk<z‘<n}:{(z‘,k)e{1,...,n}2 ‘ 1<z‘<net1<k<i},

on déduit, en appliquant le théoreme de Fubini :

>P(X=k) = > Y P(X=i)
k=1 k=1 i=k
= ) Y P(X =i
=1 k=1
= ZiP(X =1)

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007 323

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.48

On trouve :

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.61
Soit A; I’événement “la boule tirée de I'urne U; est blanche”, et X; la variable aléatoire indicatrice

de A;. Alors X; suit une loi de Bernoulli de parametre 14%1 et on a :

donc, par linéarité de I'espérance, on a :

E(S):Ziil'

i=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.71
1. On reconnait un schéma de Bernoulli; ainsi les variables aléatoires X; suivent une loi binomiale
B (%,n)
2. Comme X1 4+ Xs+ X3 =n,on a X; + Xo =n — X3 qui suit un loi B (%,n) Ainsi les variances
valent :
V(Xl) = V(XQ) = V(X1 + IQ) = 2n/9.

D’apres la relation usuelle :
V(X1 + X2) = V(X1) + 2C0V(X1,X2) + V(Xg),

on déduit que :

‘cov(Xl,Xg) =—-n/9. ‘

SOLUTION DE L’EXERCICE 12.72
1. Lalinéarité de 'espérance donne E(T) = aE(X)+bE(Y) = (a+b)6. Ainsi E(T') = 0 si et seulement

2. On a:
V(T) = (a® + %) + 2abp = (a® + (1 — a)?)0 + 2a(1 — a)p

On étudie alors la fonction a — (a? + (1 — a)?)0 + 2a(1 — a)p pour trouver un éventuel minimum.
SOLUTION DE L'EXERCICE 12.35

1. Indépendance de X et T :
On a X =T — n donc il n’est pas possible que X =0 et T'= 0 en méme temps (n # 0) i.e. :
P(X=0NnT=0)=0
Or comme X suit une loi B(2n,1) on a: P(X =0) = (%)% #0
De plus : P(T = 0) = P(X =n) = (3)*" #0. Donc P(X =0T = 0) # P(X = 0)P(T = 0).

Ainsi les variables aléatoires ‘ X et T ne sont pas indépendantes. ‘
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Indépendance de X et Y :

Comme on a supposé que 1" et Y sont indépendantes, on déduite que‘ X et Y sont indépendantes. ‘

En effet, pour tout &k, on a :

PX=knNY=0)=P(T=k+nnY =10)=P(T =k+n)PY =1)=P(X =k)P(Y =1).

. Valeurs possibles de 7 :

Comme T suit une loi B(2n, %), ses valeurs possibles sont {0,...,2n}. Les valeurs possibles de
X =T —n sont donc { —n,...,n}. Les valeurs possibles de Y sont { —1,1}. Les valeurs possibles
de Z = XY sont donc les produits de toutes les valeurs possibles de X et de celles de Y soit :

|2(Q)={-n,...n} |

Loi de 7 :
Comme Y ne peut prendre que les valeurs 1 et -1, les événements (Y = 1) et (Y = —1) forment
un systeme complet d’événement. Pour tout » € { —n,...,n} on peut donc appliquer la

‘ formule des probabilités totales : ‘

P(Z=r) = PZ=rlY=1)PY =1)+PZ=rY =-1)P(Y =-1)
= PXY=rlY=1)PY=1)+PXY =r]Y =-1)P(Y =-1)
Or la probabilité que XY = r sachant que Y = 1 est égale a la probabilité que X = r. De méme,

la probabilité que XY = r sachant que Y = —1 est égale a la probabilité que X = —r. Donc
finalement :

(vre{-n,...n}, P(Z=r)=P(X =r)P(Y =1)+ P(X = —r)P(Y = —1).|

X et Z ont méme loi :
Comme on a déja vu que X et Z ont les mémes valeurs possibles il suffit de montrer que :

Vre{-n,...,n}, P(Z=r)=P(X =r).
La variables aléatoire T" suit une loi binomiale B(2n,1) donc :

1 k 1 2n—k k
Vke{o,...,Qn},P(Tk)C§n<§> <1§> :%

Ainsi la loi de X est donnée par :

cutr
vre{-n...n}, P(X=r)=PT=n+r) =
En particulier, d’apres la propriété on a:
cn-r CQn—(n—’r) Cn+7~
Px=—r=Sn G Ol px_ g

22n 22n 22n

Donc d’apres la question précédente :

P(Z=r) = P(X=r)PY =1)+P(X = —r)P(Y = —1)
= PX=r)qg+PX=r)1-¢=PX=r)¢g+(1-q)
= P(X=r).
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5. X et Z ne sont pas indépendantes :
En effet Z = XY et en raisonnant de maniére analogue & la question 1 (indépendance de X et T
)on a:

P(Z=nNX=0)=0mais P(Z=n)#0et P(X =0)#0.
6. Espérance de 7 :
Comme 'espérance ne dépend que de la loi et que X et Y ont méme loi on a :
E(Z)=E(X)=E(T —n)=E(T)—n.

Comme T suit une loi binomiale de parametre 2n et 3 son espérance vaut E(T) = (2n) X 1 = n.
Donc finalement 'espérance de Z vaut :

E(Z) =0.
Autre méthode : comme X et Y sont indépendantes on a :
E(Z)=E(XY)=EX)E(Y),

et E(X) = 0 comme précédemment.
7. Variance de X :
On a vu que E(X) = 0. On calcule :
E(X?) = E(T —n)*) = BE(T? — 2nT +n?) = E(T?) — 2nE(T) + n? = E(T?) — n?

Or
2n 2n

ck 1
B(T?) =) K3t = o0n ) K Ch,.
k=0 k

=1

Comme k2C%, = 2n(2n — 1)C5 2, + 20051 on a

2n
1
E(T?) = o Z 2n(2n — 1)CE 2, + 20054
k=1
2n—2 2n—1
2n(2n —1) . 2n .
= =~ X Gmatg X G
1=0 (I=k—2) 1=0 (I=k—1)
2n(2n —1) on_1 21 S
= oD (1
_ 2,

Donc finalement m

SOLUTION DU PROBLEME 12.79

1. Relation de récurrence entre P(n) et P(n—1) :

Si nous désignons par A, I'’événement “I,, transmet le message exact”, les données de 1’énoncé
indiquent :
P((An]An—1) =pet P(A,|An—1) =q

D’apres le principe des probabilités totales, on a :

P(An) = P(AnlAn—l)P(An—l) +P(An|m)P(An—l)7

soit :

| P(n) =pP(n—1)+q1— P(n—1)) =g+ (p— q) P(n — 1).|

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1



326 TouT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES EN BCPST 1, Frédéric Cadet, Vuibert 2007

2. Calcul de P(n) :

Montrons par récurrence sur n (de 1 & r) la relation R(n) suivante :

1 n
+5—a)"
— R(1) est vraie car d’apres I’énoncé P(1) vaut p. Or :

+%(p—q)1=%+%(p—(1—p))=p-

N | =

— R(n) entraine R(n + 1). En effet d”apres la question précédente on a :

P(n+1) = ¢+(p—q)P(n) = q+(p—q)(%+%(p—q)") = q+%(p—q)+%(p—q)"“ = %Jr%(p—q)"“-

3. Calcul de P(10) pour p =0,9 :

On trouve

11
P(10) = 5+ 5(0, 8)10 ~ 0,5537.

La probabilité que le message transmis soit correct ne dépasse plus guere 50%.

4. Loi et espérance de X :
L’événement “I.y; regoit bien le message donné par Iy” signifie que “I,. transmet bien le mes-
sage donné par Iy” ; il a donc une probabilité P(r) calculée aux question précédentes en fonction

de p,q,r. On reconnait que X est la fonction indicatrice de cet événement. Ainsi X suit une

loi de Bernoulli de parametre P(r) = % + %(p —¢q)". | On sait qu’alors son espérance est :

5. Loide Y :
Les k expériences successives sont indépendantes, c’est-a-dire que les k événements “I,. recoit bien le
message donné par I lors de I'expérience i” (1 < ¢ < k) sont indépendants et de méme probabilité
P(r). On remarque que Y est la somme des variables aléatoires X définies comme & ma question
précédente pour chaque expérience. On sait qu’alors Y suit une loi binomiale de paramétres

ket P(r) = % + %(p— qQ".
SOLUTION DU PROBLEME 12.80

1. valeurs prises par X :

La cinquieme chévre vaccinée ne peut apparaitre que quand les quatre autres sont déja passées.
On a donc :

| X(Q) ={5,6,7,8,9,10}|

2. Loi de X :
La cinquieéme chevre vaccinée passe au rang k € {5,6,7,8,9,10} si et seulement si on a les deux
conditions suivantes a la fois :
— A :les k — 1 premieres chevres qui passent sont 4 chévres vaccinées (parmi 5 possibles), et donc
k — 5 chévres non vaccinées (parmi 5 possibles). Ainsi :

C4ck75
PUA) = =
1
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— B :la k°chévre est la seule vaccinée, parmi les 10 — (k — 1) restantes. ainsi :

1
11—k

P(B|A) =
Ainsi la probabilité recherchée est

cick®

P(X =k) = P(ANB) = PPBIA) = 7= e

On a ainsi la loi de X

cick

PX=k)=—5""5
( ) (11— k)Ciy !

ke {5,6,7,89,10}.

3. Espérance de X :
A la main : le calcul effectif donne :

CaCy  5x14x3x2x1 1

P<X:5):60f0_ 6 10x9x8x7 252

Et de méme on obtient :
k 5 6 7 8 9 10
PO =0 | 555 | 555 | o | o | o | o

Pour s’assurer qu’on n’a pas fait d’erreur de calcul on peut alors vérifier que :
P(X=5)+---+P(X =10)=1.
Puis on calcule 'espérance de X par :

10
1 5 15 35 70 126 55
E(X)=> kP(X =k)=5x —— — — — — +10x — = —.
(X) it ( ) =X G O g T T X g F8 X g T X g H 10X 55 = %

Calcul avec Matlab : on définit la fonction (n,p) —— CP par

function y=combinaison(n,p)
if p> n, y=0;
else
y=1;
for i=n-p+1 :n, y=y*i; end;
for i=1 :p, y=y/i; end;
end ;

puis on calcule la loi de X par :

>>clear X;
>>for k=5 :10, X(k)=combinaison(5,4)*combinaison(5,k-5)/((11-k)*combinaison(10,k-1)); end;

enfin on calcule ’espérance par :

>>E=0;
>>for k=5 :10, E=E+k*X(k) ; end;
>>E

ans = 9.1667
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On conclut donc que | E(X) = % ~ 9,1667.
loi de Y :

Chaque cheévre va dans labri A; avec une probabilité %, dans 'abri As avec une probabilité
%, ou reste dehors avec une probabilité % Les n événements “la ¢ chevre se rend dans D’abri

Ay” (pour 1 < i < n)), qui sont indépendants, sont donc équiprobables de probabilité %; on
sait alors que la variable aléatoire Y, qui compte le nombre de ces événements réalisés, suit une

loi binomiale de parametre n et %

Espérance et variance de Y :

D’apres le cours on connait I’espérance et la variance d’une variable aléatoire qui suit un loi bino-
miale :

E(Y) = % et var(Y) = .

Evénement (Y =0)N(Z =0) :

Cet événement est car si aucun abri n’est vide (Z = 0), alors il n’est pas possible que
Pabri A; soit vide (Y = 0).

Calcul de P((Y =0)N(Z =2)) :

Si les deux abris sont vides (Z = 2) on a automatiquement ¥ = 0. La probabilité recherchée

est donc celle que toutes les chevres restent dehors. en raisonnant comme a la question 4, on
voit que le nombre de chevres qui restent dehors est une variable aléatoire T qui suit une

loi binomiale B(n, §). | On a donc :

Calcul de P(Y =0)N(Z=1)) :

Comme Z ne peut prendre que les valeurs 0,1 et 2, d’apres la ‘ formule des probabilités totales : ‘

P(Y=0)=P(Y =0)n(Z=0))+P((Y =0)n(Z =1)) + P(Y =0) N (Z = 2)).

1

Comme Y suit une loi B(n, 3), on a :

Et on a P((Y = 0)N (Z = 0)) = 0 d’apres la question 6. On déduit donc, en utilisant aussi la
question 7 :

P((Y:om(zzn):z—:_gin.

Calcul de P(Y =k)N(Z=2)) :
Quand Z = 2 toutes les chevres sont restées dehors. On a donc forcément Y = 0. On déduit donc
que, pour tout k € {1,...,n}:

Calculde P(Y =k)N(Z=1)) :

Quand Z = 1, cela signifie qu'un seul abri est utilisé. Si Y = k pour un nombre k non nul, cela
signifie que ’abri A; est utilisé. La conjonction Y = k de Z = 1 signifie donc que k chevres sont
dans ’abri A; et les autres dehors.
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Comme les chevres agissent indépendamment les unes des autres, pour un groupe donné de k
chevres, la probabilité qu’elles soient toutes dans I’abri A; et que les n — k autres restent dehors

est :
DL
3 3 ~3n

Comme il y a C* groupes de k chevres donnés, la formules de probabilités totales donne

P((Y =k)N(Z=1) = 2.

11. Calcul de P((Y = k)N (Z =0)) :
D’apres la ‘ formule des probabilités totales,
P((Y = k)N (Z = 0) + P((Y = k) (2 = 1),

en tenant compte du résultat de la question 9, on a :

PY=k)= =
et comme . .
1 2\"" Ckon—k
PY=k=CF[Z z = nZ
v=-n=ct(3) (5) >
on obtient :
Ck
P(Y=k)nNn(Z=0)= n -2 (2" k —1).

12. Loi de 7 :
On sait que Z est a valeurs dans {0, 1,2 }. Il faut donc calculer P(Z = j) pour j = 1,2 et 3. Comme
n}, en utilisant la ‘ formule des probabilités totales ‘ ona:

Y est a valeurs dans {0, ...,

n
=Y P(Y=kn(Z=j
k=0
Toutes les expressions figurant au second membre on été calculées aux questions 6 a 11. D’apres

les questions 7 et 9 on a :
1

D’apres les questions 8 et 10 on a :

Or la formule du binome donne :

2" = (141)" ch Y+ Z

donc Z C* = 2" — 1, si bien que :
k=1
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On peut calculer P(Z = 0) de méme en utilisant les question 6 et 11, mais il est plus simple de
remarquer que :

3 —ontl 4]
3n

13. Espérance de 7 :

On sait que :
E(Z)=0xP(Z=0)+1x P(Z=1)+2x P(Z =2),

soit, apres simplifications :

14. Indépendance de Z et Y :
D’apres la question 9, on a :
P(Z=2)n(Y =n))=0

Or P(Z = 2) # 0 d’apres la question 12, et P(Y = n) # 0 d’apres la question 4. On a donc :

P((Z=2)N(Y =n)) # P(Z =2)P(Y =n).

Ainsi les variables aléatoires ‘ Y et Z ne sont pas indépendantes. ‘

SOLUTION DU PROBLEME 12.81

1. Matrice B :

Comme t,_1 est & valeurs dans {0, ...,2k}, les événements (¢,—1 = j)1g <2k forment une partition
de ). La formule des probabilités totales donne donc

ptn =1) = p(tn = iltn—1 = 0)p(tn—1 =0) + -+ + p(tn = i|tn—1 = 2k)p(tn—1 = 2k).
On a donc bien X,, = BX,,_1 a condition de prendre

B = : :
p(tn = 2k|tn_1 = 0) s p(tn = 2k|tn_1 = 2k’)

De plus, par hypothese la loi conditionnelle de ¢,, sachant ¢, 1 = j est la loi binomiale de parametres

2k et ;—k i.e.
] j 1 j 2k—1
Pty =iltn—1 =j) = Co (%) (1 - %) ;

ainsi ‘ la matrice B ne dépend pas de n. ‘

2. Calcul de QX,, :

On a facilement :

QXn =p(tn =0) +p(t, =1) + - +p(t, = 2k) = 1,

soit On calcule de méme

RX, =0xp(t,=0)+1xp(t,=1)4 -+ 2k X p(t, = 2k),

on reconnait ainsi espérance de t,, | RX,, = E(ty).
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3. Calcul de B et RB :
La matrice QB est une matrice ligne a 2k + 1 coefficients dont le j¢ (0 < j < 2k) vaut :

2k . i . 2k—1
=0

()

= 1
On a donc bien QB:( 1 -1 ):Q.
Le j¢ coefficient du vecteur ligne RB se calcule de méme par :
2k N .\ 2k—i
0X p(tn =Oltn_1 =7) + -+ 2k X p(ty, = 2k|t,_1 =j) = ch% 1- L
prd 2k 2k
J .
= 2k=— =
ok 7

car on reconnalit la formule de ’espérance d’une variable aléatoire de loi binomiale B (2k:, 5%) On
a bien RB:( 0o --- 2k ):R.

Espérance de t,
L’équation RB = R implique

RX, = R(BX,-1)=(RB)X,—1 = RX,,_1.
Ainsi Despérance E(t,) = RX,, est une suite constante, donc elle est égale & son premier terme
[E(tn) = E(to) = 1]
4. Produit SB :

On sait que la variance d’une variable aléatoire s de loi binomiale B (2k, QJ—k) est

2 J J J
var(s) = E(s?) — B(s)? = 2k2k < ﬁ) et E(s )*2k2k

d’ou
2k j .\ 2k—i j
2 ~i
= — 1—= =2k 1—=
;’ C%<2k> ( 2k:> 2k< 2k)+J
Ainsi la matrice SB est une matrice ligne a 2k + 1 coefficients dont le j¢ (0 < j < 2k) vaut :
.\ 2k—i
2 . 2 . 2
tn =0[th—1 = 2k tn, = 2k|th_1 = = 1-—
02 pltn = Oltn 1 = )+ + (2K)p(t = 2kltn_1 = ) Zzo%(%)< %)
_ J _ L
= ko (1 2k>+
1
= 1— — |42
(1)

La relation obtenue pour tout indice j est équivalente a 1’équation matricielle
SB=R+ (1- 2k) S.

]2
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5. Valeur de )\, :

Comme dans 'avant derniere question, nous déduisons de cette derniere relation :

1
SX, = S(BXp_1) = (SB)Xn_1 = RX,_1 + <1 - ﬁ> SXn_1,

soit

1

Ainsi (\,) est une suite arithmético-géométrique; on sait calculer son terme général en fonction
de n, sous forme de la somme d’une suite constante et d’une suite géométrique; tous calculs faits,

il vient | A, = 2ku + (Ao — 2ku) (1 - ﬁ)n

. Limite de E(#?) :

Remarquons que

Comme |1—ﬁ| <lona

alors l'expression de A\, trouvée a la question précédente permet de conclure que
lim E(t2) = 2kpu.
n—-+4oo

Inégalité :
Ona:

2k
Bt) = Y in(t=1)

2k

E(?) = Y ip(t=1)
1=0
2k

2kE(t) — E(t?) = Y (2ki—*)p(t =1i)
=0
> (2ki—i*)p(t =) > 0,

puisque tous les nombres considérés (2k — i et p(t =4)) sont positifs. On obtient ainsi
|26E(t) - @) > (2k — i)ip(t = i) > 0. |

On déduit immédiatement 2kE(t) — E(t?) > 0, d’ou | 2kE(t) > E(t?).| Quand il y a égalité on a

(2k — i)ip(t = i) = 0 pour tout ¢, donc ‘p(t =) = 0 sauf pour i =0 et i = 2k. ‘

Loi limite :
Le résultat de la question (5) indique que

lim E(t2) = 2kE(t,),

n—-+oo
d’ou

lim 2kE(t,) — E(t2) = 0.

n—-+o0o
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La premiere inégalité de la question (7) permet alors de conclure, via le théoreme des gendarmes,
que

lim (2k — i)ip(t, = i) = 0.

n—-+4oo

On en déduit que | lim p(t, =i) =0 pour i ¢ {0,2k} | Alors, comme

n—-+4oo

2k 2k
E(tn) =D _ipltn =) = 3 ip(tn = 1) = 1

on déduit que 1iIJIrl p(tn, = 2k) = i . Enfin d’apres
2k
1= Zp(tn =1),
3=0

on déduit que | lim p(t, =0)=1—p.

n—-+4oo

© Vuibert - Tout le programme en mathématiques en BCPST 1





